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ÉTUDES 
SIR  LES  SINGULARITÉS  DES  SURFACES  ALGÉBRIQIES; 

pab  m.  e.  de  jonquières. 


Pians  tangents  doubles  et  triples   (*). 

1.  Un  plan  peut  être  assujetti  à  touchei^  une  lois,  deux 
fois  ou  trois  fois  une  surface  algébrique  S"  du  degré  //,  et, 
en  outre,  dans  les  deux  premiers  cas,  à  deux  autres  con- 
ditions ou  à  une  seule,  respectivemenl.  Ces  plans  sont  les 
plans  tangents  simples,  les  plans  tangents  doubles  et 
les  plans  tangents  triples  de  la  surface. 

2.  On  conclut  de  ce  qui  vient  dètre  dit,  que  les  trois 
nombres  ci-après  sont  finis  et  déterminés,  savoir  :  i°  le 
nombre  des  plans  tangents  simples  qui  passent  par  une 


C)  M.  G.  Salnion  s'est  occupé  de  celte  question  dans  un  Mémoire  très- 
intéressant,  lu  en  i855  devant  l'Académie  royale  d'Irlande,  et  imprimé 
dans  le  XXIII^  volume  des  Transactions  de  celte  Société  (1857)  sous  le 
titre  :  On  ihe  degree  of  ihe  surface  reciprocal  to  a  given  one. 

Mais,  en  ce  qui  concerne  notamment  les  plans  tangenls  triples,  après 
avoir  indistinctement  déduit  la  l'ormule  qui  en  exprime  le  nomhro, 
ciimme  une  conséquence  de  certaines  relations  exislanles  entre  Icb  autres 


(  (^  ) 

droite  don  M  ce  5  u"  le  nombre  des  pians  tangents  doubles 
qui  passent  par  un  point  donné;  3"  le  nombre  des  plans 
tangents  triples^  et  nous  aurons  à  déterminer  ces  trois 
nombres,  entre  autres  questions  à  résoudre. 

3.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  la 
surface  donnée  S"  n'a  que  les  singularités  qui  lui  sont 
propres,  c'est-à-dire  ([u'elle  est  des  plus  générales  dans  son 
degré . 

4.  Plans  tangenls  simples.  —  La  théorie  en  est  bien 
connue  5  il  suffit  donc  de  rappeler  quelques-unes  de  leurs 
propriétés,  qui  seront  utiles  ci-après. 

Un  plan  tangent  quelconque  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  plane  C"  qui  a  un  poin  t  double  au  point  de  contacta. 
Les  tangentes  en  «,  aux  deux  branches  de  la  C"  qui  y  pas- 
sent, sont  osculatrices  de  la  surface  et  asymptotes  de  sou 
indicatrice  en  ce  point.  Elles  partagent  la  surface,  autour 
du  point  rt,  en  quatre  régions  opposées  deux  à  deux  ])ar  le 
sommet.  La  courbure  de  la  surface,  qui  est  nulle  sur  les 
tangentes  dont  il  s'agit,  change  de  signe  quand  on  passe 


siD^'iilarités  de  la  surface,  le  savant  professeur  s'exprime  ainsi,  p.  4/8  : 
«  Il  would  be  désirable  lo  test  thèse  results  by  obtaining  tbe  number 
»  of  triple  tangent  planes  to  a  surface  of  the  n^*"  degree  by  a  diflerent 
»  process.  I  bave  endcavoured  to  détermine  this  number  by  the  sanie  me- 
»  thod  by  wliich  we  dcterniincd  the  nature  of  the  curve  of  contact  of 
»  double  tangent  planes  to  the  surface...  1  hâve  not  succeeded,  however, 
»  in  deriving  the  Iheory  of  triple  tangent  planes  in  this  way.  » 

Dans  une  Noie,  en  date  du  12  février  1857  qui  termine  son  Mémoire, 
iM.  G.  Salnion  reproduit,  sans  démonstration,  une  formule  alors  récente, 
(lue  au  D""  Schlatti,  mais  qui  fait  connaître  seulement  la  somme  de  deux 
nombres,  dont  l'un  est  le  sextuple  de  celui  des  plans  tangents  triples. 
Kndn,  dans  son  Traite  récent  sur  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  le  sa- 
vant auteur  reproduit  purement  et  simplement  sa  première  solution. 

t)n  voit  donc,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans  d'autres  détails, 
que  la  question  n'est  pas  épuisée. 

•  iolfe  ilii  Mc\ii|tii<,  (iclobre  ISBS. 


d  une  région  à  la  région  voisine.  Ainsi,  quand  ces  tan- 
gentes sont  imaginaires,  la  surface  a  une  courbure  de 
même  signe  dans  tous  les  azimuts  autour  de  sa  normale 
en  a.  Quand  elles  sont  réelles  et  distinctes,  la  courbure, 
nulle  dans  quatre  azimuts  particuliers,  change  de  signe 
alternativement  en  passant  de  l'un  à  l'aulie.  Enfin,  si  elles 
sont  coïncidentes,  la  courbure  ne  change  pas  de  signe  ; 
mais  il  y  a  un  azimut  où  elle  est  nulle.  Le  point  a  est 
alors  vm  point  de  rebroussement  sur  la  courbe  C",  et, 
comme  la  tangente  at  en  ce  point  représente  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines,  il  s'ensuit  que  le  plan  tan- 
gent qui  les  contient  toutes  deux  est  tangent  à  S"  suivant 
deux  de  ses  éléments  consécutifs.  C'est  tine  sorte  de  plan 
tangent  double,  parfaitement  analogue  aux  tangentes  d'in- 
flexion des  courbes  planes  qui  sont  aussi  des  tangentes 
doubles  d'une  espèce  particulière.  On  lui  donne  indis- 
tinctement le  nom  de  plan  (Vinjlexion  ou  de  plan  sta- 
tionnaire ;  nous  adopterons  cette  dernière  expression. 

o.  En  chacun  tt  des  points  de  S"  où  le  plan  tangent  est 
slalionnaire,  l'indicatrice  de  la  surface  est  une  parabole; 
c'est  ce  qui  a  fait  donner  aux  points  tt  le  nom  de  points 
paraboliques,  et  à  la  courbe  gauche  17,  qu'ils  forment 
par  leur  succession,  celui  de  courbe  pavaholique  de  la 
surface. 

6.  La  courbe  d'intersection  de  S"  par  la  surface  P("~^^, 
première  polaire  d'un  point  P  relative  à  cette  surface, 
est  la  courbe  du  contour  apparent  de  la  surface,  vue 
du  point  P.  Celte  courbe  gauche  est  donc,  en  général,  du 
degré  n[n  —  i)  ;  et  tel  est  aussi  le  degré  du  cône  circon- 
scrit à  S",  qui  a  son  sommet  au  point  P. 

7.  Si  le  point  P  se  meut  sur  une  droite  L,  ses  polaires 
]»reraières  forment  un  faisceau  de  surfaces  du  degré 
[n  —  i).   La  courbe  gauche  G"~'  ,  qui  sert  de  base  au 


(  8  ) 
faisceau,  est  le  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires  pas- 
sent par  la  droite  L  ;  c'est  la  courbe  polaire  rla  L  relative 
à  S".  Cette  courbe  coupe  S"  en  n  {n  —  i}'  points.  Tel  est 
donc  le  nombre  des  plans  tangents  qu  on  peut,  en  géné- 
ral, mener  à  une  surface  du  degré  n  par  une  droite  don- 
née; en  d'autres  termes,  telle  est  la  classe  de  la  surface 
donnée,  quand  elle  ne  possède  ni  points  multiples,  ni 
courbes  multiples,  c'est-à-dire  quand  elle  n'a  que  les  sin- 
gularités qui  lui  sont  propres. 

8.  Plans  tangents  doubles.  —  Si  la  courbe  C",  suivant 
laquelle  le  plan  tangent  à  S"  en  un  point  a  coupe  cette 
surface,  possède  un  second  point  double,  le  plan  tangent 
est  un  plan  tangent  double.  Il  en  existe  plusieurs  espèces 
qu'on  peut  désigner  et  caractériser  ainsi  qu'il  suit,  savoir  : 

i'"  ESPÈCE.  Plans  tangents  stationnaires .  —  Il  en  a 
été  déjà  question,  La  courbe  C"  n'a  qu'un  point  double; 
mais  c'est  un  point  de  rebroussement  de  première  es- 
pèce. Ces  plans  établissent  en  quelque  sorte  la  transi- 
lion  entre  les  plans  tangents  simples  et  les  plans  tan- 
gents doubles. 

2*^  ESPÈCE.  Plans  bitangents.  —  Ils  touchent  la  sur- 
face en  deux  points  distincts,  qui  sont,  sur  la  courbe  C", 
des  nœuds  ou  des  points  isoles. 

3*^  ESPÈCE.  Plans  bitangents  unistationnaires .  —  Les 
deux  points  de  contact  sont  distincts;  l'un  d'eux  est  situé 
sur  la  courbe  parabolique  H.  L'un  des  deux  points  dou- 
bles de  la  courbe  C"  est  un  point  de  rebroussement  de 
première  espèce. 

4'"  ESPÈCE.  Plans  tangents  bistationnaires. —  Les  deux 
points  doubles  de  la  coui'be  C"  sont  réunis  en  un  seul;  en 
d'autres  termes,  deux  branches  de  C"  se  touchent  au  point 
tle^conlacl,  suivant  une  droite  qui  a  un  conlacl  du  troi- 
sième oidre  avec  la  surface.   Le  plan  langent  est  station- 


(9) 
naiie  en  deux  points  consécutifs,  situés  nécessairement 
sur  la  courbe  H  ;  il  touche  S"  suivant  la  tangente  à  cette 
courbe  au  point  de  contact,  et  c'est  cette  tangente  parti- 
culière de  la  courbe  II  qui  a  avec  S"  un  contact  du  troi- 
sième ordre. 

Remarque.  —  Les  plans  tangents  de  la  troisième  et  de 
la  quatrième  espèce  établissent  la  transition  entre  les 
plans  tangents  doubles  et  les  plans  tangents  triples. 

5^  ESPÈCE.  Plans  bitangents  bistationnaires .  —  Les 
deux  points  de  contact  sont  distincts,  mais  situés  l'un  et 
l'autre  sur  la  courbe  17.  La  courbe  C"  a  deux  points  de 
rebroussement  de  première  espèce.  Ces  plans  sont  une 
espèce  de  plans  tangents  quadruples. 

Avant  d'entrer  dans  les  détails  relatifs  à  ces  diverses 
espèces  de  plans  tangents,  il  convient  de  rappeler,  à  titre 
de  Zewme^,  quelques  propositions  préliminaires  que  j'ai 
énoncées  ailleurs  (*). 

9,  Lemmes.  —  i"  Les  surfaces  polaires  premières  de 
tous  les  points  de  l'espace,  relatives  à  une  même  surface  S", 
ïorxnenlxxn  système  d'ordre  [n  —  1)5  celles  de  tons  les 
points  d'un  plan  forment  un  réseau;  celles  de  tous  les 
points  d'une  droite  forment  un  faisceau. 

2"  Quand  deux  surfaces  d'un  même  système  se  tou- 
chent en  un  point,  il  y  en  a  une  infinité  d'autres  qui  se 
touchent  en  ce  point  ^  l'une  d'elles  y  possède  un  nœud  ou 
point  conique  ;  et  le  lieu  des  points  de  contact  des  sur- 
faces du  système  est  aussi  le  lieu  de  leurs  points  co- 
niques. 

3°  Quand  un  point  P  est  tel,  que  ses  polaires  j>re- 
niières,  relatives  ci  quatre  surfaces  d'un  système  <picl- 


1^")    Voir  ma  (iieciJiliMitf  Elude  sut  les  siii^ulurilcs  des  sui/acLS  algrl/rii/ua 
[Journal  de  M.  Lioiu'illc,  t.  \  II,  j"' série,  p.  '|f>r))- 


(  »o  ) 
conque,  choisies  de  telle  soiie  gabelles  nappartiemient 
pas  ensemble  à  un  même  réseau  du  système,  passent 
par  un  même  point  Q,  les  polaires  du  point  P,  relatives 
Cl  toutes  les  autres  surfaces  du  système,  passent  aussi 
par  le  point  Q. 

Ou  peut  dire  que  le  point  Q  est  un  point  dont  les 
plans  polaires,  relatifs  à  quatre  surfaces  quelconques 
du  système,  passent  par  un  même  point. 

4"  Le  lieu  du  point  Q  est  aussi  le  lieu  des  points  de 
contact  des  surfaces  du  système.  C'est  une  surface  Q*  ^""'^ 
du  degré  4  {n  — 2),  quaud  le  système  se  compose  de  sur- 
faces du  degré  [n  —  1). 

Ou  peut,  d'après  le  (2°),  désigner  celte  surface  sous  le 
uom  de  surface  nodale  de  la  proposée  S",  ainsi  que  je 
l'ai  fait  dans  l'arlicle  précité. 

5°  La  surface  nodale  Q*("--J  passe  par  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  stationnaires  de  S"  et  par  ses 
nœuds  ou  ses  courbes  multiples,  quand  elle  en  possède. 
Cette  dernière  hypothèse  étant  écartée,  il  s'ensuit  que  la 
courbe  gauclie  n*"("~^\  intersection  de  S"  et  de  Q*^""^), 
est  la  courbe  parabolique  H  définie  précédemment 
(n'>5)(*). 

10.  Cela  posé,  l'ensemble  des  plans  tangents  station- 
naires furme  une  surface  développable  circonscrite  à  S" 
le  long  de  la  courbe  II,  et  à  laquelle  on  peut  mener 
4«(«  —  •)  ("  —  2)  plans  tangents  par  un  point  quel- 
concpic  P,  puiscjue  tel  est  le  nombre  des  points  d'inter- 
seclion  de  la  courbe  FI  a\ec  la  courbe  du  contour  appa- 
rent de  la  surface,  vue  du  point  P. 


(")  Ln  (lémonslraluin  de  ces  lemmcs  eùl  clé  inléressante;  mais  elle 
m'aiirail  etilrainc  dans  des  délails  assez  longs,  el  j'aurais  couru  le  risque 
dahubor  de  la  {;racicusc  liospilalile  que  M.  le  Rédacteur  a  bien  voulu 
iiccordcr  a  col  urii<-lc. 


(  •'  ) 

11.  En  général,  la  droite  osculalrice  suivant  laquelle 
un  plan  stationuaire  touche  S",  a  une  direction  différente 
de  celle  de  la  tangente  en  ce  point  à  la  courbe  H;  quand 
ces  deux  droites  se  confondent,  le  plan  tangent  devient 
bistationnaire,  et  correspond  aux  tangentes  à' ondulation 
ou  de  double  inflexion  des  courbes  planes. 

12.  La  considération  des  plans  tangents  stationnai res 
donne  lieu  à  un  théorènae  intéressant  dont  voici  l'é- 
noncé : 

En  chaque  point  de  la  courbe  gauche  G"',  base  d  un 
faisceau  de  surfaces  (S"),  il  passe  en  génércd  quatre  sur- 
faces, dont  chacune  a  un  plan  stationnaire  en  ce  point. 

Le  théorème  (dû  à  INI.  Poncelel)  relatif  aux  quatre 
cônes  du  second  degré  qui  passent  par  la  base  d'un  fa'.s- 
ceau  de  surfaces  du  second  ordre  est,  comme  on  voit,  un 
cas  particulier  du  précédent,  qui  n'est  lui-même  qu'un 
cas  particulier  d'un  théorème  plus  général  que  je  ferai 
connaître  ailleurs. 

13.  Plans  bitangents  ou  plans  tangents  doubles  pro- 
prement dits  (2*^  espèce).  —  Cherchons  combien  il  passe 
de  ces  plans  par  un  point  quelconque  P5  et,  pour  rendre 
cette  recherche  plus  claire,  supposons  d'abord  qu'il  s'a- 
gisse de  trouver  combien  il  passe,  par  le  point  P,  de  plans, 
tangents  à  5",  qui  soiejit  en  même  temps  tangents  à  une 
autre  surface  S"  égale  à  la  première.  Les  plans  tangents 
à  ces  deux  surfaces,  qui  passent  par  le  point  P,  forment 
deux  cônes  qui  sont  1  un  et  l'aulre  du  degré  n  [n — 1)'  (n"7). 
Donc,  parmi  ces  plans,  il  y  en  a  n^  {n  — i)^  qui  touchent 
à  la  fois  les  deux  surfaces. 

Si  l'on  amène  la  deuxième  surface  à  coïncider  avec  la 
première,  le  nombre  précédent  devra  être  diminué  de 
«elui  des  plans   tangents  qui.   passant   par    P,    touclienl 


(  »2  ) 

celte  surface  en  un  point  de  la  courbe  G"',  suivant  la- 
quelle les  deux  surfaces  se  coupent  un  instant  avant  que 
la  coïncidence  soit  établie.  Car  les  plans  tangents  aux 
deux  surfaces  en  chacun  de  ces  points,  plans  qui  étaient 
distincts  avant  la  coïncidence,  se  confondent  après  en  un 
seul,  qui  figure  comme  plan  double  parmi  ceux  ([ui  sont 
compris  dans  le  nombre  n- [n  —  i)%  quoiqu'il  ne  soit 
plus  alors  qu'un  simple  plan  tangent  de  la  surface  propo- 
sée. Or  le  nombre  de  ces  plans  est  égal  à  celui  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  G""  avec  celle  du  contour 
apparent  G"'"~^^  donc  à  n^  [n  —  i). 

Actuellement,  le  nombre  restant  contient  ensemble  le 
triple  du  nombre  réel  des  plans  stationnaires  et  le  dou- 
ble du  nombre  des  plans  bitangents-,  je  veux  dire  que  ces 
plans  sont,  par  la  nature  même  de  la  démonstration, 
comptés,  les  uns  trois  fois  et  les  autres  deux  fois,  dans  la 
formule.  Ainsi 

2  07  -f-  3/  =  rt'  (  rt  —  1  I  *  —  «'•'(«  1  )  . 

Mais  il  a  été  prouvé  plus  haut  (n°  10)  que 

J  =4«(/î  — l)  («— 2). 


ï)onc 


X  =  -  //  («  —  i)  [n  —  ?.)  [n^  —  n''-\-  n  —  12), 


14.  Les  n[n  —  1)  ('^  —  ^)  ('^' — ti'-i-n  —  12)  points 
de  contact  de  ces  plans  bitangents  sont  situés  sur  une 
surface  du  degré  [n  —  2)  («^ — n^-hn — 12).  Car  si 
l'on  fait  mouvoir  le  point  P  sur  une  droite,  les  courbes 
de  contour  apparent,  qui  correspondent  à  ses  positions 
successives,  forment,  sur  la  surface  S",  un  faisceau  de 
courbes  (i"'"~'\  Or  chacune  des  courbes  avant 

//  [/i  —  I  )  ^  "  —  ^-  )  l  " —  ""  ^"  "  —  '  ^  ) 


\ 


(  .3  ) 
points  communs  avec  la  surface  clicrcliée,  laquelle  ne 
passe  pas  généralement  par  les  points  qui  forment  la  base 
du  faisceau  (puisque  ce  faisceau  est  quelconque,  comme 
la  droite  L  elle-même) ,  il  s'ensuit  que  la  surface  est  du 
degré  [n  —  2}(«' — n^ -\- 7i  —  12).  Elle  coupe  S"  sui- 
vant une  courbe  gauche  que  nous  appellerons  A,  dont  le 
degré  est  n  [n — 2)  (w^ — n^ -\- n  —  12),  et  qui  est  le 
lieu  des  points  de  contact  des  plans  bi tangents.  Les  plans 
bitangents,  circonscrits  à  S"  le  long  de  la  courbe  A,  en- 
veloppent une  surface  développable  de  la  classe 

—  n[n  —  1  )  (  «  —  ?.  )  (  «^  —  n-  -Jr  n  —  12); 

cette  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 

15.  Les  plans  tangents  des  troisième,  quatrième  et 
cinquième  espèces,  énumérées  ci-dessus  (8),  sont  néces- 
sairement compris  parmi  ceux  dont  les  points  de  con- 
tact se  trouvent  aux  intersections  des  courbes  II  et  A. 
Ainsi  leur  nombre  total  est  exprimé  par  la  formule 

N  =  4«  («  —  2)^  («3—  n^'+n  —  12), 

et  ils  y  sont  compris  dans  les  proportions  suivantes, 
savoir  ; 

Les  plans  bitangents  unistationnaires ,  chacun  une 
seule  fois  5  nous  en  désignerons  le  nombre  par  x. 

Les  plans  tangents  bistationnaires,  chacun  deux  fois. 
Car  si  rt,  Z>,  c,  d  sont  quatre  points  consécutifs  d'une 
même  droite,  le  long  de  laquelle  le  plan  touche  la  surface, 
on  peut  le  regarder  comme  tangent  suivant  [abc)  [cd)^ 
ou  bien  suivant  [ab]  [bcd)  ;  nous  désignerons  par  y  le 
nombre  de  ces  plans. 

Les  plans  bitangents  bistationnaires,  chacun  six  fois. 
Car  si  les  deux  groupes  de  trois  points  consécutifs  qui 
déterminent  le  double  contact  sont  désignés  par  (7.  /).  c -^ 


(  '4  ) 
(l^  e,/,  on  peut  regarder  chacun  des  plans  dont  il  s'agit 
comme  étant   bitangcnt   stationnaire    de    six    manières 

distinctes,  savoir  : 

{abc)[de),         {abc){ef);        {abc){fd]; 
{ab){de/);       {bc){def);         Ua)[def). 

0\\  aura  donc,  en  appelant  z  le  nombre  de  ces  plans, 

N=:x-H2j  -4-6z  =  ■\n[n  —  2Y{n^—  n-  -h  n  —  12). 

Les  plans,  dont  le  nombre  est  désigné  par  j  ,  touchent 
S"  le  long  d  une  droite  qui  a  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  la  surface.  Or,  M.  G.  Salmon  a  démontré, 
dans  le  tome  IV  du  Journal  inailiématique  de  Cam- 
bridge^ que  les  points  de  S",  où  une  droite  a  un  tel  con- 
tact avec  la  surface,  sont  situés  sur  une  surface  du  degré 
un — 24-  Cette  surface  coupe  S"  suivant  une  courbe 
gauche  F,  du  degré  n  [un  —  24),  qui  a  par  conséquent 

^n{ri  —  i)[ii  n  —  24) 

points  communs  avec  la  courbe  II.  Mais  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  courbes  se  touchent  partout  où  elles  se  ren- 
contrent, et  qu'il  faut  ne  prendre,  poury,  que  la  moitié 
du  nombre  précédent.  Car  le  plan  bistationnaire  ne  peut 
toucher  S"  suivant  deux  droites  coïncidentes  ayant  un 
contact  du  troisième  ordre  avec  la  surface,  que  si  cette 
droite  (double)  est  une  tangente  de  la  courbe  H.  Les  deux 
points  iniiniment  voisins  de  cette  courbe  jouissent  donc 
alors  de  la  propriété  que,  par  chacun  d'eux,  il  passe  une 
droite  biosculatrice  de  la  surface,  c'est-à-dire  qu'ils  ap- 
partiennent aussi  à  la  courbe  F.  On  a  donc 

■}.Y  =.  [\n[n  —  2  )  (  I  1  //  —  24 ) , 
d'où 

.r  -f-  62  zr:  N  —  •>..>  =  4«  (/?  —  o.)  (  «  _  3)  (  „' -4.  3„  _  ,  (S) , 


(  «5  ) 
et,  comme  S"  ne  possède  qu'accidentellement  des  plans 
tangents  de  l'espèce  z,  on  peut  écrire,  en  général, 

.r  =:  4  «  (  «  —  2  )  (  «  —  3  )  (  rt-^  +  3  «  —  I  6  )  . 

16.  Plans  tangents  triples.  —  Si  la  courbe  C",  sui- 
vant laquelle  le  plan  tangent  en  a  coupe  S",  possède 
deux  autres  points  doubles  r/,  b,  le  plan  touche  la  surface 
i-n  ces  trois  points  ;  c'est  un  plan  tangent  triple.  Nous  en 
connaissons  déjà  trois  espèces,  classées  parmi  les  plans 
tangents  doubles.  Il  en  existe  deux  autres,  qui  se  divi- 
sent chacune  en  plusieurs  variétés,  savoir  : 

i""*"  espèce.  —  Les  plans  tangents  triples  proprement 
dits,  ou  plans  tritangents,  dont  les  trois  points  de  con- 
tact sont  distincts  5 

2*^  espèce.  —  Les  plans  ayant  un  triple  contact  avec  S" 
en  un  même  point. 

17.  La  première  espèce  comprend  quatre  variétés, 
qui  sont  : 

1°  Les  plans  tritangents  ordinaires ,  dont  les  trois 
points  de  contact  (qui  appartiennent  à  la  courbe  A  et  qui 
en  sont  des  points  doubles)  sont,  sur  la  courbe  plane  C", 
des  nœuds  ou  des  points  isolés  ; 

2°  Les  plans  tritangents  unistationnaires ,  dont  l'un 
des  trois  points  de  contact,  situé  à  la  fois  sur  les  courbes 
n  et  A,  est  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe  C"  ; 

3"  Les  plans  tritangents  bistationnaires,  dont  deux 
points  de  contact  sont  des  points  de  rebroussement  sur  la 
courbe  C"  ; 

4°  Enfin,  les  plans  tritangents  tristationnaires ,  dont 
les  trois  points  de  contact  sont  des  points  de  rebrousse- 
ment sur  la  courbe  C". 

18.  Le  plan  tangent  appartient  à  la  deuxième  espèce, 
quand  les  trois  points  doubles  de  la  courbe  C"  se  réunis- 


(  «^  ) 

si'.nl  en  un  seul.  |iou!'  Ibrnifr  un  point  triple.  Ce  pcMiil 
triple  étant  susceptible  d'appartenir  à  plusieurs  variétés, 
il  en  est  de  même  du  plan  tangent j  mais  comme  cette 
singularité  n  appartient  pas  à  une  S"  quelconque,  il  est 
inutile  d'insister  sur  ce  sujet.  Quand  un  plan  tangent 
appartient  à  la  deuxième  espèce,  une  tangente  quelcon- 
que de  S",  menée  par  le  point  de  contact,  est  osculatrice 
de  la  surface  en  ce  point;  el  elle  est  biosculatrice  dans 
trois  directions  (celles  des  tangentes  aux  trois  branches 
de  C"),  dont  une  est  toujours  réelle.  Un  tel  point  de  con- 
tact est  donc  tel,  que  le  plan  tangent  est  stationnaire 
dans  toutes  les  directions  autour  de  lui,  et  ce  point  de 
contact  est  un  véritable  ombilic  d'une  espèce  particu- 
lière. La  surface  est,  en  ce  point  singulier,  osculée  par 
un  plan,  ou,  si  l'on  veut,  par  un  cône  d'une  ouverture 
égale  à  1 80  degrés . 

19.  Plans  tritangents.  —  Si  l'on  se  représente  l'en- 
semble des  plans  bi tangents  qui  sont  circonscrits  à  S" 
le  long  de  la  courbe  A ,  ceux  d'entre  eux  qui  touchent  S" 
eu  un  troisième  point  sont  les  plans  tangents  triples  dont 
il  s'agit  de  trouver  le  nombre.  Adoptant  un  mode  de  so- 
lution analogue  à  celui  du  n"  13,  cherchons  d'abord 
combien  il  y  a  de  ces  plans  qui  touchent  une  seconde  sur- 
face égale  à  S".  Or  les  plans  bitangents  de  S"  forment 
une  surface  développal>l('  dont  la  classe  est  marquée  par 
le  nond>re 

-  n  [n  —  \)  [n  —  2 )  ( «-^  —  n'^  -\- 11  —  121, 

c'est-à-dire  à  lacjuclle  on  peut  mener  ce  nombre  de  plans 
tangents  par  un  point  quelconque  (n"  il). 
Donc  il  y  en  a 

-  n[n — i)(rt  —  '^j  («■'  —  «^-1-//  —  12)  X«  («  —  1)' 


(  '7  ) 
qui  touclienl  cette  seconde  surface.  Mais  chacun  d  eux  se 
trouvera  répété  trois  fois,  après   (|ne  la  coïncidence  des 
surfaces  aura  été  établie  -,  on  aura  donc  d'abord 

3t"  =  —  n[n  —  2)(«"  — 4^' "*"  1"'  —  19"*  -+-  ^on^  —  S^/z'-f-  tin). 

11  faut  déduire  de  ce  nombre  celui  des  points  de  rencon- 
tre de  la  courbe  A  avec  la  courbe  G"'  suivant  laquelle 
les  deux  surfaces  se  coupaient,  alors  qu'on  les  supposait 
distinctes,  savoir:  fi^  [n  —  1)  [n^ — -/i^-{-ii  —  i-i),  et  il 
vient 

3t'  =  -  n[n  —  2)  («'  — 4''"  +  "j'^^  —  "^^"^  -t-4''-'''  —  3g/?--|-36/î ). 

11  faut  ensuite  en  retrancher  le  nombre  des  plans  bitan- 
gents  unistationnaireS)  qui  forment  une  espèce  à  part,  et 
dont  les  points  de  contact  se  trouvent  aux  points  de  ren- 
contre des  courbes  A  et  II;  et,  comme  chacun  de  ces 
plans  en  représente  trois  superposés,  le  nombre  à  sous- 
traire est 

-  n{n  —  1}  (24«^  —  'J2/2'  -I-72/7-  —  336/?  -I-576). 

Enfin,  en  chacun  des  points  de  rencontre  (qui  sont, 
comme  on  l'a  dit,  des  points  de  tangence)  de  la  courbe 
parabolique  n  avec  la  courbe  F,  lieu  des  points  de  con- 
tact des  droites  biosculatrices,  le  plan  tangent  est  un 
plan  tangent  bistationnaire,  espèce  ci-après  examinée,  et 
étrangère  à  celle  qui  nous  occupe  ici.  Chacun  de  ces  plans 
est  d'ailleurs  compris  deux  fois  dans  la  formule  générale, 
parce  qu'il  v  a  deux  manières  d'assembler  quatre  points 
consécutifs  a,  b,  c,  d,  de  manière  à  en  former  deux  grou- 
pes, composés,  l'un  de  trois,  et  l'autre  de  deux  points  con- 
sécutifs, savoir  :  [abc]  [cd]  et  [ab)  [bcd).  Le  deuxième 
nombre  à  soustraire  est  donc 

2  . 4  /?  («  —  i)[i\n  —  7-4  )  5 
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(  'H) 

cl  il   vient  ctiliii,  |><iiir  le  nombre  clR-rilié   t. 


t  =  —  n   n  —  2 
o 


y  [„■•  —  4  «'^ + 7  «^ — 45 «'  -h  •  ' 4  ^  —  •  "  '''  -t- ^  î'' "  ~ y*^" )  ' 

iiii  mule  tiaiis  laquelle  il  esl  aisé  (le  vérifier  que  le  second 
membre  est  toujours  un  nombre  entier,  (omme  cela  doit 
être  par  la  nature  même  de  la  question. 

20.  On  trouve  ainsi  i\\xunc  surface  du  troisième  ordre 
possède,  en  généra/,  1 35  plans  tangents  triples,  don  1  cha- 
cun par  conséquent  coupe  la  surface  suivant  trois  droites; 
ce  qui  s'accorde  avec  cet  autie  théorème,  savoir  :  qu'/7 
existe  sur  la  surface  27  droites,  par  chacune  desquelles 
on  peut  mener  cinq  plans  tangents  triples  {*). 

Dans  le  cas  d'une  surface  du  quatrième  ordre,  on 
a  f  =  'S200.  Il  y  a  donc  ?t20o plans  distincts^  dont  chacun 
coupe  la  surj'ace  suivant  une  C^  douée  de  trois  points 
doubles. 

21.  Quant  aux  plans  tangents  triples,  dont  les  trois 
points  de  contact  coïncident,  les  seuls  dont  une  surface 
soit  douée,  en  général,  sont  les  plans  tangents  bistation- 
naires,  dont  le  nombre  t!  est  donné  par  la  formule 

/'  z=  7.n(n  —  2)  (1  I  «  —  24  ) . 

Par  exemple,  il  y  a  ^^  plans  différents,  dont  chacun 
coupe  une  surface  du  troisième  ordre  suivant  une  conique 
et  une  droite  tangentes  entre  elles  ;  en  d'autres  termes, 
si,  autour  de  chacune  des  27  droites  de  la  surface,  on  fait 
tourner  un  plan,  il  y  aura  deux  positions  du  plan  pour 
chacune  des(|iiell(;s  la  conique,  suivant  laquelle  le  plan 


{*)  Ces  deux  beaux  théorèmes,  dont  j'ai  eu  occasion  de  donner  une  de- 
moiistrntion  dans  les  Nouvelles  Aniiilfs,-,ou\  dns  ii  M.  Caylcy  voir  t.  XVIII, 
p.  129). 


(  '9  ) 
(OH[)L'S',  tomlicia  la  dioile;  rcsullal  d'ailleurs  facile  à 
prévoir  :  car  si  on  l'ail  tounu-r  un  plan  autour  d'une 
des  27  dioiles  de  la  surface,  les  coniques  suivant  les- 
quelles il  coupe  S''  niarquenl  sur  la  droite  deux  séries  de 
points  en  involulion,  et  chacun  des  deux  points  doubles 
de  cette  involution  esl  le  point  de  contact  d'une  conique 
qui,  conjointement  avec  la  droite,  satisfait  à  la  question. 

22.  Il  nous  reste  à  faire  connaître  quelques  propriétés 
intéressantes  qui  caractérisent,  à  d'au  lies  points  de  vue, 
les  principales  espèces  de  plans  tangents  d'une  surface  S", 
et  qui  sont  relatives  aux  surfaces  polaires  et  nodales  de 
(Ctte  surface. 

Nous  avons  vu  (n"  9,  4°)  que  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  surfaces  polaires  premières  de  S"  est  une  surface 

.^4("  —  2)         .  ^  11-       11 

(^„  ,  qui  est  en  même  temps  Je  lieu  de  leurs  points 

coniques. 

On  sait  que  chaque  point  Q  de  celte  surface  a,   pour 

surface  n  —  2  polaire,  un  cône  du  second  degré,  dont 
le  sommet  P  a  pour  polaire  première  celle  des  polaires 
qui  a  un  point  eoni(}ue  au  point  Q  (*).  Les  points  P 
et  Q  sont  ainsi  correspondants   ou  réciproques  l'un   de 

l'autre.  Le  lieu  du  point  P  est  une  surface  P^  ,  du 

degré  4  ('i  —  2)'.  On  peut  appeler  les  surfaces  Po,  Qo^ 
surjaces  noclalcs  conjuguées  de  \a  proposée  S",  en  adop- 
tant l'expression  consacrée  par  M.  Steiuer  dans  la 
théorie  des  courbes  planes,  pour  une  circonstance  ana- 
logue à  celle  dont  il  est  ici  (jueslion. 

23.  Cela  posé,  le  plan  T,  tangent  à   la  surface   Pq  au 

(")  Voir  VÊtude  déjà  citée  sur  les  points  doubli-s  des  surl'aces  al[;ebri- 
ques  {^Journal  de  M.  Liouvitle,  l.  VII,  j*  série).  Je  donnerai  dans  une  autre 
occasion  la  démonstration  de  ce  llieorènie  et  de  ijiielcjues  autres  <(ue, 
faute  d'espace,  je  n'ai  pu  (|u'enoncei". 


(  '^"  ) 

point  P,  iécipro(|iu!  d'un  point  de  Q,  contient  tous  les 
points  de  l'espace  dont  les  surfaces  polaires  passent  au 
point  Q,  et  parliculièremeut  une  droite,  passant  par  P, 
dont  les  points  sont  les  pôles  des  polaires  qui  se  lou- 
chent au  point  Q.  Le  plan  T  n'est  donc  autre  chose  que 
le  plan  polaire  du  point  Q,  et  l'on  peut  dire  que  la  surface 
nodale  Pq  est  enveloppée  par  les  plans  polaires  des  points 
de  Vautre  nodale  Qo.  Quand  le  point  Q  est  sur  S",  le 
plan  M,  tangent  à  S",  est  stationnai re  le  long  de  deux  droites 
infiniment  voisines,  disons  le  long  de  la  droite  double 
osculalricede  S"  en  ce  point.  Ce  plan  touche  la  surface  Po 
au  point  P;  donc  la  surface  déi^cloppable,  foimée  par 
tous  les  ])liins  stationnaires  de  S",  et  circonscrite  à  S",  le 
loti  g  de  la  courbe  parabolique  H,  est -aussi  circonscrite 
[mais  par  un  contact  simple)  à  la  surface  nodale  Pq. 
Si  /z  =  3,  les  surfaces  nodales  Qo  et  Pq  se  confondent 
en  une  seule  Q*,  du  quatrième  ordre,  lieu  des  sommets 
des  cônes  polaires.  Donc 

La  surf  ace  nodale  d'une  surface  du  troisième  ordre  S^ 
passe  par  les  points  de  contact  des  plans  stationnaires 
de  celte  surface^  et  leur  est  tangente  en  un  autre  point; 
théorème  analogue  à  celui  qui  a  lieu  pour  les  courbes 
planes  du  troisième  ordre. 

Dans  le  cas  de  n  quelconque,  le  cône  du  second  degré, 

n —  2  polaire  du  point  Q,  et  dont  le  sommet  est  au 
point  P,  a  avec  S",  au  point  a,  un  contact  slalionnaiie  le 
long  de  la  droite  double  qui  est  osculatrice  de  S". 

2i.  Si  le  plan  INI  est  un  plan  langent  bislalionnaire 
de  S",  les  polaires  qui  se  touclient  en  Q  ont  un  contact 
sialionnaire  en  ce  point,  et  le  plan  M  touche  la  surface 
nodale  Po  au  point  P,  par  un  contact  sialionnaire.  La 
droite  PQ  est  en  outre  tangente  en  Q  à  la  courbe  para- 
bolique n  (15),  donc  à  l'autre  surface  nodale  Qo. 


(  ^>  ) 

25.  Enfin,  si  le  plau  M  esl  un  plan  lancent  de  la 
deuxième  espèce  (18),  il  est  stationnaire  dans  toutes  les 
directions  (19)*,  il  J  a  donc  une  infinité  de  faisceaux  de 
polaiies,  respectivement  tangentes  entre  elles  au  point  Q, 
qui  forment  un  réseau  dont  la  surface  commune  est  celle 
qui  est  douée  du  point  conique.  Leurs  pôles  sont  distribués 
respectivement  sur  toutes  les  droites  menées  par  le  point  (^ 
dans  le  plan  M;  et,  comme  elles  doivent  toutes  toucher  la 
surface  nodale  Pq  au  point  P  (23),  il  s'ensuit  nécessaire- 
ment que  les  points  P  et  Q  coïncident.  On  voit  encore 

que  le  cône,  n  —  i  polaire  du  pointQ,  devant  avoir  un 
contact  stationnaire  avec  chacune  de  ces  droites,  se 
réduit  à  deux  plans  coïncidents,  confondus  avec  le  plan 
tangent  M. 


SOLUTIONS  DE  QIIESTIOIVS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 

Questions  o63,   oG4  et  5(35   (Facjre) 

(Toir  t.  XX,  p.  36/  ; 

Par   m.   CREWONA. 

1.  On  donne  un  faisceau  de  courbes  de  l'ordre  //, 
ayant  «^  points  communs.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  (*) 
de  ces  courbes?  Pour  connaître  l'ordre  de  ce  lieu,  il 
suffit  de  découvrir  le  nombre  de  foyers  qui  tombent  sur 
une  droite  quelconque,  par  exemple  sur  la  droite  à 
l'infini. 

Parmi  les  courbes  du  faisteau,  il  y  en  a  2(«  —  i)  du 


(")  On  appelleyb/'c/i  d'une  courbe  les  intersections  des  tangentes  me- 
nées à  la  courbe  par  les  deux  points  circulaires  à  l'iiilini. 


(  ^2  ) 

genre  parabolique,  eesi-à-dire  qtii  sont  tangentes  à  la 
droite  à  l'infini.  Ces  courbes  seules  peuvent  avoir  des 
foyers  à  l'infini. 

Soient  w,  w'  les  points  circulaires  à  l'infini.  Si  par 
chacun  de  ces  points  on  mène  les  n[n —  i)  tangentes  à 
une  courbe  du  faisceau,  les  n'^  [n  —  i)^  intersections  de 
ces  tangentes  sont  les  foyers  de  la  courbe.  Lorsque  celle-ci 
est  j)arabolique,  il  n'y  a  que  tî{n  —  i) — i  tangentes 
(autres  que  la  droite  à  l'infini)  issues  de  w  ou  de  w'  ;  donc 
[a/  [n  —  i)  —  i]^  foyers  seulement  seront  à  distance  finie; 
les  autres  a.n[7i  —  i)  —  i  tombent  à  1  infini.  Cela  doit 
être  répété  pour  chacune  des  2(/z — i)  courbes  parabo- 
liques; donc  la  droite  à  l'infini  contient 

2(/2—  i)['2n[n  —  i)  —  i] 

foyers,  et  par  conséquent  ce  nombre  est  l'ordre  du  lieu 
cherché. 

De  ces  foyers  à  l'infini,  2[n  —  i)  sont  les  points  de 
contact  des  courbes  pai^aboliques  avec  la  droite  œoo';  les 
autres  ^[fi  —  i)  [«  («  —  i)  —  i J  coïncident  évidemment 
avec  w,  w';  donc,  chacun  des  points  circulaires  est  mul- 
tiple, suivant  le  nombre  2{/z  —  i)  [/i(/i  —  i)  —  i]. 

Parmi  les  courbes  du  faisceau,  il  y  en  a  3  («  —  i)*  qui 
ont  un  point  double  ;  ces  3  («  —  i)^  points  sont  des  points 
doubles  aussi  pour  la  courbe  des  foyers. 

En  résumé  :  Le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  courbes  de 
l'ordre  ;?,  ayant  z?^  points  communs,  est  une  courbe  de 
l'ordre 

2(«-l)[2«(«_i;_,], 

(jui  passe  a  (  /?  —  i)  [n  [n  —  i)  —  i'j  fols  par  chacun  des 
points  circulaires  à  l'infini,  et  deux  fois  par  chacun  des 
3  («  —  i)*  points  doubles  des  courbes  données. 

Voiw  n  =  2  on  a  le  théorème  de  AL  Faure,  qui  con- 
stitue la  question  505,  savoir  :  /c  /it-ii  des  fh)  aïs  des  co- 
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iii<j!ies  qui  passent  par  (jitatre  points  est  une  cour/  c  du 
s/xièT?te  ordre. 

2.  Soit  donnée  une  série  de  courbes  de  la  elasse  ni, 
c'est-à-dire  le  système  de  toutes  les  courbes  de  cette  classe 
(jui  ont  m-  tangentes  communes.  En  suivant  le  même 
raisonnement,  on  trouve  que  le  lieu  des  foyers  est  une 
courbe  de  l'ordre  2/1  —  i ,  ayant  deux  points  imaginaires, 
multiples  de  l'ordre  n  —  i ,  situés  à  Tinlini  sur  un  cercle, 
et  un  seul  point  réel  à  l'infini,  déterminé  par  la  courbe 
qui,  seule  dans  le  système  donné,  est  parabolique. 

3.  Soient  données  ([uatre  droites  abc,  ab'c',  a'bc\ 
a'b'c  formant  un  quadrilatère  complet,  dont  a  et  «', 
b  et  Z>',  cet  c'  sont  les  sommets  opposés.  Les  diagonales 
aa\  bb\  ce'  forment  un  triangle  ABC  (A  intersection 
de  bb'  et  de  ce',  etc.).  (Considérons  les  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  donné  ;  parmi  ces  coniques,  il  y  a 
une  parabole  et  trois  systèmes  de  deux  points,  c'est-à-dire 
(«,«'),   {b,b'),  et  {c,e').^ 

Toute  conique  du  système  considéré  a  quatre  foyers  ; 
ce  sont  les  quatre  intersections  des  tangentes  menées 
par  les  points  circulaires  oj,  00'.  Pour  la  parabole,  trois 
foyers  tombent  à  l'infini  en  o),  'ji'  et  au  point  /  où  la 
parabole  est  tangente  à  la  droite  wtf)'.  Ce  dernier  point 
est  sur  la  droite  qui  passe  par  les  milieux  des  diagonales 
aa\  bb' ,  cc\  parce  que  celte  droite  contient  les  centres 
de  toutes  les  coniques  du  système.  La  parabole  a  un  qua- 
trième foyer  o,  qui  n'est  pas  à  l'infini  :  c'est  l'intersection 
des  tangentes  ow,  ou^'  à  la  courbe,  qui  passent  par  les 
points  circulaires. 

Les  deux  triangles  ooy^j',  bca'  étant  circonscrits  à  une 
même  conique  (la  parabole  du  système),  sont  inscrits 
dans  une  seconde  conique.  INIais  toute  coniqxie  passant 
par  f»),  '>i'  est  un  cercle  :  donc  o  ,'i|)|>arlienl  au  cercle  ipii 
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passe  par  A,  c,  o.' .  De  même  pour  les  triangles  cah\  abc', 
a'h'c' \  donc,  le  foyer  o  de  la  parabole  est  le  point  com- 
mun aux  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  formés 
par  les  droites  données. 

En  vertu  de  ce  qu'on  a  observé  au  n"  2,  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  (courbes  de  la  deuxième  classe)  tan- 
gentes aux  quatre  droites  données  est  une  courbe  du 
troisième  ordre  passant  par  les  points  circulaires  à  l'in- 
fini, c'est-à-dire  une  cubique  circulaire,  selon  l'expres- 
sion de  M.  Salmon.  Cette  courbe  a  une  seule  asymptote 
réelle,  qui  est  parallèle  à  la  droite  des  centres.  Les  six 
sommets  du  quadrilatère  appartiennent  aussi  à  la  cu- 
bique, parce  que  ces  points  sont  des  foyers  pour  les  co- 
niques («,  a'),  [b,  b'),  (c,  c'). 

Ainsi,  sur  chacune  des  diagonales  aa',  bb\  ce'  nous 
connaissons  deux  points  de  la  cubique,  lieu  des  foyers  : 
cherchons  la  troisième  intei^section. 

Si  b  est  celte  troisième  intersection  de  la  diagonale  aa' 
par  la  cubique,  les  droites  Zco,  loi'  seront  tangentes  à  une 
même  conique  du  système.  Or,  les  couples  des  tan- 
gentes menées  par  /  aux  coniques  du  système  forment 
une  involution.  La  diagonale  aa'  est  un  rayon  double 
de  cette  involution,  parce  qu'elle  est  la  seule  tangente 
qu'on  puisse  mener  de  Z  à  la  conique  [a,  a').  Le  second 
rayon  double  est  /A;  en  effet,  A  est  le  pôle  de  aa'  par 
rapport  à  toute  conique  du  système,  donc  /A  est  tangente 
en  /  à  la  conique  du  système  qui  passe  par  /. 

Deux  droites  conjuguées  de  Tinvolution  (les  tangentes 
menées  par  /  à  une  même  conique  du  système)  et  les 
droites  doubles  doivent  former  un  faisceau  harmonique; 
par  conséquent,  l'angle  des  droites  laa',  /A  doit  être  di- 
visé harnioniquement  par  /w,  /w'.  Mais  si,  dans  un 
faisceau  harmonique,  deux  rayons  conjugués  passent  par 
les    points   circulaires   à    rinfini,    on    sait    que  les  deux 
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autres  sont  rectangulaires  (*);  donc,  laa' et  /A  sont  à 
anele  droit,  c'est-à-dire,  les  troisièmes  intersections  de  la 
cubique  par  les  diagonales  sont  les  pieds  /,  ///,  n  des  hau- 
teurs du  triangle  ABC. 

Remarquons  que  les  neuf  points  «,  a\  b,  b\  c,  c\  /, 
w,  n  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  la  cubique  dont  il 
s'agit.  En  effet,  par  ces  points  passent  les  trois  ««', 
bh',  ce'  et,  par  conséquent,  un  nombre  infini  d'autres 
courbes  du  troisième  ordre.  Pour  déterminer  notre 
courbe,  lieu  des  foyers,  ajoutons  qu'elle  est  circulaire, 
qu'elle  a  son  asymptote  réelle  parallèle  à  la  droite  qui 
passe  par  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère,  et 
qu'elle  passe  par  le  point  o  commun  aux  cercles  circon- 
scrits aux  quatre  triangles  du  quadrilatère. 

Ainsi,  les  théorèmes  de  M.  Faure  (**)  sont  démontrés. 


Question   491 

(voir  tome  XVUl,  page  413)  ; 

Par  m.  CREMONA. 

1 .  A  est  une  courbe  de  l'ordre  «,  B  une  conique,  dans 
un  même  plan.  D'un  point  quelconque  situé  sur  A  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  polaire  de  ce  point  rela- 
tivement à  B.  i"  Quelle  est  lenvcloppe  de  cette  perpendi- 
culaire.^ oP  Quel  est  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaiie? 


C)  On  peut  définir  ces  droites  qui  vont  aux  points  circulaires  à  rinliiii 
comme  les  rayons  doubles  de  l'involution  engendrée  par  un  angle  droit 
qui  tourne  autour  de  son  sommet  fixe.  (Chasles,  Géométrie  supérieure.) 

('"')  563.  La  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe  par  les  six  sommets  d'un 
quadrilatère  complet  et  par  les  pieds  des  hauteurs  du  Iriaiif^le  formé  par  ses 
diagonales  passe  par  les  points  circulaires  à  l 'infini . 

564.  Cette  courbe  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère et  rappelle  le  cercle  dans  la  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre. 


(  -^6  ) 

£)c*u\  Jioil(;s  perpeiniiculaircs  sont  polaires  conjuguées 
par  rapporta  la  <oiîi(jue  (enveloppe  de  deuxième  classe) 
formée  par  les  points  circulaires  w,  f»j'  à  linfiui  ;  ainsi, 
le  premier  problème  revient  à  celui-ci  : 

Soit  m  un  point  quelconque  de  A'^^l  la  droite  polaire 
de  m,  relativement  à  la  conique  B;  (jl  le  pôle  c?c  M,  re- 
lativement à  la  conique  (w,  w'),  c'est-à-dire  le  conjugué 
harmonique  du  point  à  V infini  sur  M,  par  rapport 
à  (w,  w')  ;  quelle  est  l'enveloppe  de  la  droite  m^.? 

Cherchons  combien  de  droites  analogues  à  m^  passent 
par  un  point  ai^bitraire  o.  Si  l'on  mène  par  a  une  droite 
quelconque  qui  rencontrera  A  en  n  points  m.  tn',...,  les  po- 
laires M,  M',.- «5  de  ces  points,  par  rapport  à  la  conique  15, 
auront  leurs  pôles  fx,  f;.',..,,  relatifs  à  (w,  w'),  situés  sur // 
droites  op.,  o[>.' ^....  Si,  au  contraire,  on  mène  arbitraire- 
ment une  droite  op.  (p.  pointa  rinfini),  soit  v  le  conjugué 
harmonique  de  p.,  par  rapport  à  (w,  w');  du  point  v  on 
pourra  mener  n  tangentes  M,  M', à  la  courbe  A'  po- 
laire réciproque  de  A,  par  rapport  à  la  conique  B.  Ces 
tangentes  auront  leurs  pôles  m^  m',...,  relatifs  à  B,  situés 
sur /2  droites  o?n,  oni'^....  Ainsi,  à  une  droite  oni  cor- 
respondent n  droites  op.,  et  à  une  droite  0^}.  corres- 
pondent n  droites  om.  Donc^  par  un  principe  connu 
(dont  JNI.  de  Jonquières  a  fait  un  heureux  usage),  il  y 
aura  in  coïncidences  de  deux  droites  o;?/,  op  correspon- 
dantes; c'est-à-dire,  l'enveloppe  de  wp  est  une  courbe  K 
de  la  classe  in. 

2.  Si  m  est  à  llnfiai  (sur  la  courbe  A).,  la  droite  mp 
tombe  enlièrcmenl  ;"i  l'infini  ;  donc  la  droite  à  linfini  est 
une  laiigenle  de  K  multiple  suivant/?.,  c'est-à-dire  K  a  2« 
branches  paraboliques.  Ainsi,  K  n'a  que  n  tangentes  pa- 
rallèles à  une  direction  donnée,  ou  bien  passant  par  un 
point  adonné  à  rinliiii.  Si  v  est  le  conjugué  liaiinoni<pn' 
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de  jU  pariapport  à  w,ft)',  et  m, /»',.••■>  It^s  pôles,  relatifs  à  H. 
des  n  tangentes  de  A'  qui  passent  par  v,  les  droites  ///|m, 

ni'yi seront  les  n  tangentes  de  K  qui  aboutissent  à  (ix. 

Si  V  est  un  point  (à  Tinfini)  de  A',  deux  tangentes  de  cette 
courbe  coïncident  et,  par  conséquent,  deux  tangentes  mij. 
de  K  coïncideront  aussi,  c'est-à-dire  fz  sera  un  point 
de  K.  Il  s'ensuit  que  la  courbe  K  a  n[ii  —  i)  asymptotes 
respectivement  perpendiculaires  aux  asymptotes  de  A  . 
En  particulier,  si  v  tombe  en  w,  le  point  fxy  tombe  aussi  ^ 
Jonc,  si  A'  a  des  branches  (imaginaires)  passant  par  m,  oo', 
Ja  courbe  K  y  passe  autant  de  fois. 

3,  Les  droites  tangentes  des  courbes  A'  et  K  corres- 
pondent entre  elles,  une  à  une.  En  effet,  si  l'on  donne  M 
tangente  de  A',  soient  m,  ^x.  les  pôles  de  M  par  rapport 
aux  coniques  B  et  (w,  w')  ;  m^  sera  la  tangente  de  K  qui 
correspond  à  M.  Réciproquement,  soit  N  une  tangente 
de  K,  vie  pôle  de  N  par  rapport  à  (oi,  w')^  la  droite  po- 
laire de  y  par  rapport  à  la  conique  B  coupera  ]N  en  un 
point  m,  et  la  droite  polaire  de  m  par  rapport  à  la  même 
conique  B  sera  la  tangente  de  A'  qui  correspond  à  N. 
Cela  étant,  le  deuxième  problème  que  je  me  suis  pro- 
posé peut  être  énoncé  comme  suit  : 

Trouver  le  lieu  du  point  commun  à  deux  tangentes 
correspondantes  des  courbes  A',  K. 

Menons  une  transversale  arbitraire  et  cherchons  com- 
bien de  fois  deux  tangentes  correspondantes  de  A',  K  se 
lencontrent  sur  celte  transversale.  D'un  point  quel- 
conque p  de  la  transversale  on  peut  mener  n  tangentes 
à  A'  ;  les  n  tangentes  correspondantes  de  K  rencontreront 
la  transversale  en  n  points  q.  Réciproquement,  d'un 
point  quelconque  q  de  la  transversale  on  peut  mener  in 
tangentes  à  K;  les  in  tangentes  correspondantes  de  A' 
rouperont  la   transversale  en    2 /i  points  p.  Ainsi,  à  un 
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point /;  correspondent  n  points  ^,  et  à  un  point  q  cor- 
respondent nn  points  p.  Donc,  il  y  aura  sur  la  transver- 
sale Zn  coïncidences  de  deux  points /3,  q  correspondants, 
c'est-à-dire,  le  lieu  cherché  est  une  courbe  H  de  l'or- 
dre 3«. 

Par  chacun  des  points  w,  o)'  passent  n  tangentes  de  A' 
et  les  «  tangentes  correspondantes  de  K 5  donc,  les  points 
circulaires  à  l'infini  sont  des  points  multiples  suivant  n, 
pour  la  courbe  H. 

Nous  avons  vu  que  la  droite  à  l'infini  représente  n  tan- 
gentes de  K;  par  conséquent,  les  points  à  l'infini  sur  les  n 
tangentes  correspondantes  de  A'  appartiendront  à  H; 
c'est-à-dire,  la  courbe  H  a  n  asymptotes  respectivement 
parallèles  aux  diamètres  de  la  conique  B,  qui  sont  conju- 
gués aux  directions  des  asymptotes  de  A. 

Il  est  évident  que  la  courbe  H  passe  par  les  in  inter- 
sections de  A  et  B. 

4,  Si  l'on  fait  n  ^=  'i  (question  491),  A  et  A' sont  deux 
coniques  (polaires  réciproques  par  rapport  à  B);  K  est 
de  la  quatrième  classe  et  H  est  du  sixième  ordre.  Je  vais 
considérer  deux  cas  particuliers. 

i"  Soient  A,  B  et,  par  conséquent.  A'  des  paraboles 
semblables;  a  leur  point  commun  à  l'infini.  La  polaire 
de  a,  par  rapport  à  B,  est  la  droite  à  l'infini  :  donc,  toute 
droite  menée  par  a  est  une  tangente  de  K,  c'est-à-dire  que 
cette  enveloppe  est  composée  du  point  a  (enveloppe  de 
première  classe)  et  d'une  courbe  R' de  troisième  classe. 
D'un  point  quelconque  v  à  l'infini  on  peut  mener  une 
seule  tangente  à  la  parabole  A'  :  donc  il  y  a  une  seule  tan- 
gente de  K' (|ui  aboutit  à  /a,  conjugué  harmonique  de  v 
pai-  rapporta  (w,  u').  Mais  si  v  tombe  en  rt,  cette  tan- 
gente de  A'  tombe  à  l'infini  ;  pai'  conséquent,  au  point  «'. 
conjugué  harmonique  de  a  par  rapporta  (w,  co'),  il  n'y 
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a  qu'une  langente  de  K'.  la  droite  à  liiiflni.  Cela  signitii" 
<|iie  rt'  est  un  point  d  inflexion  de  R',  et  la  droite  à  linlini 
est  la  tangente  relative,  c'est-à-dire  que  K'  a  deux  branches 
perpendiculaires  (avec  les  convexités  intérieures)  aux 
diamètres  des  paraboles  données;  autrement  K' est  une 
parabola  cuspidata  (classification  newtonienne). 

Lorsque  A  est  une  conique  quelconque,  la  droite  à  l'in- 
fini représente  deux  tangentes  deK  ;  dans  le  cas  que  nous 
considérons,  les  tangentes  correspondantes  de  A'  tombent 
elles-mêmes  à  l'infini  :  donc,  tout  point  à  l'infini  compte 
deux  fois  comme  point  du  lieu  H  5  par  conséquent  ce  lieu 
se  décompose  en  deux  droites  qui  coïncident  à  l'infini  et 
en  une  courbe  H'  du  quatrième  ordre.  On  voit  aisément 
que  H'  passe  par  les  points  circulaires  et  touche  en  a  la 
droite  à  l'infini,  c'est-à-dire  que  H'  a  deux  branches 
paraboliques  parallèles  aux  branches  des  paraboles  don- 
nées. 

2"  Soient  A.  B,  et,  par  conséquent,  A'  des  cercles  con- 
centriques, c'est-à-dire  des  coniques  passant  par  &),  0/  et 
avant  en  ces  points  les  mêmes  tangentes  oco,  ow'  (o  cen- 
tre commun  des  cercles).  On  conclut  immédiatement  de 
la  théorie  générale  que,  dans  ce  cas  particulier,  K  se  ré- 
duit à  quatre  points,  dont  deux  coïncident  en  o;  les  deux 
autres  sont  w,  w'*,  et  H  se  décompose  en  quatre  dioites  et 
un  cercle;  les  quatre  droites  coïncident  deux  à  deux 
avec  ow  et  ow'  :  le  cercle  est  A'. 

5.  Pour  «  =  1,  on  a  ce  théorème  connu  : 
On  donne  une  droite  A  et  un  faisceau  A' de  droites  :  les 
points  de  A' correspondent  anharraoniquement  aux  rayons 
de  A' 5  d'un  point  quelconque  de  A  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire sur  le  rayon  correspondant.  L'enveloppe  de  cette 
perpendiculaire  est  une  parabole;  le  lieu  du  pied  de  la 
perpendiculai  re  est  une  c/<^/^«p  ci'/r«/rt//"e  dont  l'asymptote 
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réelle  est  parallèle  au  rayon  de  A'  qui  correspond  au  point 
à  l'infini  de  A. 

6.  On  démontre  d'une  manière  analogue  les  théorèmes 
dans  l'espace  : 

A  est  une  courbe  gauche  de  l'ordre  n  ;  B  une  surface  du 
second  degré.  D'un  point  quelconque  de  A  on  abaisse  la 
perpendiculaire  sur  le  plan  polaire  de  ce  point  relative- 
ment à  B;  le  lieu  de  cette  perpendiculaire  est  une  surface 
gauche  du  degré  2«,  qui  a  n  génératrices  à  l'infini  et  un 
cône  asymptote  de  l'ordre  /i,dont  les  génératrices  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  plans  tangents  du  cône 
asymptote  de  la  surface  développable  A',  polaire  récipro- 
que de  A  par  rapport  à  B. 

Le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  est  une  courbe 
gauche  de  l'ordre  3«  qui  a  2«  points  sur  le  cercle  imagi- 
naire à  l'infini . 

Si  7^  =  I,  on  a  ce  théorème  : 

On  donne  une  droite  A  dont  les  points  correspondent 
anharmoniquement  aux  plans  passant  par  une  deuxième 
droite  A'.  D'un  point  quelconque  de  A  on  abaisse  la  per- 
pendiculaire sur  le  plan  correspondant  5  le  lieu  de  la  per- 
pendiculaire est  un  paraboloïde  qui  a  un  plan  diiecteur 
perpendiculaire  à  la  droite  A'  \  le  lieu  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire est  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre 
(cubique  gauche)  qui  passe  par  les  points  où  le  plan 
directeur  nommé  rencontre  le  cercle  imaginaire  à  l'infini. 
On  peut  donner  à  cette  espèce  de  cubique  gauche  le  nom 
de  cercle  gauche  ou  cubique  gauche  circulaire. 

Questions  677,  678  et  679  (Sch roter) 

(Toir  2*  série,  I.  II,  p.  522); 

Par    m.     CREMONA. 

On  trouvedém()Mtréannlvti(|uem(MU  dans  les  Mémoires 


(  3'  ) 

(.le  MM.  Hesse  vl  CavJcY,  et  géométri(|ncineiit  dans  mon 
Intiodiizionc  ad  iina  teoria  geoinclrica  délie  ciuve 
piane^  que  dans  un  réseau  [rete]  de  coniques  ('*')  il  v  en 
a  certaines,  en  nombre  infini,  qui  se  réduisent  à  deux 
droites,  et  que  ces  droites  enveloppent  une  courbe  (géné- 
rale) de  troisième  classe,  que  j'ai  nommée  courbe  cay- 
leyenne  du  réseau  [**)•  Les  trois  tangentes  qu'on  peut  me- 
ner à  cette  courbe  par  un  point  donné  o  sont  les  trois  côtés 
du  quadrangle  complet  inscrit  aux  coniques  du  réseau 
qui  passent  par  c. 

Un  réseau  est  déterminé  par  trois  coniques  données  et 
contient  toutes  les  coniques  des  trois  faisceaux  auxquels 
les  coniques  données,  considérées  deux  à  deux,  donnent 
lieu.  Donc 

Trois  coniques  quelconques  ont  généralement,  deux 
à  deux,  six  cordes  communes  ^  les  dix-huit  cordas  qui 
en  résidtcnt  touchent  une  même  courbe  de  la  troisième 
classe  (question  679). 

Si  les  trois  coniques  données  (et  par  consécjuent  toutes 
celles  du  réseau)  ont  un  point  commun  o,  les  neuf  droites 
qui  joignent  o  aux  neuf  points  d'intersection  des  coniques 
(deux  à  deux)  seront  tangentes  à  la  cajleyenne.  Mais 
une  courbe  (propre)  de  la  troisième  classe  ne  peut  ad- 
mettre que  trois  tangentes  au  plus,  issues  d'un  même 
point*,  donc,  dans  le  cas  actuel,  la  cayleyenne  se  décom- 
pose en  une  enveloppe   de  première  classe  (le  point  o) 


(')  Un  réseau  de  coniques  est  l'eiisemble  de  toutes  les  coniques  assujet- 
ties à  trois  conditions  communes  telles,  que  par  deux  points  pris  à  vo- 
lonté sur  le  plan  il  ne  passe  qu'une  seule  de  ces  coniques.- 

("*)  M.  Steiner  a  donné  à  cette  courbe,  dans  le  cas  d'un  reseau  d'ordre 
quelconque,  le  nom  de  courbe  nodale  du  réseau,  dénomination  adoptée 
par  plusieurs  géomètres.  [Voir  ;inssi,  h  ce  sujet,  la  pa;;e  19  ci-dessus, 
ligne  i!\.  ) 


(  :^^  ) 

cl  en  une  enveloppe  de  deuxième  classe  (une  conique); 
donc 

Si  trois  coniques  ont  un  point  commun,  les  neuf  côtés 
fies  trois  triangles  qui  sont  formés  par  les  autres  points 
({^intersection  des  coniques,  considérées  deux  à  deux, 
touchent  une  même  conique  (question  078). 

On  déduit  des  mêmes  considérations  le  théorème  sui- 
vant, très-connu  : 

Si  trois  coniques  ont  une  corde  commune,  les  autres 
cordes  communes  aux  coniques,  considérées  deux  à 
deux,  passent  par  un  même  point. 

La  question  677  est  l'inverse  de  678.  Soient  donnés 
trois  triangles  a^  h^  c, ,  a^  h^  Cg,  a^  h^  C3,  circonscrits  à 
une  même  conique  K;  les  sommets  de  ces  triangles,  con- 
sidérés deux  à  deux,  déterminent  trois  coniques  Ci,  C2,C3, 
c'esl-à-dirc 

La  cayleyennc  du  réseau  déterminé  par  les  trois  co- 
niques Cl,  C2,  C3  aura,  d'après  la  définition  de  celte 
courbe,  neuf  tangentes  (les  côtés  des  trois  triangles)  com- 
munes avec  la  conique  K.  Mais  une  courbe  (propre)  de 
troisième  classe  et  une  conique  ne  sauraient  avoir  que  six 
tangentes  communes  au  plus;  donc  la  cayleyenne  est 
formée  par  deux  enveloppes  partielles,  la  conique  K  et 
un  point. 

Soit  o  la  quatrième  intersection  de  C^  et  C3  (outre 
«,  h^  c',),  et  supposons  qu'une  conique  C  soit  décrite  par 
oa^hi  c^a^  et  qu'elle  rencontre  Cs  en  (Ss,  y^  (outre  Ofls). 
En  vertu  d'un  théorème  démontré  ci-devant  (ques- 
tion 678) ,  les  côtés  des  triangles  «,  Z>i  c, ,  a^  b^  Cj,  «3  /Sj  y, 
scronl  tangents  à  une  même  conique,  la  conique  donnéeK. 
Mais  K  ne  peut  pas  admettre  quatic  tangentes  distinctes 


(  :i3) 

</g(^3,  t^3 ,  Pî,'/})  issiu's  cruii  même  point  r/^-,   doue   les 
triangles  a^b^c^,  a^^^y^  doivent  coïncider,  c'est-à-dire 
la  conique  C  se  confondra  avec  Cj.  Ainsi  «  les  trois  co- 
niques Cl,  Ca ,  C3  ont  un  point  commun  o.  » 
Du  théorème  679  on  tire  aisément  les  suivants  : 
Si  l'on  donne  un  Jaisceau  de  coniques  conjointes  Q,  (*) 
et  une  autre  conique  quelconque  K,  les  cordes  communes 
à  ¥>.  et  à  une  conique  C  enveloppent   une    courbe  de 
troisième    classe    tangente    aux  droites   conjointes    du 
jaisceau  et  ayant  un  foyer  au  centre  commun  des  coni- 
ques C.  Et   le  lieu  des  points  oii  se  rencontrent  deux  à 
deux  les  cordes  opposées  est  une    courbe  du  troisième 
ordre  qui  passe  par  le  centre  et  par  les  points  à  Vin- 
fini  sur  les  axes  principaux  des  coniques  C. 

Si  Von  donne  un  système  de  coniques  confocales  C 
et  une  autre  conique  quelconque  K,  le  lieu  des  sommets 
des  quadrilatères  complets  circonscrits  à  ¥>.  et  à  une 
conique  C,  est  une  courbe  de  troisième  ordre  qui  passe 
par  les  foyers  du  système  C  et  par  les  deux  points 
circulaires  à  l'infini.  Et  les  diagonales  des  quadrila- 
tères nommés  enveloppent  une  courbe  de  troisième 
classe  tangente  aux  axes  principaux  des  coniques  C  et 
à  la  droite  à  V  infini. 


Mêm  es  ques  tio  n  s  ; 
Par  m.    E.   DE  JONQUIÈRES. 

Ces  théorèmes  sont  hien  loin  d'être  nouveaux.  M.Cay- 
ley  démontre  le  corrélatif,  par  voie  de  dualité,  du  plus 


(')  Coniques  concentriques  et  décrites  par  quatre  points  (imaginaires) 
appartenant  à  un  cercle  de  rayon  nul  [Mimoria  suite  conichc  e  suite  super- 
ficie di  second'ordine  congiunte ;  AnnalL  di  Malemalica,  t.  III  ;  Roma,  1861). 
Ann.  de  Mathcmat.,  •'^  série,  1.  III.  (Janvier  iSG/).)  3 


(  34  ) 
imporlanl  d'ciilrc  eux,  dans  le  tome  X  du  Journal  de 
lÀouvillc  (année  i845),  p.  104.  Us  font  aussi  tous  par- 
tie du  cours  que  M.  Chasles  professe  depuis  longtemps 
à  la  Sorbonne.  Ils  ont  leur  place  naturelle  dans  la  théo- 
rie des  sections  coniques,  où  ils  se  présentent  comme  la 
conséquence  de  propositions  plus  générales.  M.  Chasles 
se  proposant  de  publier  prochainement  un  traité  complet 
de  ces  courbes,  je  ne  reproduirai  pas  ici  ses  démonstra- 
tions, malgré  l'intérêt  qu'elles  ne  manqueraient  pas  d'of- 
frir aux  jeunes  lecteurs  des  Nouvelles  Annales.  Mais  en 
voici  d'autres  qui,  si  elles  ne  font  pas  ressortir  le  lien 
([iii  rattache  ces  ihéoièmes  à  la  théorie  générale  des  co- 
niques, sont  du   moins  très-simples  el  très-directes. 

r.  Théorème.  —  U enveloppe  des  cordes  communes 
à  une  conique  fixe  Vi  et  à  un  faisceau  (C)  de  coniques 
est  une  courbe  de  troisième  classe. 

Il  suffit  de  prouver  que,  par  un  point  P,  il  ne  passe  que 
trois  de  ces  cordes  communes.  Pour  plus  de  simplicité, 
prenons  ce  point  arbitrairement  sur  le  périmètre  de  la 
conique  U.  Il  est  évident  que  les  seules  cordes  communes 
qui  aboutissent  en  P,  sont  les  cordes  communes  à  U  el  à 
la  conique  unique  du  faisceau  qui  passe  en  P.  Ces  cordes 
sont  donc  au  nombre  de  trois,  dont  une  est  toujours 
réelle-,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Le  raisonnement  fort  simple  qui  précède  est  rigoureux. 
Il  ne  serait  en  défaut,  que  si  le  point  P  appartenait  à  la 
courbe  enveloppe.  Mais  pour  cela  il  faudrait  qu'il  fût  le 
point  de  concours  de  deux  cordes  communes  infini- 
ment voisines 5  circonstance  très-exceptionnelle,  puis- 
qu'elle suppose,  i^cpie,  parmi  les  coniques  du  faisceau,  il 
y  en  a  une  ou  plusieurs  qui  aient,  avec  la  conique  U,  un 
contact  du  second  ordre,  ce  ([ui  n'a  pas  lieu  en  général; 
et  2"  {[u'on  ail  choisi  précisément  le  point  de  contact  pour 


(  35  ) 
en  taire  le  point  P,  qui,  au  contraire,  est,  par  liypothèse, 
choisi  d'une  façon  tout  à  fait  arbitraire  sur  le  périmètre 
de  la  conique  U. 

La  courbe  enveloppe  est  donc  de  la  troisième  classe,  et 
il  est  évident  qu'elle  est  touchée  par  les  côtés  et  les  dia- 
gonales du  quadrilatère  inscrit  à  toutes  les  coniques  du 
faisceau  (C).  Car  soient,  par  exemple,  a  et  b  deux  côtés 
opposés  de  ce  quadrilatère,  le  système  des  deux  droites  a,  b 
représente  une  conique  particulière  du  faisceau  (C),  dont 
les  cordes  communes  avec  U  sont  ces  droites  elles-mêmes. 

II.  —  Si  la  conique  \]  passe  par  l'un  a  des  sommets 
du  quadrilatère  inscrit  aux  coniques  (C),  la  courbe 
enveloppe  des  cordes  communes  se  décompose  en  deux 
parties,  sa^^oir  :  le  point  a  lui-même  et  une  conique. 

En  effet,  quel  que  soit  le  point  P,  la  droite  Pa  rencontre 
la  conique  U  en  un  second  point  a\  par  lequel  on  peut 
toujours  faire  passer  une  conique  du  faisceau  (C) ,  et  une 
seule,  dont  la  corde  commune  avec  U  est  par  consé- 
quent V aa  .  Le  point  P  étant  pris  d'une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  de  la  figure,  il  s'ensuit  qu'il  passe, 
par  le  point  a,  une  infinité  de  cordes  semblables  ^  en  d'au- 
tres termes,  le  point  a  est  un  point  isolé  de  la  courbe  en- 
veloppe, qui  se  réduit  ainsi  à  une  courbe  de  seconde  classe, 
c'est-à-dire  à  une  conique,  si  1  on  fait  abstraction  de  ce 
point  isolé. 

m.  —  Le  cas  où  l'on  ne  donne  que  trois  coniques 
A,  B,  U  rentre  dans  l'un  des  précédents;  car  les  deux 
coniques  A,  B,  par  exemple,  peuvent  être  regardées 
comme  faisant  partie  du  faisceau  (C)  qu'elles  déter- 
minent. On  a  donc  une  démonstration  très-simple  des 
théorèmes  proposés  sous  les  n"*  679  et  678,  et  il  est  aisé 
de  voir  que  celui  du  n°  677  est  une  conséquence  immé- 
diate de  ce  dernier. 

3. 


(  ^(i  ) 

IV.  —  C'est  également  sur  Je  théorème  11  que  repose 
la  solution  du  problème  proposé  sous  le  n"  317  5  d'où  roii 
voit  que  ce  problème  n'admet  que  deux  solutions,  ainsi 
que  je  Pavais  annoncé. 

Quant  au  théorème  I,  il  est  un  cas  particulier  de  cet 
autre,  plus  général,  que  j'ai  donné,  pour  la  première  fois, 
dans  un  INIémoire  inséré  au  Journal  de  Mathématiques ^ 
t.  VI,  2*"  série,  et  dans  le  tome  XX  des  Nouvelles  An- 
nales, savoir  : 

L'enveloppe  des  cordes  communes  à  une  courbe  fixe 
du  degré  «,  et  à  un  faisceau  de  courbes  du  degié  m, 

est  une  courbe  de  la  classe  -  m  [m  —  i  )  (  2  ;/  —  i  ) . 

J'ai  fait  voir  au  même  endroit  de  combien  d'unités 
cette  classe  s'abaisse,  quand  la  courbe  fixe  passe  par  un 
ou  plusieurs  des  points  fondamentaux  qui  forment  la  base 
du  faisceau. 


Question  497  [seconde  solution)  •, 

Par  m.  N., 
Élève  de  Mathématiques  spéciales. 

Tout  plan  doublement  tangent  à  la  surface  engen- 
drée par  une  conique  tournant  autour  d  ^une  droite 
située  dans  son  plan  coupe  cette  surface  suivant  deux 
coniques  qui,  projetées  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
Paxe,  ont  un  foyer  commun  au  pied  de  cet  axe, 

(MOUTABD.) 

On  peut  toujours  trouver  sur  Taxe  de  révolution  un 
point  tel,  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe 
soient  également  inclinées  sur  cet  axe.  Je  prends  le  point 
pour  origine,  pour  plan  des  zx  le  plan  de  la  courbe,  et 
pour  axe  des  z  l'axe  de  rotation.  (Les  axes  des  coordon- 
nées sont  rectangulaires.  ) 


(  37  ) 
Les  équations  de  1  ellipse  sont 

rt^ir^  —  b'z' —  [a'  X  +  i'  z -\- c'  f  =.  o,       r  =r:  o. 

L'équation  de  la  surface  engendrée  est 


Le  plan  doublement  tangent  ax  —  bz  =^o  est  tout  à  lait 
quelconque,  car  je  pourrais  faire  tourner  les  axes  autour 
de  Taxe  des  z. 

L'équation  de  la  projection  de  l'intersection  de  ce  plan 
avec  la  surface  sur  le  plan  des  xj  sera 

( I )  «y  —  ( «'  nZ-^M^  +  ^ X  +  c'\   =  o, 

équation  que  l'on  peut  décomposer  dans  les  suivantes 

a'  v/.r-  -+-  f  H —  X  +  c  —  ay  =  o, 

ab' 


n'  \jx'  -h  j-  H 7-  X  -4-  c'  +  ay  =^  o, 


ou 


a  ^[x'  -hj^)  =  \  a  y j-  x  —  c'  )  , 

a'{x'-\-Y'')  =  lay-h-j-x-hc'\ 
ce  qui  démontre  le  tiiéorèrae  énoncé. 


Question  6o7  ; 

ParM.  E.  M., 

Professeur  à   Paris. 

Théorème.  — Si  rcgiiation 
A  .r"'-[-Ra:"'-'-+- . . .-f-D.r/'  -\-  Fj-/'-'  -+-  Vxi'-^-\-Gxr-'-h  ...  4  U=  o 


lion  par  x  —  a,  on  trouve 

. . .  +  E 

xP  -H  V 

xl'- 

'  +  G 

—  D« 

—  Ert 

—  Ya 

(  38  ) 
rt  toutes  ses  racines  réeUes,  les  coefficients  D,  E,  F,  G, 
de  quatre  termes  consécutifs  vérifient  VinégaUlê 

(  DG—  EF)^  —  4  (  E'-'  —  DF)  (F^—  EG)  <o. 

(Catalain.) 

On  trouve  dans  l'Algèbre  de  Bertrand  l'énoncé  suivant  : 
Si  l'équation  ci-dessus  a  ses  racines  réelles,  E^  —  DF 
et  F^ —  EG  sont  de  même  signe. 

Les  deux  théorèmes  se  déjnontrent  simultanément. 
En  effet,  si  l'on  multiplie  lepxeraier  membre  de  l'équa- 


xP- 


et  l'on  ne  doit  pas  pouvoir  disposer  de  a  de  telle  sorte  (juc 
les  trois  coefRcients  calculés  soient  en  progression  géo- 
métrique. Donc  l'équation  en  a 

[Y  —Y.ny  =  (E  —  D«)(G  — F«) 

doit  avoir  ses  racines  imaginaires. 
Or  cette  équation  développée  devient 

(E^  —  DF)«  +(DG  — EF)«  +  F=—  EG  =  o. 

Donc  : 

i"  Les  coefficients   extrêmes   doivent  être   de    même 
signe  :  c'est  le  théorème  de  Bertrand  ; 
2^*  On  doit  avoir 

(DG  —  EF)-'  —  4  (E-'  —  DF)(F=  —  EG)<o  : 

c'est  celui  de  Catalan. 

Les  corollaires  indiqués  pour  ce  dernier  sont  évidents. 

Noie.  —  C'est  par  inadvertance  que  nous  avons  inséré  le  théorème 
donné  par  M.  E.  M.  comme  une  généralisation  de  la  question  (171  {t<oir 
■x'''  série,  t.  11,  )).  5'|3).  Ce  théorème  n'est  vrai  que  si  le  point  A  est  un 
nmbilir 


(  ^9  ) 

SIR  m  LIEl  DES  INTERSECTIONS  DE  DEUX  COIRBES 
MOBILES  ; 

Par   m     N ICO  laides. 


M.  Van  der  Mensbrugglie  a  publié  dei^uièrement  dans 
.les  Mondes  un  extrait  d'un  Mémoire  qui  a  été  présenté 
à  l'Académie  rovale  de  Belgique.  Le  but  principal  de  ce 
Mémoire  est  de  déterminer  léquation  de  la  courbe,  lieu 
des  intersections  successives  de  deux  courbes  planes,  tour- 
nant, dans  un  même  plan  ou  des  plans  parallèles,  au- 
tour de  deux  centres  fixes.  Cette  question  importante  a 
été  étudiée  par  INI.  Le  François  dans  le  cas,  très-restreint, 
où  les  rapports  des  vitesses  de  deux  lignes  tournantes  est 
un  nombre  entier.  Je  vais  dire  ici  en  quelques  lignes 
comment  on  peut  traiter  la  question  dans  le  cas  où  les 
lignes  se  meuvent  d'une  manière  quelconque  dans  un 
même  plan. 

Soient 

(i)  <l.(x',   j')=o,      <l.,(.r",    r")  =  o 

les  équations  de  ces  courbes  5  imprimons  à  chacune 
d'elles  un  mouvement  quelconque,  en  faisant  suivre  ces 
mouvements  par  les  axes  auxquels  ces  courbes  sont  rap- 
portées 5  on  aura  deux  groupes  d'équations  que  voici  : 

.T  =  a  -\-  x'  cos  a  —  j'  sin  a,     F,  (a,    b  ,    on)  =  o  , 


2)    , 

y  =^  b  -i-  x'  sin  a  -f-  j^'  cos  a,      F.,  (^  ,    b  ,    a)  =  u  , 

i   X  :=:  a' -\- x"  cos  y.'  —  r"  sin  a'      ,F  («',  è',  a')  =  o, 

(     '    ^ 

{    r  =r  //  +  -i"  sin  7/  -+-  y"  cos  a'      .F  («',  b' ,  a'  I  =  o  . 

Si  Ton  ajoute  à  ces  équations  une  dernière  : 

U)  /(«.  /-'>  f'',  f'',  '■'■■>  '■'■)  =  "» 
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pour  étaljlir  une  dépendance  entre  les  deux  mouvements, 
on  aura  onze  équations  entre  les  douze  variables 

■^,     J,    -^'y    y',    ^">    j">       «>     ^>    «''    *'»       ^-5     '■'■'■ 

Eliminant  les  dix  dernières,  on  trouvera  une  relation 
entre  x^j,  qui  sera  précisément  l'équation  du  lieu  cher- 
ché. Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  trouver  les  con- 
ditions de  deux  mouvements,  et  à  une  élimination.  Voici 
un  exemple  : 

Les  équations  de  deux  lignes  tournantes  sont 

et  elles  se  meuvent  sur  les  plans  d'une  bielle  de  lon- 
i;ueur  B  et  d'une  manivelle  de  longueur  M,  Je  prends 
pour  origines  mobiles  le  centre  de  rotation  de  la  mani- 
velle et  le  point  qui  décrit  une  ligne  droite  pendant  le 
mouvement. 

Les  équations  (a),  (3),  (4)  se  réduisent  ainsi  aux  six 
suivantes  : 

x^=  jf/cosa — j'sina  ,  j-  =  J'-'sina  +  j'cosa , 

(6)  j    j:  =  «  4-.r"cosa'— j"sina' ,  j=x"sina'+j  "cosa', 

'  («  — Bcosa')'+B-sin-«':=lVl',      INI  sin  a -}- Bsin  a'=o. 

L'élimination  de  x\  x",j',y",  a.  a',  a  entre  les  équa- 
tions (5),  (6)  s'efl'ectue  sans  difficulté^  on  trouve 

M.rjva.-'-t-j-- 


JC  y'  x'  -h  _)  -'  ■+- 


—  V  B'  (x-  4-  j=  j  —  M'x^  =  Ur  ■ 

Cette  coiube  ne  présente  pas  de  giandes  particulaiilés 5 
mais  si  Ton  fait 

M=  B, 

vas  qui  correspfJiid   au  système,  bien  (oiinu.  de  Lahire, 
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on  Uouve 

.r^(.r'-|-j^)=r  Mv-% 

et  passant  aux  coordonnées  polaii-es. 
r  =  M  tang  9 . 

La  figure  représente  cette  courbe.  On  démontrera  sans 
difficulté  qu'elle  a  deux  asymptotes  parallèles,  et  à  une 
distance  de  l'origine  égale  à  M;  l'aire  comprise  entre  la 
courbe  et  les  deux  asymptotes  est  égale  au  cercle  de 
rayon  M. 

La  longueur  PN  est  constante  et  égale  à  M-,  cette  der- 


nière propriété  permet  de  tracer  la  courbe,  par  un  mou- 
vement continu,  au  moyen  du  papier  transparent,  car  le 
côté  KÏN  de  l'angle  K]NP  passe  constamment  par  un 
point  fixe  O,  et  le  point  P,  de  l'autre  côté  de  cet  angle, 
parcourt  la  ligne  Oj  :  ce  mouvement  est  Vins^'erse  de 
celui  qu'on  emploie  pour  le  tracé  de  la  concJioïde.  La 
courbe  en  question  est  un  cas  particulier  de  la  courbe  de 
séparation  d'ombre  et  de  lumière,  dans  l'épure  de  la  vis 
à  filets  triangulaires. 

La  tangente  et  le  rayon  de  courbure  au  point  JN  ont 
été  tracés  par  les  méthodes  de  MM.  Chasles  et  Bresse. 
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BIBLIOGRAPHIE. 


Maximilien  Marie.  —  Noiiuelie  théorie  des  Jonc  lions 
fie  variables  imaginaires. 

M.  Marie  a  publié  sous  ce  titre,  de  i858  à  i863,  dans 
le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  J^iouville,  une  série 
de  Mémoires  dont  nous  allons  essayer  de  faire  l'analyse. 

Ces  Mémoires  n'ont  pas  précisément  pour  objet  d'éta- 
blir une  nouvelle  théorie  des  imaginaires,  comme  on 
pourrait  le  croire  (l'auteur  n'y  émet  aucune  opinion  sur 
la  métaphysique  de  ces  quantités),  mais  bien  une  nouy^elle 
méthode  pour  l'étude  des  fonctions  de  variables  imagi- 
naires. 

Tous  nos  lecteurs  savent  que  l'on  représente  très-com- 
modément une  quantité  de  la  forme  a -h  b  \/ — i,  soit 
par  une  droite  inclinée  allant  de  l'origine  des  coordon- 
nées au  point  dont  les  coordonnées  sont  a.  et  A.  ainsi  que 
le  faisaient  MM.  Faure,  Mourey,  Argant,  etc.;  soil. 
chose  moins  logique,  parce  point  même,  comme  Cauchy 
et  ses  disciples,  et  que,  grâce  à  cette  représentation, 
on  démontre  très-facilement  et  on  ramène  à  des  intuitions 
géométriques  la  plupait  des  théorèmes  d'Algèbre  sur 
les  imaginaires,  les  propriétés  des  fonctions  simplement 
et  doublement  périodiques,  les  intégrales  par  des  chemins 
imaginaires,  etc. 

La  méthode  de  M.  Marie  a  également  pour  but  de  iaci- 
liier  l'étude  des  propriétés  des  fonctions  de  variables  ima- 
i;inaires,  eu  ramonant  ces  propriétés  à  des  intuitions  géo- 
métriques, mais  elle  dillère  totalement  parles  moyens  de 
«  elle  de  Cauchy. 

La(|uellcde  CCS  (lcu\  tnctliotlo  iaiil-il  j)iel(Mer:'  Toutes 
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les  deux,  à  tour  de  rôle.  Chacune  a  ses  avantages  parti- 
culiers, et  celui  qui  dédaignerait  l'uncou  l'autre  se  prive- 
rait d'un  instrument  utile. 

M.  Marie  a  eu  pour  but  principal  de  trouver  une  re- 
présentation géométrique  complète  de  l'équation 

La  courbe  définie  par  cette  équation  n'en  représentant 
que  les  solutions  réelles,  ne  fournit  aucun  secours  pour 
l'étude  des  solutions  imaginaires. 

Pour  remédier  à  cette  insuffisance,  concevons  que  l'on 
ait  construit  d'abord  la  courbe  réelle  dont  l'équation  est 

et  que  celle-ci  n'ait  pas  de  point  correspondant  à  l'ab- 
scisse X  =  a,  mais  que  l'équation  soit  vérifiée  alors  en 
faisant  y  =z  a  -h  h'  y —  i  -,  et  construisons  le  point  dont 
l'abscisse  est  a  et  l'ordonnée  a'+  h' .  Le  lieu  de  tous  ces 
points  formera  une  courbe  que  M.  Marie  appelle  une 
conjuguée  imaginaire  du  \\eu.f[x,  y)  =  o.  En  changeant 
la  direction  des  axes  ou  seulement  celle  de  l'axe  des  )  ,  on 
obtiendra  une  infinité  de  conjuguées.  L'ensemble  de 
toutes  ces  courbes  donnera  une  représentation  graphique 
complète  de  l'équation.  Chaque  conjuguée  sera  détermi- 
née quand  on  connaîtra  le  coefficient  angulaire  de  la 
direction  qu'il  faut  donner  à  l'axe  des  y  pour  l'obtenir.  Ce 
coefficient  angulaire  est  nommé  la  caractéristique  de  la 
conjuguée. 

M.  Poncelet  avait  déjà  considéré  dès  1822  ces  courbes 
conjuguées  dans  son  excellent  Traité  des  propriétés  pro- 
jectiles, mais  pour  les  sections  coniques  seulement.  Il 
les  nommait  courbes  supplémentaires.  Elle  lui  ont  été 
d'un  grand  secours,  car  il  n'aurait  pu  sans  elles  donner 
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à  un  système  de  Géométrie  supérieure  une  extension  cor- 
respondant à  celle  de  la  Géométrie  analytique.  Tous  les 
éléments  d  une  courbe  qui  deviennent  imaginaires,  tels 
que  tangentes,  polaires,  asymptotes,  se  retrouvent  à  l'état 
réel  dans  les  courbes  supplémentaires. 

Les  conjuguées  peuvent  être  définies  d'une  manière 
plus  algébrique,  sans  recourir  à  la  transformation  des 
coordonnées.  Soit 

X  =  a  -\-  h  s,  —  I  ,      y  ^=  a'  +  b'  sj  —  i  ? 

une  solution  imaginaire  de  l'équation-,  construisons  le 
point 

x,  —  a-\-b,     y,=in'-\-h'. 

L'ensemble  de  tous  les  points  ainsi  obtenus  pour  lesquels 

,  b'  ^  X  n  ■ 

le  rapport  —  a  une  même  valeur  G  constitue  précisément 

la  conjuguée  de  caractéristique  C.  C'est  à  cette  seconde 
définition  que  s'en  tient  M.  Marie 5  nous  n'avons  repro- 
duit la  première  que  parce  qu'elle  donne  une  idée  plus 
claire  de  la  génération  de  ces  courbes. 

Sans  nous  étendre  sur  l'étude  géométi^ique  des  conju- 
guées, nous  énoncerons  seulement  quelques  remarques  et 
théorèmes  qui  les  concernent. 

Une  équation  du  premier  degré  à  coefficients  imagi- 
naires représente  une  infinité  de  droites. 

La  tangente  au  point  imaginaire  o",  j  est  donnée  par  la 
même  équation  que  la  tangente  au  Heu  réel,  pourvu  que 
l'on  j)renne  parmi  l'infinité  de  droites  représentées  par 
l'équation  de  la  tangente  imaginaire  celle  dont  la  carac- 
téristique est  égale  à  la  caractéristique  du  point. 

De  même,  l'équation  de  l'asymptote  représente  le  fais- 
ceau des  asymptotes  à  toutes  les  conjuguées. 

La  courbe  réelle  est  une  enveloppe  de  ses  conjuguées. 
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Lenveloppe  totale  des  conjuguées  se  compose  de  toutes 

les  solutions  de  l'équation  pour  lesquelles  —  est  réel. 

Les  conjuguées,  au  point  où  elles  touchent  la  courbe 
réelle,  ont  la  même  courbure  que  celle-ci,  mais  dirigée  en 
sens  contraire. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  équations  à  deux  va- 
riables s'étend  sans  peine  aux  équations  à  trois  variables. 
Chacune  d'elles  représente,  outre  la  surface  réelle,  une 
infinité  de  surfaces  imaginaires  dont  chacune  est  déter- 
minée par  deux  caractéristiques.  On  peut  utilement 
étendre  le  même  langage  aux  hypersurfaces,  c'est-à-dire 
aux  équations  à  plus  de  trois  variables. 

N.  Landlr. 
(  La  suite  prochainement.  ) 


BULLETIN. 

I. 

Angelo  Forti,  professeur  d'Algèbre  et  de  Trigonomé- 
trie au  lycée  royal  de  Pise.  —  Ta  vole...  Tables  des 
logarithmes  des  jonctions  circulaires  et  des  fonctions 
hyperboliques j  précédées  d'une  Instruction  sur  la 
construction  etVusage  de  ces  tables ,  par  M.  le  pro- 
fesseur et  commandeur  Mossoti,  sénateur  du  royaume 
d'Italie.  Pise,  typographie  Nistri,  i863.  Un  beau  vo- 
lume in-4  de  266  pages.  Prix  :  8  francs. 

Ces  tables  peuvent  se  partager  en  deux  parties.  Dans  la  pre- 
mière, les  fonctions  circulaires  sont  placées  sur  le  verso  de  la 
page  dans  l'ordre  suivant  :  sinus,  tangente,  cotangente,  cosinus; 
et,  en  regard,  sur  le  recto  de  la  page  suivante,  les  fonctions  hy- 


perboliqiies.    l/aigiiint'nt  commun   est  l'angle  (j»  [(trmé  par  un 
rayon  vecteur  avec  l'axe  transverse  d'une  hyperbole  é(iuilatère. 
Voici  comment  est  disposé  le  recto  d'une  page. 


i"3o' 


M 

3o' 
3i 

32 

33 
34 

60 
M 

ang.  tras.r 

D 

cos/i 

D 

1 

I 
I 
I 

I 

sinh 

D 

2  sell  h 

D 

162 
i6i 
161 

160 

'4: 

0      /      „ 
4.30. 5o 

4.3i.5i 

4.32.5i 

4.33.52 

4.34.52 

5.01 .09 

1,0 

1)1 

1 .0 

1 . 1 

o,ooi35 
o,ooi36 
0,00137 
0,001 38 
0,00139 

0,00167 

8,89733 
8,89895 
8,90057 
8,90218 
8,90379 

8,94362 

162 
162 
161 
161 

•'17 

8,89689 
8,89851 
8,90012 
8,90173 
8,90333 

8,94307 

siiiT=;  tang 

sécT=  tangA 

tangT  :=  sinA 

tang  h  ^  taiig 

40  3o' 

Si  l'on  imagine  un  cercle  et  une  hyperbole  équilatère  concen- 
trique, représentes  par  les  équations 

.x--\-j-  =  1,      .r-  —  j>- =  I, 

une  droite  menée  sur  l'origine  et  faisant  avec  l'axe  des  x  un 
angle  <p  coupera  le  cercle  en  un  point  dont  les  coordonnéesseront 
le  sinus  et  le  cosinus  circulaires  de  l'angle  (y,  et  l'hyperbole  en  un 
autre  point  dont  les  coordonnées  seront  le  sinus  et  le  cosinus 
hyperboliques  du  même  angle.  L'angle  transcendant  [angolo 
trasccndente)  z  est  celui  dont  le  sinus  est  égal  à  tang  <p.  En- 
fin la  droite  menée  par  l'origine  forme  avec  l'arc  d'hyperbole 
un  secteur  [settore)  dont  le  double  est  désigné  par  2  sett  h. 

La  seconde  table  a  pour  argument  la  moitié  de  l'angle  trans- 
cendant et  donne  le  double  secleur  correspondant,  ainsi  que  le 
logarithme  de  log  tango.  Chaque  page  est  divisée  en  deux  co- 
lonnes. Voici  la  disposition  de  l'ime  d'elles  : 
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M 

2setth 

D 

log  tang  V 

o 
1 1 

12 

i3 
3o 

0,14008 

0,1 4655 
0,14714 
0,14772 

0,15773 

59 

59 

58 

1 
59 

9,1 4356 

6,16389 
9,16460 
9, i6o3i 

y» "9433 

179 

171 
171 

160 

M 

2~etlh 

D 

les  sin  T 

D 

Giidermann  avait  déjà  donne  des  tables  de  fonctions  hyper- 
boliques, mais  elles  sont  d'un  usage  moins  commode  que  celles 
de  M.Forti.  Il  est  juste  de  remercier  M.  Forti  pour  le  dévoue- 
ment dont  il  a  fait  preuve  en  se  livrant  à  un  si  pénible  travail. 

II. 

Pairvik,  professeur  à  Douai.  —  Propnétés  des  points 
d^  in  flexion  des  courbes  du  troisième  ordre  et  des 
points  de  rebrous  sèment  des  courbes  de  troisième 
classe.  In-8  de  44  pages.  Lille,  i863.  (Extrait  des  3Ié- 
moires  de  la  Société  de  Lille.) 

Étude  des  points  d'inflexion  au  moyen  des  coordonnées 
triangulaires,  étude  des  points  de  rebroussement  au  moyen 
des  coordonnées  dites  tangentielles.  Correspondance  entre  les 
propriétés  des  points  d'inflexion  et  celles  des  points  de  rebrous- 
sement prouvée  par  des  démonstrations  idenlitints  dans  les 
deux  cas. 
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CORRESPONDANCE. 


Lettre  adressée  à  M.  Gerono. 
«   Monsieur, 

»  Les  solutions  des  questions  posées  dans  les  Annales 
de  novembre  sur  les  triangles  circonscrits  aux  coniques 
ont  été  trouvées  en  i8i3  par  le  général  Poncelet.  (Voir 
Applications  de  Géométrie  et  d'Analyse,  par  M.  J. 
Poncelet,  annotées  par  l'auteur  et  suivies  à' Additions  par 
MM.  Mannheiin  et  Moutard  (*),  p.  i37,  en  bas  de  la 
page.) 

»  Recevez,  Monsieur,  l'assurance  de  ma  considération 
la  plus  distinguée, 

))    Un    de    vos    LECTEURS.     » 

Je  remercie  Fauteur  de  celte  lettre  du  renseignement 
qu'il  me  transmet  et  de  l'occasion  qu'il  me  procure  d'ex- 
primer la  haute  estime  que  j'ai  pour  les  travaux  du  géo- 
mètre que  la  lettre  concerne.  G. 

Avis. 
Afin  d'éviter  tout  relard  dans  la  réception  des  lettres 
qui  me  sont  adressées,  je  préviens  :  i*^  que  je  ne  suis  pas 
professeur  à  l'Institution  Sainte-Barbe;  2°  que  je  ne  de- 
meure plus  rue  d'Enfer,  mais  rue  de  la  \  ieille-Eslra- 
pade,  II.  G. 

(*)  Paris,  1862.  L'un  des  théorèmes  énoncés  à  la  fin  de  la  page  137  est 
le  suivant  : 

Quand  les  côtés  de  deux  triangles  quelconques  s  entrecoupent  sur  le  péri- 
mètre d'une  conique,  les  trois  lignes  droites  qui  joignent  leurs  sommets  res- 
pectivement opposés  convergent  en  un  même  point. 

Le  second  théorème  énoncé  est  le  corrélatif  du  premier.  11  serait  inté- 
ressant de  montrer  quelle  liaison  existe  entre  ces  théorèmes  et  ceux  qui 
font  Tobjet  des  questions  C^"/,  678  et  679.  P. 
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mn  SIR  m  lieu  géométrique^ 

Par  m.    Paul  SERRET. 


Par  les  extrémités  triiiie  corde  fixe  ah  d'une  conique 
donnée  C  (ou  par  les  extrémités  de  l'une  quelconque  des 
cordes  parallèles  à  celle-là)  Ton  fait  passer  une  série  de 
coniques  T  homothétiqucs  entre  elles 5  et,  menant  deux 
tangentes  comujunes  à  chacune  de  ces  coniques  et  à  la 
conique  donnée,  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de 
concours  de  ces  tangentes. 

Ce  problème,  qui,  abordé  de  la  manière  la  plus  natu- 
relle, donnerait  lieu  sans  doute  à  une  élimination  plus 
que  laborieuse,  a  été  résolu  très-simplement  par  MM.  les 
professeurs  Misler  et  Neuberg  (novembie  i863,  p.  481, 
Noui^c/les  Annales).  On  peut  toutefois,  en  conservant 
leur  méthode,  qui  est  parfaite,  modifier  avec  avantage  le 
calcul  dans  lecjuel  ils  l'ont  développée;  et  montrer,  dans 
une  notation  plus  symétrique,  en  même  temps  que  la  so  - 
lution  de  la  question  générale,  un  exemple  de  l'utilité  que 
l'on  trouve  souvent  à  ne  développer  pas,  dès  le  commen- 
cement, les  diverses  fonctions  qui  entrent  dans  un  calcul, 
et  à  les  retenir,  au  contraire,  jusqu'à  la  lin,  sous  leur 
forme  la  plus  concise. 

La  courbe  fixe  donnée  et  l'une  des  courbes  homothé- 
liques  variables  ayant,  en  général,  un  système  de  diamè- 
tres conjugués  de  mêmes  directions,  nous  supposerons 
les  axes  parallèles  à  ces  diamètres:  et  en  désignant  par 

(o)  A  j:'  +  Cj-  -t-  ?.  D x  +  2  Ej  -f-  F  =  o 

Ami.  de  Malhénuil.,  î*"  série,  f.  III.  (Février  i864-)  4 
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la  (ourbe  donnée,  nous  poserons 

A  x'  4-  (:.}'■-'  -h .  .  .  =  V ,        A  xj  -I-  Cfl  -4-  .  .  .  =  <jp,,  ; 

Aj:,-1-D  =  X„,  Cj„H-R  =  y„; 

Xo.r  +  Y„j-  +  (D  r„  +  l<:/,  +  F  ,  =  P  : 

celte  dernière   fonction,  égalée  à   zéro,   représentant  la 
polaire  du  point  {Xo,J'o)  par  rapport  à  la  courbe  (o). 

Ces  notations  posées,  le  système  des  deux  tangentes 
menées,  d'un  point  (ro,  Jo)  an  lieu,  à  la  courbe  donnée, 
ayant  pour  équation 

une  conique  quelconque,  inscrite  dans  langle  de  ces  deux 
tangentes,  est,  avec  trois  paramètres  variables  a,  (3,  y, 

(l)  (p.a;„—  p-^-H  (ar+fi.)-  +  7}==  O; 

et  si  l'on  retranche  de  cette  équation  l'équation  (o)  mul- 
tipliée par  cpo,  il  vient 

(«.r+  h'-^'/r-  P-'  =  ^>, 

ou 

(2 )  ( 7.  ±  X„ )  •^-  +  (  P  ±  y,, )y-h{y±D ..v  ±:  E >-., ±  F  ]  =  o , 

quation  d'un  système  de  cordes  communes  aux  courbes 
(o)el(i). 

Il  reste  mainlcnanl  à  exprimer  que  la  courbe  (i)   est 
lionioibéli(|ue  à  une  courbe  donnée,  telle  que 

(3)  A' .r-^- C  1  - -f-  n'.r-h.  .  .=  0, 

et  que  l'une  des  cordes  (u)  est  donnée  de  position,  ou  de 
direction  seidement. 


(  5i   ) 
Or  l'équalion  (i),  partiellement  développée,  est 

et  l'on  a,  dès  lors,  entre  les  deux  premiers  dos  trois  para- 
mètres variables  a,  |3,  y,  les  deux  relations 

(1)  a!i  =  X„Y„, 


'IV 


Lune  des  droites  (2)  doit  coïncider  avec  la  corde  don- 
née nh,   mx  -\-  ny  -\-  p  =:.  o  \   Ton  a  donc,  en  outre, 


ou  seulement,   puisque  le  paramètre  y  n'entre  pas  dans 
les  relations  (I)  et  (II), 

m         n  \  m  n 

et  il   ne  reste  plus  qu'à  éliminer  a  et  |3  entre  les  équa- 
tions (I),  (II)  et(ni). 

Or,  de  cette  dernière  élevée  au  carré  et  simplifiée  par 
l'emploi  de  la  relation  (I),  il  résulte 


ou 

(iir) 


Les  é(jualions  (II)  et  (III')   sont  mainlenant  du  premier 
degré  en  c}  —  X^,  ,':- — Y^  ;   elles  donnent 


(  ^>--'-  ) 

trou 

"  \'rr--V-Cnr     ''      '  '  k' ,r- -{-  C  nP     ' 

cl  de  CCS   valeurs   substituées   dans   l'équation   (1),    ou 
a*j3*=XJYJ,   il   résulte,   eu  supprimani  les  termes  + 
et — X^Y',     et    divisant   par    le  facteur   en    è\'i(ience 
AC  -  CA' 
A  «--4-  V  m-  ' 

x^     yi      AC  —  CA' 


/m'  n-         a'  «■  -t-  C  ni'^ 


Telle  est  léquation  du  lieu  cherché.  Les  fonctions  Xo, 
Yo,  Ço  y  ont  la  signification  indiquée,  et  le  lieu  est  tou- 
jours une  courbe  du  second  ordre. 


COXCOmS  D'AGRÉGATION  POUR  LES  LYCÉES  (ANNÉE  i86r>) 

Par  m.  J,   ROMAND, 

Licencié  es  Sciences  matliénialiques  et  es  Sciences  pliysiqiies. 


Composition  en  Analyse  appliquée. 

i"  Détcrminci'  la  surface  engendrée  par  une  droite 
assujettie  à  s^ appuyer  sur  deux  droites  fixes  et  sur  une 
circonférence  de  cercle  qui  rencontre  ces  deux  droites. 

L>"  Quelles  conditions  doivent  remplir  les  deux  droites 
fixes  pour  que  les  deux  j)lans  qui  passent  par  chacune 
d'elles  et  par  la  génératrice  se  coupent  constamment  à 
angle  droit?  Déterminer  dans  ce  cas  les  deux  séries  de 
sections  circulaires  qxC admet  la  surface. 

i"  Soient  AB,  A'B'  les  deux  droites  données  rencon- 
trant en    A,    n   la  cii'conféi'cnce  done.(''c  O  dont  le  rayon 


(  r>3  ) 

sera  désigné  par  R.  Je  prends  A'B'  pour  axe  des  -,  la 
tangente  à  la  eirconférenee  en  A'  pour  axe  des  y,  et  la 
direction  du  diamètre  passant  par  le  point  A' pour  axe 
des  X. 

«,  b  désignant  les  coordonnées  du  point  A,  les  écpia- 
lions  de  AB  seront 

X  —  n  =  lin  ,       Y  —  ^  =  HZ. 
Soient 

(G)  .*•  —  y  =  7  3,       y  —  ^>  =  5z 

les  équations  d  une  droite.  Pour  qu'elle  lencontre  A'IV, 
AB  et  la  circonférence,  les  paramètres  a.  (3,  y,  o  doivent 
satisfaire  aux  équations  de  condition 

^•^  p-r    fzr-ir- 17:^5' 

(2)  p^  +  a-'—  2Ra  =  o. 

II  sufiîl  d'éliminer  a,  j3,  y,  ^  entre  ces  écjualions  et  les 
équations  (G)  pour  avoir  celle  de  la  surface. 

Les  équations   (i)    et   (G)   donnent  premièrement  par 
1  élimination  de  y,  0  . 


d  où 


P  =  J 


j  '      [i  —  (j        nz  — y  -\-  b 

b.r  —  (7)  +  [an  —  bin\  z 

'-•^'1 ' ~ r  ' 

Ox  —  fïy  -f-  [  nx  —  m  Y)  z 

bj:  —  ay  +  [an  —  bm  ]  z 


bx  —  (If  +  (  nx  —  niy 


Substituant  ces  expressions  à  a,  j6  dans  Téquatioiî  (i)  et 

I               T>           «-+//-     ... 
remplaçant  2K  par  ,  il  vient 

a  [.T-  +  y'')\b.r  —  ny  -\-  [on  —  /;///)  z\ 
—  («•-+-  //-)  .r  [ bx  —  (ly  -{-  {nx  —  niy  )  s]  =:  o  ^ 


(  54  ) 
suppression    faite   du   facteur  hx  —  f'J -\~  (<"'"  —  ^'"')  2. 
Celte  équation  du  3*^  degré  prend  la  forme 

[rt(:c^-f-j')  —  (rt'+  b')  x]{bx  —  ay) 
-{-{n  [an  —  hm){x^  +  j'j  —  («'4-  b^){nx  —  my)  j:]  z  —  o, 

en  réunissant  les  termes  qui  contiennent  la  variable  z. 
Le  multiplicateur  de  celte  variable  revient  à 

n  [n-j''  —  b'^x^)  -f-  ///  [ay  —  bx)  [ax  —  by); 

par  conséquent  on  arrive  enfin  à  l'équation  du  second 
degré 

(S)  <7.r'-  -\-ny  -\-[n]b  —  na)yz  —  [nia-\-nb)  zx —  («^ -f-  b'')xz=o, 

en  supprimant  le  facteur  bx  —  aj. 

Le  facteur  bx  —  «yH-  («'^  —  bnt)  z  donnerait  un  plan 
passant  par  le  point  A'  et  la  droite  AB,  et  le  facteur 
bx  —  ay  un  plan  passant  par  le  point  A  et  la  droite 
A'B';  une  droite  qui  engendrerait  le  premier  en  tournant 
autour  de  A',  ou  le  second  en  tournant  autour  de  A,  satis- 
ferait évidemment  à  l'énoncé. 

La  surface  (S)  ne  peut  être  qu'une  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  admettant  des  génératrices  rectilignes  (hyper- 
boloïde  à  une  nappe,  paraboloïde  hyperbolique,  cône  ou 
cylindre).  Si  elle  a  un  centre,  les  coordonnées  de  ce  point 
seront  données  par  les  équations 

!-j.cix'  —  [t/in  -f-  nb  )  z'  =  a-  -f-  b', 
1  ay'  +  ( nib  —  na  )  z'  =  o  , 
(  ma  —  tib  )  x'  —  {//ib  —  na  )  y'  z=z  o . 

Le  déterminant  de  ces  équations  est  y  [tn^-\-n^)  {a}-\-b')  ; 
donc,  si  Ton  écarte  d'abord  les  cas  particuliers 
(w  =  o,  «  =  o)     et     («  =  o,  /;  =  o  ' , 
la  surface  (S)  a  un  cenlro. 


(  55  ) 
Des  équalioiis  (4)  011  lire 

,         {m  h  —  nnY 

.T    n:    • 

la 

Si  l'on  suppose  nib —  7ia>^o,  cette  valeur  de  x'  ne  rend 
pas  nulle  la  partie  indépendante  des  variables  dans  l'é- 
quation transformée 5  la  surlace  (S)  est  donc  un  hjper- 
holoïde  à  une  nappe. 

Si  l'on  avait  m  =  o^  n  =  o,  le  déterminant  serait  nul. 
Dans  ce  cas,  où  AB  est  parallèle  à  A'B',  l'équation  (S) 
se  réduit  à 

n^-  -^  h^ 

./  -  -h  >■' X  —  o, 

a 

et  repi'ésente  le  cylindre  dont  les  génératrices  parallèles 
aux  droites  données  s'appuient  sur  la  circonférence. 

Pour  rt  =  o,  h  =  o,  ce  qui  rend  encore  le  déterminant 
égal  à  zéro,  il  n'y  a  plus  de  relation  nécessaire  entre  x, 
}',  z.  On  voit  en  effet  que,  A  élant  confondu  avec  A', 
toute  droite  passant  par  le  point  A'  rencontre  les  deux 
droites  et  la  circonférence  données. 

Si  l'on  avait  enfin  nib  —  na  =  o  sans  que  m  et  n  ou 
(i  et  b  fussent  nuls  en  même  temps,  il  s'ensuivrait  x'  =  o 
et  la  surface  (S)  serait  un  cône.  Dans  ce  cas  AB  rencontie 

A'B',  car  l'éqnalion  de  AB  sur  le  plan  X)  est =  - 

'  •  j^-  —  (>        f/ 

et  se  lamene  a   -  =  -•    (Jr  toute  droiie  passant  par  le 
y        o  ^  ^ 

point  de  rencontre  et  s'appuyant  sur  la  circonférence 
satisfait  à  l'énoncé. 

u"  J(;  prends  pour  axe  des  z  Taxe  de  la  circonlérence 
donnée,  et  deux  droites  à  angle  droit  dans  son  plan  [)oni 
axes  des  x  et  des  y.  n,  b  désignanl  les  coordonnées  du 
point  A  où  AH  rcncontic  la  ciiconlércin  e,  les  ('(jiialions 


(  5f>) 

de  AB  seront 

X  —  (7  =  niz  ,      y  —  ù  ^=z  nz  . 

Si  a,  (3  désignent  les  coordonnées  du  point  P  où  la  généia- 
tric(;  dans  une  de  ses  positions  rencontre  la  circonférence, 
le  plan  déterminé  par  P  et  AB  sera  leprésenté  par 

A  (a- —  a)  4-  B  (j  —  p) -f- :  =  O  , 

A,  B  étant  donnés  par  les  équations 

A(rt  —  a)  4-  B(i^  —  fi)  =  o,      Am  +  B«  4-  i  =  o. 

L'élimination  de  A,  B  entre  ces  trois  équations  conduit  à 

(  {6-.S)(x-a)-(«-a)(j-p) 

Pour  avoir  1  c([uatioii  du  plan  (P,  A'B),  il  suffit  de 
remplacer  dans  celle-ci  a,  è,  coordonnées  de  A,  par  «',  Z»', 
coordonnées  de  A',  et  m,  //,  coefTicicnts  angulaires  de  AB, 
par  m',  «',  coeflicienls  analogues  de  A'B'.  La  condition 
de  perpendicularité  des  deux  plans  sera  donc 

{b-^)[b'  -^)  +  [a-a){a'  -a) 
^\n{n  —  y.)  —  m  {h  —  i^)-]{n' [a'  —  y.)  —  m' [b'  —  (3)]  =  o; 

et  pour  qu'ils  soient  toujours  perpendiculaires  entre  eux, 
il  (aut  que  cette  équation  soit  vérifiée  pour  toute  valeur 
de  a,  eu  égard  à  ce  que  ot}-\-  (i^  =  R'. 

En  remplaçant  j3  par  ±  y  R^  —  a',   il  vient 

[an'  -\-  bb'-i-{na  —  mb){n'a'  —  fti'b')-h{i-{-"ini')  K'] 
—  [ («  -h  «'  )  4-  rt  («'  a'  —  m'  b'  )  -+-  n   {na  —  nib)  ]  y. 
4-  [nn!  —  mm'  )  a? 
ZjZ  {[6  4-  6'  —  m  [n'  <i   —  ///  b'  )  —  ///  [na  —  inb)\ 

4-  [mn'  4-  '"  ")'"'•    V  ^'  —  a-  =::  o  ; 


{  ^7  ) 
on  doit  donc  avoir  piemièreineii!  [*) 

nn'  —  //////  =  o ,      /////  —  l/l'  /l  :rz  o , 
a  ou 

(m-  +  rr)  (/;/'+  n'-)  =  o, 

par  conséquent 

/;/  =  o  ,      «  =  o , 
ou  bien 

///  :=  o,        //  =  o. 

Considérons  m' =  o,  n'=:o.  A'B' esl  perpeadiculaire 
au  plan  de  la  circonférence.  L'équation  précédeute  se 
réduit  à 


{an'  -h  bb'  —  R')  —  («  +  «'  )  a  =p  (/;  +  6'  )  \jïkr  —  x^  =  o  ; 

on  doit  donc  avoir  eneoic 

n' z=: — a,      b' =  —  b. 

D'après  cela,  les  conditions  demandées  sont  : 

1°  Qu'une  des  deux  droites  soit  perpendiculaire  an 
plan  de  la  circonférence  ; 

2°  Que  les  deux  droites  passent  par  les  exliéinités  d  un 
diamètre. 

Ces  conditions  étant  remplies  par  hypothèse,  je  fais 
passer  l'axe  des  x  par  les   points  A,  A',    en  sorte  que 

(*)  Pour  qu'une  équation  de  la  forme 

C-+-Ba--+-Ax^±(N-HMJ:)v'll'  — a-==0 

soit  vérifiée  par  toute  valeur  de  x,  il  faut  et  il   suffit  que  les  cinq  coclli- 
cicnts  A,  B, .  . .  soient  nuls.  Cette  équation  rentre  en  effet  dans 

(  A'  -+-  >1-  1  a*  +  2  (  AB  -f-  MN  )  x' -f-  (  B=  -4-  N-=  -+-  ■?.  AC  —  M"  R-  )  .i- 
-+-2(BC  -MNR').c-+-C'  -  IN^R'  =  o. 

Appliquant  le  principe  connu,   on   a  d'abord  A--+-M'  =  u,    d  où  A— o, 
M  =  o,  puis  B'-|-N'  =  o,  d'où  B=:o,  N  =o,  en  tin  C;  =  o. 


(  :>8  ) 
A  z=  o,  «  =  !{,  b' 7=  o^  a' =  —  11.  L'écjiialion  aclucUe 
du  plan  (P,  AB)  se  déduit  de  1  oqualioii  (5)  en  dounaiil 
à  rt,  b  les  valeurs  précédetites,  puis  celle  du  plan  (P,  A'B') 
en  donnant  à  «,  b  les  valeurs  de  a',  b'  et  en  faisant 
///  =  (),   ;/=  o  ;   il  vient  ainsi 


il'où 


y  —  //z)  y.  —  (  r  —  //;:;  —  R)  |i  =  R  (  v  —  nz\ , 

fiz  ( .1  -t- R] -\- //lyz — 2.rK 
y.=  l\. ■- :_  , 

«Z  (  J7  +  R  )  —  i/n  Z  —  2  R  V 

oRvfr  — //2i 


//2    X  H-  R  j  ///  YZ  —  2  R  1- 

Substituant  ecs  expressions  à  a,  (3  dans  l'équalion 
a^  +  |5^ — R^=:o,   on  obtient 

[/iz  {.r  -I-  R  )  4-  ii/yz  —  2  xj  ]- 
—  [r/z  {.r  -f-  R  )  —  w  )  z  —  2  R  jj  -(-  4  ^'  (  ;-  _  nz)-  =  o, 

dont  les  deux  premiers  termes  sont  le  produit  de 
—  2  (x  4- Pv.)  (j-  —  nz)  par  2y{x  —  mz — R).  Suppri- 
mant les  facteurs  y  et  y —  nz  (jui  répondent  aux  plauii 
(A,  A'IV)   ou   zx  et  (A',  AB),  on  a  enfin 

;  x  —  ///s  —  R  )  (  .r  -h  R  )  +  j-  [j-  —  «3 )  =  o , 
ou 

(S'  x-  -\-r^  —  nyz  —  /iizr  —  //  R  ;  —  R-  =z  o. 

Le  déterminant  des  écpiation^  du  cenlie  ni^  -+-  n^  n'est 
pas  nul  si  ///,  n  ne  le  sont  pas  tous  deux,  et  la  partie 
indépendante  des  variables  dans  léqualion  transformée 

dillere  de  /ei'O   si   Ion  na  i)as   n  =  o:   celle 

/'/-'  -f-  n-  ' 

équation  re[)résenle  doiu-  un   li)  l'crbo/on/c  à  une  nap/>c 

<|naiid  //  est  dillérent  de  /.ém. 


(  59  ) 

Pour  m  =  0,  «  =  o,  on  a  un  cylindre  dont  le  cercle 
donné  est  la  section  droite,  et  poui-  m^o,  n  =0,  un 
côjie  dont  le  sommet  est  le  point  de  concours  de  AB,  A'  B'. 

Les  sections  par  des  plans  parallèles  à  xj  pour  les- 
quelles on  a  2  =  h  sont  évidemment  des  cercles.  On  sait 
que  deux  sections  circulaires  d'une  surface  du  secondordre 
appartenant  aux  deux  systèmes  de  sections  de  ce  genre 
sont  toujours  sur  une  même  sphère.  Pour  obtenir  une 
circonférence  du  système  qu'il  s'agit  encore  de  trouver, 
il  suffit  donc  de  faire  passer  une  sphère  par  la  circon- 
férence donnée.  En  désignant  par  c  le  2  de  son  centre, 
son  équation  est 

.T^  +  j^  -+-  z'  —  icz  —  R-  =  o. 

Retranchant  celte  équation  de  celle  de  l'hyperboloïde, 

ou  a 

nix  -+-  nj  -i-  z  —  (2c-j-/;/R)^o, 

avec  z  =  o,  qui   répond  à  la  circonférence  donnée. 

En  attribuant  à  rindéterniinée  c  une  valeur  conve- 
nable, cette  équation  fournira  tout  plan  perpendiculaire 
à  AB;  les  deux  systèmes  de  sections  circulaires  sont  donc 
donnés  par  les  plans  perperdiculaires  à  A'B'  et  par  les 
plans  perpendiculaires  à  AB. 

Le  plan  des  parallèles  à  ces  deux  droites  menées  pai' 
le  centre  est  un  des  plans  piincipaux  de  la  surface. 

Mole.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Gustave  Dnhois  et  par 
M.  J.-J.-A  >lalhieii. 


QIESTIOI^S. 


684.   Dans  toute  parabole,  la  droite  qui  joint   li-s   tiii- 
ieux  des  rayons  de  courbure  correspondant  aux  exlrémi 


(  (J'>  ) 

lés  d'une  corde  focale  (jueltonque  passe  par  le  loyei'  et 
par  le  pôle  de  la  corde  focale. 

A  celle   propriélé  desciiplive    correspond  la   relation 
iu('tri(jii(; 


sV-l^v^ay 


n,  R'  étant  les  ravons  de  conrbure  et  p  le  paramètre. 

680.  Une  courbe  quelconque  A  est  située  dans  le  plan 
d'une  parabole.  On  lui  mène  une  tangente  mobile  qui 
coupe  la  parabole  en  deux  points.  On  projette  les  centres 
de  courbure  en  ces  points  respectivement  sur  les  rayons 
fncaux  qui  y  aboutissent. 

La  droite  qui  joint  ces  projections  enveloppe  une 
courbe  symétrique  de  A  par  rapport  au  foyer. 

Examiner  le  cas  particulier  où  la  courbe  A  se  réduit  à 
\\\\  point  et  celui  où  elle  s'éloigne  à  l'infini. 

086.  Si  dans  une  ellipse  deux  cordes  supplémentaires 
variables  passent  par  les  extrémités  d  un  diamètre  donné, 
et  que,  par  un  point  fixe  pris  sur  l'ellipse,  on  mène  des 
parallèles  à  ces  cordes,  la  diagonale  libre  du  parallélo- 
gramme qu'elles  forment  avec  elles  passe  par  un  point 
fixe. 

La  connaissance  de  ce  point,  d'ailleurs  facile  à  déter- 
miner, permet  de  construire  à  la  fois  les  points,  et  la 
tangente  en  ces  points,  dune  ellipse  donnée  par  son 
centre  cL  par  trois  points. 

087.  Lorsque  le  souimct  d  un  angle,  dont  les  côtés 
restent  parallèles  à  eux-mêmes,  décrit  une  conique,  la 
corde  sous-tendue  par  1  angle  envei(>p])e  une  seconde  co- 
nique asymptotique  à  la  première. 

(.elle  proposition  pcrnu'l  de  lésoudre  aisément  le  pro- 


(  Cn    ) 
lilème  do  l  inscj/plion  dans  inw  conique  rlonnée  triin 
in'ajigle  dont.  les  côtés  soie/il  jiarallcles  à  des  directions 
rlonnée  s. 

G88.  Par  un  point  qiiclconqîio  M,  pris  sur  une  ellipse, 
on  mène  la  normale  qui  rencontre  les  axes  en  P  et  Q. 

Sur  le  prolongement  delà  normale  on  prend  MP'=]MP; 
sur  P'Q  comme  diamètre  on  déciit  uw  cercle  qui  ren- 
contre au  point  N  la  tangente  conduite  par  le  point  M. 
l^ar  le  point  ^«^  on  mène  une  parallèle  à  la  normale,  et 
par  le  centre  O  une  parallèle  à  la  tangente. 

Le  rectangle  M^  M'JN'  ainsi  obtenu  est  constant  et 
équi\>aut  au  rectangle  construit  sur  les  demi-axes. 

Nota.  —  On  déduit  de  ce  théorème  la  démonstration 
d'une  construction  connue  des  centres  de  courbure  aux 
sommets  d'une  ellipse. 

689.  Étant  donnés  deux  cercles  concenliiques  et  deu\ 
rayons  (juclconques,  on  propose  de  mener  au  cercle  inté- 
rieur une  tangente  dont  la  portion  comprise  entre  les 
deux  rayons  soit  divisée  eu  deux  parties  égales  par  le 
cercle  extérieur. 

Nota. — Toutes  les  questions  précédentes  sonlproposées 
par  M.  Pigeon  (Henri),  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 

090.  Soient  a,  jS,  y  les  angles  qu'une  droite  L  fait  avec 
ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires;  A  la  dis- 
tance de  l'origine  à  la  droite;  a,  b,  c  les  distances  de 
cette  même  origine  aux  projections  de  la  droite  L  sur 
les  trois  plans  coordonnés  :  on  aura 

A-  =r  fi-  cos'-a  -|-  //'  cos-  [i  -f-  r-  oos'y. 

(  I.OBATTO.) 

(i9|.   TrouNcr  ré({unlion  de  la   surfjice  qui  est  le  lieu 


(  6.-  ) 
des  couibcs   de  cuiitaci  des  cônes  ayant  un   point  fixe 
pour  soniinel  et  circonscrits  aux  ellipsoïdes  d'un  système 
homofocal  donné.  (Stbebor.) 


SOLliTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  648 

(Toir  2'  série,  t.  il,  p   189Î  ; 

Par  mm.  JAUFROID  et  MANSION. 

On  donne  râqiialion  d'une  courbe  en  coordonnées 
polaires,  y(p,w)'=:o.  Considérant,  w  comme  une  con- 
stante^ on  prend  la  dérivée  de  cette  équation  par  rap- 
port à  p5  on  élimine  p  entre  cette  équation  et  V équation 
donnée.  Que  représente,  relativement  à  la  courbe 
J'[p.,  m)  =  o,  r équation  résultant  de  cette  élimination? 
Examiner  en  particulier  le  cas  oii  l'on  donne  l'équation 
polaire  d\ine  circonférence  ou  l'équation  polaire  d'une 
conique  rapportée  à  l'un  de  ses  foyers  ;  expliquer  les 
circonstances  que  Von  rencontre  dans  ces  cas  particu- 
liers et  former  des  équations  d^ ordre  supérieur  au  se- 
cond qui  présentent  des  circonstances  analogues. 

(Makkheim.) 

La  sous-normale  d'une  courbe  rapportée  à  des  coor- 
données polaires  a  pour  expression -^i   en   désignant 

■  p 
jiSiy  f   et  /^'  respectivement  les  dérivées  de  f{p,  co)  par 

rapport  à  p  et  à  o).  Il  suit   de  là  que  les  points  pour  les- 
quels on   a  y  '  =  o  sont  ceux  dont  la  sous-normale  est 

infinie,   à  moins  que  les  valeurs  qui   satisfont  à  la  fois 


(  (i3  ) 

aux  étiualions 

/(p,  w)  =  o,     /,'  — o, 

ne  rendent  nulle^^'  ,  ce  que  nous  ne  supposerons  pas  d'a- 
bord. Si  le  point  de  la  courbe  [p,  o))  ainsi  déterminé  est  à 
une  dislance  finie,  l'équailon  F  (w)  =  o  (|ui  résulte  de  Féli- 
mination  de  p  représentera  la  tangente  à  la  courbe  menée 
par  le  pôle.  Si  ce  point  est  à  une  distance  infinie,  l'équa- 
tion F  (où)  =  o  représentera  une  parallèle  à  une  asymp- 
tote menée  par  l'origiMC. 

Si  Ion  avait  en  même  lemps^"'  =  o  cty  '  =  o,  le  point 

considéré  serait  un  point  multiple  et  la  droite  qui  va  du 
pôle  à  ce  point  serait  donnée  par  l'ui.e  des  solutions  de 
l'équation  F(co)  =  o. 
En  résumé,  l'équation 

F(w)  =  o 

représente  les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  l'ori- 
gine, les  rayons  vecteurs  tangents  à  la  courbe  et  ceux 
cjui  passent  par  les  points  multiples. 

Cercle.  —  Soit  le  cercle  qui  a  pour  rayon  R  et  dont  le 
centre  a  pour  coordonnées  polaires  ri  et  a.  Son  équation 
sera 

R^ &- r/-  —  2pc/cos(x w  1  =  O, 

ce  qui  donne 
/'  = — 20  -h  2r/cos(a —  w),      F(w)  =  R  ~  cisin[y.  —m); 

l'équation  F  (w)  =  o  donne  les  deux  tangentes  menées 
au  cercle  par  le  pôle,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

Conique.  —  On  a 

p(l  -f  .''COS&)}=/;, 

d'où 

y  =  1  +  f  eus  r.i  =rr  F  (oi  ) . 


(  64  ) 
On  a  donc 

I 


COS&)  = 


ce  qui  donne  deux  droites  imaginaires  pour  lellipse, 
deux  parallèles  aux  asymploles  pour  riiyperbole  ei  Taxe 
dans  le  cas  de  la  parabole. 

L'élimination  est  toute  faite  chaque  fois  que  l'équation 
d(;  la  courbe  a  la  forme 

p'j)(w)  -f-  ^(w  j  =  G. 

Par  exemple,  la  strophoïde 

p  CCS  0)  —  a  ces'  w  =  o, 
cl  la  cissoïde  de  Dioclès 

pcosw  —  fi  sin-&)  =r  o 
donnent  immédiatement 

cosw  =  o  (  *). 


Question  581    (Roberts) 

(voir  tome  XX,  pagre  139)  ; 

Par    I\1.    Eugène    IîELTRAMI. 

Soient  «1 ,  (Zs, .  .  . ,  a„  les  n  racines  de  l'équation 
x"  —  I  =  o  ; 
on  aura  identiquement,  quel  cpie  soit  z, 

{z  —  a,)(z  —  aj).  .  .(z  —  a„)  =  z" —  l, 

cl,  par  suite, 

[z  —  (a,  —  a,)j[z  —  («,—  a.)].  .  .  [r.  —  (a,  —  a,)]  =  (z  H-  a,)"  —  i , 

'■':  I.!i  mèiiK»  qufsticiii  a  élc'  rosoliio  i)ni'  MM.  I.éon  Dyrioii  et  do  Marsilly. 


(  65  ) 
équation  dont  le  prcmicM"  membre  contient  le  facteur  z. 
Ainsi  Téquation 

^    '  z  z  z 

du  degré  Ji[n  —  i)  en  z,  aura  pour  racines  les  ii[n  —  i) 
différeaces  simples  «^  —  a^  entre  les  racines  de  l'équa- 
tion (i),  et  comme  ces  différences  sont  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires,  le  développement  du  premier 
membre  de  l'équation  (2)  ne  contiendra  que  des  puis- 
sances paires  de  z. 

Maintenant,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

n(n  —  i).  ..{n  —  m  -h  i)  _ 
1.2.  .  .m 

on  a,  à  cause  de  a^  =  i , 

Doue  si  l'on  pose 

y  =z"-'  -+-  («),z''-=.r+  (w)2z''-'x2  -+-...   +(«)„_,.r"-', 

le  premier  membre  de  l'équation  (i)  équivaudra  au  pro- 
duit des  n  valeurs  de  j'  correspondant  aux  valeurs  «j, 
at,. . .,  a„  de  a:,  et  l'équation  (2)  elle-même  pourra  s'ob- 
tenir en  éliminant  x  entre  les  deux  équations 

(3)    z"-' +  (//), 2"-=  X  -\-{fi\z'-'x^  -4-...  +  («)„_,x''-'  =  o, 
x" —  1=0. 

Pour  opérer  celte  élimination,  multiplions  successive- 
ment par  X,  x^, .  .  . ,  x"~^  la  première  des  deux  équations 
précédentes,  en  observant  que  d'après  la  seconde  de  ces 
équations  on  a 

X''+'  =  X'. 
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(  6«  ) 

Ordonnant  pnr   rapport  à  x   les  n  —  i  «-qualions   résul- 
tantes, on  obtient  le  système  suivant  : 


:"-'  =  o , 


(«),z''-2+  («)js"-=x-h(rt)3z''-'x'4-..  .+ 


^n — I  ^n — l 


=  0; 


et  éliminant  linéairement  les  n  —  i  quantités  a:,  x^,.  .  ., 
a;"~'  an  moyen  de  ces  n —  i  équations  et  de  l'équation  (3), 
on  a  enfin 


(4) 


»,Z«-'        («),2"-^..  (/?)„. 


(«)„_,Z         («)„_, 


•(«)"-3 


[«j.Z''-^       («)jS''-3      («)p,z''-'.. 


Le  développement  de  ce  déterminant  ne  peut  contenir, 
d'après  ce  qui  a  été  remarqué  plus  haut,  que  des  puis- 
sances paires  de  ^  ;  si  donc  on  pose  z-  =  t,  on  obtient  une 


équation  du  degré 


,  n[n 


I) 


en  z,  dont  les  racines  sont  les 


carrés  des  différences  entre  les  n  racines  de  l'équation  (i). 
C'est  ce  résultat  qui  constitue  le  théorème  de  M.  Ro- 
berts,  que  je  me  proposais  de  démontrer. 


Questions  668  et  676  (Faure  et  Aoust) 

(Toir  2*  sériej  t.  Il,  p.  421  et  480)  ; 

Par    m.    h.    LEMONNIER, 

Professeur  au  lycée  Saint-Louis. 

Les  formules  signalées  par  M.  l'abbé  Aoust  résultent 
de  deux  formules  plus  générales  qu'on  trouve  dans  le 


(  «7  ) 
Traité  des  Sections  coni(/ues  du  Rév.  Salmon  (p.  142, 
§  i6-i). 

Si  X  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  sys- 
tème d'axes  faisant  entre  eux  l'angle  9  ;  que  X  et  Y  en 
soient  les  coordonnées  dans  un  système  d'axes  de  même 
origine  faisant  l'angle  0',  et  qu'on  ait 

A  a:^  -(-  B.rj  -4-  Cj=  =  A'  X^  +  B'XY  +  C  Y-, 

on  aura 

,    ,  A4-C  — BcosO        A'  +  C— B'cosô' 

{») 


sin'9  sin'ô' 

B''— 4AC_  B"— 4A'C' 

sin-9  sin- Ô' 


Ces  formules,  dont  on  doit  au  professeur  Boole  une 
démonstration  très-simple  et  immédiate,  peuvent  servir  à 
la  résolution  de  beaucoup  de  questions  sur  les  coniques. 
J'ai  fait  à  cet  égard,  avec  extension  aux  surfaces  du  second, 
degré,  un  travail  assez  étendu  qui  paraîtra,  je  l'espère, 
avant  peu  dans  ce  journal. 

Pour  le  moment,  je  vais  me  borner  à  déduire  de  ces 
formules  celles  qui  sont  dues  à  M.  l'abbé  A  oust. 

Considérons  une  conique  à  centre  qui  soit  rapportée  à 
deux  axes  coordonnés  faisant  l'angle  6  et  ayant  l'origine 
au  centre.  Désignons  par  /'j  et  i^  les  rayons  dirigés  sui- 
vant les  deux  axes  des  coordonnées,  et  par  /■  un  autre 
rayon  aboutissant  au  point  {x,y)  et  faisant  avec  l'axe 
des  X  un  angle  w. 

Soient  X  et  Y  les  coordonnées  du  même  point  quand 
on  prend  les  axes  de  la  conique  pour  axes  coordonnés. 

L'é([uation  de  la  conique  étant,  dans  le  premier  sys- 
tème, 

A.r-  +  B.L)  -h  C)-  -f  F  =  o, 

5. 


(  68  ) 
et,  dans  le  second, 

A' X=  4- C  Y^ -4-  F  =  o, 
on  auia 

rsin(9  —  w)  rsinto 

et  comme  x  = -. — 5    r  =     .    .  ? 

sin  G  ^  sm  9 

r*[Asin^(9  —  w)  -f-  B  sin  wsin  (0  —  w)  -H  Csin'w]  +  Fsin'0  =  o, 

d'où 

r  r 

sin^(9  —  w)        sin'w       sin-9 
B=  — 


sin  w  sin  (9  —  &j) 
sin  (9  —  oi)  sin 03  sin'O 


rjsinw           rjSin(9  —  w)  /*sinwsin(9  —  w) 

D'ailleurs, 

F  ^ 

a*  6' 

Les  deux  relations  indiquées  deviennent,  en  les  appli- 
quant ici  : 

I          I         sin  (9  —  w)cos9  sin&icosô 

r]        r]               rjsinw  rjSin(9  —  w) 
sin'  9  cos  9 


r'sin  w  sin  (9  —  w) 


=  -ii-^^lsm^ 


rsin(9  — w)  sinw  sin'9  ~|'         4 

|_    rfsinw  r5sin(9  — w)       r'sin  wsin  (0  — w)  J        rJ/J 


4       . 


(69) 
La  première  se  transforme  en 

I    sinw  +  sin(9  —  w)cosO         i    sin(0  —  w)-|- sinw  cos< 


{^■^i) 


sin  w  r]  sin  (G  —  w) 

sin^  9  cosô 
/•'  sin  w  sin  (9  —  w) 

sin' 9, 


ou 

I  sin9cos(9  —  w)         i     sin  9  ces  w  sin'9cosi 


rf  sinw  rjSin(9  —  w)        /^sinwsin(ô — w) 

ou 

CCS  (9  —  w)     I  cosw  I  sin9<'os9  i 


sin    9  —  w     r,         sniwsin    9  —  w     r- 


i  +  T7)s'"^' 


OU 


sin  (9  —  w)  cos  (9  —  w) .  -r  -h  cosw  sin  w .  -r  —  sin  9  cos  9 .  — 

r,  Tj  r' 

=  (~T  H-  77)  sin  9  sinw  sin  (9  —  w); 

est 

12(9 — w)       sin2Tw       sin29  /i         i\    . 

5 i 5 -—  =  2 1-  ,    I  sui9sinojsin(9 — m). 


ce  qui  revient  à 

sin  ■?.  (  /■/'î )        sin  2  ( r,  r)        sin  2  (  r^  r,  ) 

, +  :, -f- 

r]  ri 

~^  («='"  "^  h)  siil'-. '•Osin(r,r)sin(Ar,), 

première  formule  de  M.  l'abbé  Aoust. 


(  70) 
La  seconde  formule  se  transforme  successivemeni  en 

sin'fQ  —  w)   I  sin^w  i  sin*0  i 

\ L 1 j 

sin^w        r\        sin^(9  —  oj)  r^       sm^w  sin- (6'  —  w)  ^^ 

sin'9       I  sin^Q  i  2 


—  2 


4 

= V  siri'9, 

a'  b' 


4 

-V  siri'9, 
i'  b' 

2sin'0sin^(O  —  w)        2sin'w  sin''' (9  —  w)  2sin^6sin'w 

r'\  r-                                     r]  r\  r''r\ 

sin'(9  —  w)       sin^w  sin^O 

7\                    7\  T' 

=  —V  sin^9  sin'c.isin'(ô  —  w), 
ce  qui  fait 

2sin'(r,  ri^ûn^ir-^r)        2sin'(r.,  ;)  sin^  (aa,)        2sin^(r/-|)sin-(/-|/'ï) 

sin'fr/-,')        sin' (r,  r)        sinMrjA,  ) 


C'est  la  seconde  formule  de  !M.  l'abbé  Aoust. 


Observations  sur  les  questions  précédentes  j 
Par  m.    h.   FAURE. 

M.  l'abbé  Aoust  a  donné,  dans  les  Comptes  rendus  de 
r  Académie,  divers  théorèmes  relatifs  à  la  coiarbure  des 
surfaces.  Il  en  déduit,  comme  conséquence,  le  lliéorèmeOTG 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  qui  revient  à 
la  question  608,  que  j'ai  moi-même  proposée  dans  ce 
journal.  Ces  théorèmes  ont  déjà  été  énoncés  par  moi, 
mais  sous  une  forme  un  peu  différente;  voici  eu  effet 
comment  j'y  étais  parvenu. 
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(  72  ) 
Question  681 

(voir  V  série,  t.  II,  p.  523); 

Par  m.  Ch.  DE  SAINT-PRIX, 

Élève  au  lycée  de  Lyon. 

En  nommant  A,  B,  C  les  trois  angles  d'un  triangle 
rectiligne  quelconque,  on  a 

sin  A .  sin  B .  sin  (  A  —  B  ) 

-  sinB.  sinC.sin(B  —  C) 

-  sin  C.  sin  A.  sin  (C  —  A) 

-sin(A  — B).sin(B  — C).sin(C  — a; 


et 


(2) 


cosA  cosB  cosC 
sécA  sécB  sécC 
cosécA     cosécB     cosécC 


Je  vais  démontrer  ces  égalités  pour  trois  angles  a,  ^,  c 
quelconques. 

i"  On  connaît  les  formules 


■W~^ 


mnx  = 


à  l'aide  desquelles  la  relation  (i)  peut  s'écrire 

(t>°  ^~  _  c-"  *^)  {(^  *^~  —  C-*  *^~  )  [ci"-'')  ^^  —  c-f-*)  '^~) 

_l_  (p(a-i)  v'"  _  t'-(«*-4)  "'-"i  (rC*-<^)  ^'^  ^  c'-(*-<^)*^-') 


(  7^  ) 
Développant    et    recomposant   les    leiuies   deux  à  deux, 
on  a 

sinaa  +  sin2(rt  —  b)  -hsinib 

—  sin  2  ^  -+-  sin 2 (  i  —  c)  -f-  sin  2 c 

—  sin2c  +  sin  2(c  —  a)  -\-  sin2</ 

—  sin2(a  —  b)  —  s'm-2{b  —  c)  +  sin2(rt  —  c)  =  o, 

expression  dans  laquelle  les  termes  se  détruisent  deux  à 
deux.  c.    Q.    F.    D. 

2°  Le  déterminant  développé  donne 

cosasécb  cosécc —  cosa  coséc^  sécc  -t-  séca  coséc^  cosc 
—  sécacosècosécc-|-cosccrtcos6sccc  —  cosasécb  ces  c  =  o , 

ou  mieux 

cosrt  cosa  rosA  cosh 


sine  ces  A        sin  6  ces  f        sinacosc        sinccosa 

cosc  cosc 


sin  6  ces  a        si  n  a  ces  ^' 
ou 

cosa  sin(  b  —  c)  -{-  cosôsin(c  —  «)  H-  coscsiD(rt  —  b)  =  o, 
égalité  qui  se  vérifie  par  le  développement  des  sinus. 

Note.  —  M.  de  Virieu  a  démontré  la  première  égalité  pour  des  angles 
quelconques  et  la  seconde  pour  des  angles  dont  la  somme  est  égale  à 
(a«-i-i)7r.  M.  Alexandre  Rezzonico,  de  Morat  (Lombardie),  n'a  démon- 
tré les  deux  égalités  que  dans  le  cas  où  A+B-hC  =180°;  MM.  Cagny, 
de  Vigneral  et  H.  Picquet  pour  des  angles  quelconques. 

Nous  avons  reçu  également  des  solutions  de  MM.  Cremona  etRéalis. 

M.  Réalis  observe  que  la  relation  (i)  a  lieu  pour  les  arcs,  ce  qui  doit 
être,  car  si  l'on  suppose  que  les  angles  soient  remplacés  par  les  arcs  qui 
les  mesurent,  et,  qu'après  avoir  divise  par  une  puissance  convenable  du 
rayon,  on  fasse  ce  rayon  infini,  on  aura  précisément  la  même  relation 
entre  les  arcs  a,  &,  c,  a  —  Z»,  etc.  P. 


Question  672 

(voir  2"  série,  I.  Il,  p.  422)  ; 

Par   mm.    J.    COURÏIN    kt    C.    GODARD, 

Élèves  de  Sainte-Barbe  (  classe  de  M.  Moutard). 

Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  concentjiques  sem- 
blables et  seniblablenicnt  placés,  on  mène  de  chaque 
point  de  la  surface  du  plus  grand  des  plans  tangents 
à  Vautre.  Démontrer  que  l'enveloppe  des  plans  des 
lignes  de  contact  ainsi  déterminées  est  un  ellipsoïde 
semblable  aux  deux  premiers. 

Cette  proposition  peut  s'étendre  au  cas  de  toutes  les 
surfaces  du  second  degré,  même  aux  surfaces  dénuées  de 
centre  dont  les  axes  coïncident.  La  démonstration  que 
nous  allons  en  donner  s'applique  aux  surfaces  à  centre  : 
on  la  modifierait  facilement  pour  celles  qui  n'en  ont  pas. 

Soit 

Pu:=  +  V'y-  +  P  "c=  =  H 

l'équation  d'une  surface  du  second  degré  douée  décentre; 

Px'4-P'j^-hP"z=  =  ),H, 

celle  d'une  autre  surface  concentrique  à  la  première, 
semblable  et  semblablement  placée.  On  sait  que  l'équa- 
tion du  plan  de  la  courbe  de  contact  d'un  cône  issu  d'un 
point  (jf,  y.,  z)  et  circonscrit  à  une  surface  du  second 
degré  dont  l'équation  est  F(.r,  r,  r:)  =  o,  se  présente 
sous  la  forme 

xf;.  +  yf;  +  zr  -+-  tf;  =  o, 

si  Ton  suppose  préalablement  l'c'quation  rendue  homo- 
gène par  Tintroduction  de  la  lettre  T  dont  la  valeur  =  i . 
Or,  ce  plan  est  celui  dont  il  est  question  dans  l'énoncé. 
Donc,  si  l'on  nomme  x' .  y' -z'  les  coordonnées  d'un  point 
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de  la  première  surface  et  qui  par  suiie  salisfonl  à  la  re- 
lation 

P.r'^+Py=+P"c'^=  H, 

l'équation  du  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la 
seconde  surface  sera 

Vx'x  4-  P  j'j  +  P'V2  =  ).H. 

Or,  la  relation 

si  nous  posons 

Vx'  =  l,     V'y'  =  m,      y"z'  =  n,      /  H  =  /y, 

peut  s'écrire 

P        ni^        n'        lif  ,  .  /J' 

1 1 =  -i—     ou  bien     — ■  • 

P       P'        P  '         H  H^ 

Â 

Cette  relation  exprime  que  le  plan 

Ix  -t-  ni  y  -\-  nzzzi  p 
est  tangent  à  la  surface 

Px=-h  v'r-v  p'V=:  -, 

surface  semblable  aux  précédentes  et  semblablement 
placée. 

Réciproquement,  si  on  prend  les  pôles  de  tous  les 
plans  tangents  à  une  sur  lace  du  second  degré,  par  rap- 
port à  une  surface  semblablement  placée  et  concentrique, 
ces  pôles  engendrent  une  surface  du  second  degré. 

De  là  quelques  cas  particuliers  remarquables,  mais 
trop  connus  pour  qu'il  soit  utile  d'entrer  dans  de  plus 
amples  détails. 

Note.  —  Question  résolue  à  peu  près  de  la  même  manière  par 
MM.  Mirza-^'izani,  Abraham  Schiièe,  Ch.  Dnpain,  Grouartl,  élève  de  l'É- 
cole Folylecliinque,  Muzeau,  lieutenant  d^irlillciie,  Grassat  et  TivoUer, 
Léon  Dyrion. 
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Même  question  [sofufion  géoméliique) ; 

Par    mm.    DEBATISSE    et    L.    NOUETTE, 

Élèves  du  lycée  Charleniagne  (classe  de  M.  Hauser). 

Je  fais  une  section  par  un  plan  quelconque  passant  par 
le  centre  commun  aux  deux  surfaces  données.  J'obtiens 
deux  ellipses  semblables  et  semblablement  placées, 

Soient  A  un  point  de  la  plus  grande  et  KH  la  corde  des 


contacts  des  tangentes  à  la  seconde  ellipse  menées  par  A. 
Je  joins  AO  :  cette  droite  coupe  la  petite  ellipse  en  B  et  B' 
et  la  corde  des  contacts  KH  en  C.  Soient /"et  f  les  foyers 
de  la  deuxième  ellipse  :  je  joins  B,  f  et  par  C  je  mène  une 
parallèle  à  By  rencontrant  l'axe  focal  en  c^.  On  a 


0^ 

OC 
~0B* 

Or,  les 

points 

A 

et  C,  B 

et  B' 

étant 

conji 

ligués 

harmo- 

niques, 

on  a 

Ob': 

=  0C, 

.OA, 

donc 

OC  _ 
OB  ~ 

OB 

'oa' 

a 

si  a'  et  a  sont  les  demi  grands  axes  des  deux  ellipses. 
Donc  0(j)  est  constant,  et  par  conséquent  le  point  9;  et 
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on  a 


„         <ï  _  ^ 
C(p=-B/. 


De  même  on  a,  en  menant  C9'  parallèle  à  B/", 

C9'=-B/'. 

Ou  voit  aussi  que  le  point  ç'  est  fixe;  donc 

C?  +  C<},'  =  ^(B/+B/') 
ou 

Cç  -h  Cy  = ; 

donc  le  lieu  des  points  C,  qui  n'est  autre  chose  que  l'en- 
veloppe des  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  par 
tous  les  points  de  la  première  ellipse  à  la  seconde,  est  une 
ellipse  semblable  aux  deux  premières.  La  surface  cher- 
chée et  les  deux  surfaces  proposées  sont  donc  telles  que, 
coupées  par  des  plans  quelconques  passant  au  centre 
commun  des  deux  dernières,  elles  donnent  des  ellipses 
semblables  et  semblablement  placées.  Elles  sont  donc 
elles-mêmes  semblables  et  semblablement  placées,  et  les 
axes  de  la  surface  cherchée  sont 

—  j      -7-     et 

a  b  c 


Question  630  {solution  géométrique) 

(voira*  série,  I.  M,  p.  189  et  502); 

Par  m.  Paul  MANSION,  de  Marchin. 

On  donne  un  point  P  dans  le  plan  d'une  conique;  on 
sait  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
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ce  point  sur  toutes  les  tangentes  de  la  conique  a  un  point 
double  en  P.  Démontrer  que  les  centres  de  courbure  cor- 
respondant à  ce  point  double  sont  à  égale  distance  du 
diamètre  qui  contient  le  point  P.  (Mankheim.) 

Nous  démontrerons  d'abord  ce  théorème  général  :  Le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  P  extérieur  à  une  courbe  sur  toutes  les  tangentes  à 
cette  courbe,  a,  en  ce  point,  qui  est  un  point  multiple  du 
lieu,  ses  centres  de  courbure  au  milieu  des  tangentes 
menées  de  ce  point  V  à  la  courbe. 

Soient  MA  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe  don- 
née, PA  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  cette 
tangente.  SoientP/7i,  P///,P7;i", .  .  .,  les  tangentes  menées 
de  P  à  la  courbe  donnée.  On  peut  considérer  l'une  de  ces 
tangentes,  Pm  par  exemple,  comme  celle  des  positions 
de  AM  qui  la  première  passe  par  P.  On  sait  que  le  cercle 
décrit  sur  PM  comme  diamètre  est  tangent  au  lieu  du 
point  A.  D'ailleurs,  ce  cercle  coupe  le  lieu  au  point  P. 
Lorsque  la  position  AM  de  la  tangente  se  rapproche 
de  Vm,  le  point  de  tangence  A,  et  le  point  d'intersection  P 
du  lieu  et  du  cercle,  se  rapprochent  également,  et  lorsque 
enfin  la  tangente  est  devenue  Pm,  les  points  A  et  P  se 
confondent.  Il  en  résulte  que  le  cercle  décrit  sur  Vm  est 
le  cercle  osculateur  du  lieu  au  point  P.  Le  théorème 
énoncé  est  donc  démontré. 

On  en  déduit  comme  corollaire  le  théorème  proposé  : 
soient  P/n,  Pm'  les  deux  tangentes  menées  du  point  P  à 
la  conique,  n  et  n'  leurs  milieux.  Ces  deux  points  sont  à 
égale  distance  du  diamètre  qui  passe  par  P^  en  eflet,  nn' 
est  parallèle  à  mm'  qui  est  divisée  en  deux  parties  égales 
parle  diamètre  en  question.  11  en  résulte  le  théorème. 


(  79  ) 
Question  G7i-  [solution  et  généralisation] 

(voir  2'  série,  t.  II.  p.  iT91  ; 

Par  m.   Alkxandre  EARRÈRE, 
Élève  du  lycée  de  Lyon. 

Il  n'est  point  nécessaire,  pour  que  la  propriété  aononcée 
ail  lieu,  que  le  triangle  soit  rectangle,  et  que  le  pointy  soit 
le  milieu  du  côté  AB.  On  peut  rectifier  Ténoncé  de  la 
manière  suivante  : 

Soient  ABC  un  triangle  quelconque  et  Cria  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  C  sur  le  côté  AB.  Par  les 
points  C,  /•,  et  un  point  y  pris  à  volonté  sur  le  côté  AB, 
faisons  passer  une  circonférence  de  cercle  :  soit  Qx  la 
tangente  à  cette  courbe  menée  sur  le  point  C  5  le  produit 
des  perpendiculaires  abaissées  d^un  point  P  de  cette 
circonférence  sur  les  droites  Cy,  C/'  est  égal  au  produit 
des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  même  point  sur  le 
côté  BC  et  sur  la  tangente  Cx. 

La  proposition  ainsi  énoncée  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier d'un  théorème  bien  connu  sur  le  quadrilatère  inscrit 
dans  une  conique,  puisque  la  tangente  peut  être  considé- 
rée comme  lequatrième  côléd'un  quadrilatère  inscritdans 
le  cercle,  quadrilatère  dont  les  autres  côtés  sont  C/',  Cy 
et  ry. 

Noie  du  Rédacteur.  —  L'observation  de  M.  Barrère  est  fort  juste,  et  la 
propriété  en  question  n'appartient  pas  plus  au  cercle  des  neuf  points  et  au 
triangle  rectangle  qu'à  tout  autre  cercle  qui  passerait  parle  sommet  C 
d'un  triangle  quelconque. 

MM.  A.  du  Mesnil,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  collège  de  Sor- 
rèze  (classe  de  M.  Dûment);  Dupain,  professeur  à  Angoulême;  Joseph 
Dupont,  élève  de  troisième  (lettres)  au  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de 
M.  Burat);  Auguste  Grouard,  élève  de  l'École  Polytechnique;  Morel,  élève 
de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand;  INIirza-ÎVizam  et 
Mirza-Djehan ,  élèves  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis 
(classe  de  M.  Amiot);  Ernest  Potier,  élève  du  collège  Chaptal;  Beau,  élève 
du  lycée  Saint-Louis,  résolvent  la  même  question  par  la  considération  des 
triangles  semblables.  Sans  étendre  la  question,  presque  tous  remarquent 
qu'elle  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général.  P. 


NOTE  SIR  LA  THEORIE 
DES  COURBES  PODAIRES  SICCESSIYES^ 

Par  m.  William  ROBERTS. 


Je  dois  à  une  lettre  obligeante  de  M.  Prouliei  la  con- 
naissance que  la  iliéoiie  des  podaires  successives  d'une 
courbe  plane  (que  je  croyais  avoir  donnée  le  premier 
dans  un  Mémoire  publié  il  y  a  assez  longtemps  dans  le 
Journal  de  Mathcmaliques  de  M.  Liouville,  t.  X,  i"  sé- 
rie) est  due  à  Maclaurin.  Je  m'empresse  de  dire  que  l'idée 
de  la  dérivation  d'une  suite  de  courbes  d'une  courbe 
donnée  d'après  cette  méthode  a  été  présentée  très-expli- 
citement par  ce  grand  géomètre  dans  les  Philosopliical 
Transactions  de  l'année  1718,  n**  356.  Maclaurin  re- 
marque aussi  que  les  courbes  ayant  pour  équation  po- 
laire r'"  =  a'"  cosvKji  fournissent  l'application  la  plus 
simple  de  cette  théorie.  Il  démontre  que  la  rectification 
de  deux  courbes  successives  dans  la  suite  de  celles  dé- 
rivées d'une  primitive  ayant  une  équation  polaire  de 
cette  forme  conduit  à  celle  de  toutes  les  podaires  de  la 
série. 

Ce  résultat,  donné  par  Maclaurin  il  y  a  presque  cent 
cinquante  ans,  renferme  le  théorème  que  j'ai  publié  dans 
le  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XII,  p.  448,  à  la  fin  d'un 
article  sur  la  rectification  de  quelques  courbes^  et  dont 
j'avais  déjà  donné  un  cas  particulier  dans  mon  travail, 
inséré  au  tome  X. 

Quant  à  mes  autres  recherches  sur  ce  sujet,  qui  se 
trouvent  dans  le  tome  X,  ainsi  que  dans  le  tome  XII, 
p.  4I7  <'t  It^  lome  XIII,  p.  179,  les  résultats  que  j'ai 
obtenus    (dont   quelques-uns  dépendent   dos    propriétés 
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assez  cachées  des  fonctions  elliptiques,  découvertes  par 
Legendre)  montrent  comme  l'idée  de  Maclaurin  est  fé- 
conde et  comme  elle  peut  se  développer  avec  le  progrès 
de  la  science.  Dans  un  Mémoire  publié  par  moi  dans 
les  Annales  de  M.  Tortolinî,  t.  IV,  1861,  p.  i33,  j'ai 
considéré  des  podaires  à  indices  fractionnaires,  tant  pour 
le  cas  de  courbes  que  pour  celui  de  surfaces,  et  j'ai 
étudié  en  particulier  les  propriétés  de  la  surface  podaire, 
à  indice  \^  d'un  ellipsoïde  rapporté  au  centre  pour  le 
pôle.  Cette  surface  présente  les  analogies  les  plus  frap- 
pantes avec  l'ellipse  de  Cassini,  podaire  fractionnaire,  à 
indice  -j-.  d'une  conique  à  centre. 

Je  crois  devoir  mentionner,  comme  très-digne  de  l'at- 
tention des  géomètres,  un  Mémoire  de  M.  J.-A.  Hirst 
sur  des  surfaces  podaires,  publié  dans  les  Annales  de 
M.  Tortolini.  On  y  trouve,  parmi  d'autres  résultais, 
une  expression  élégante  pour  l'aire  superficielle  de  la 

Noie  du  [iédacCeur.  —  Maclaurin  a  reproduit  sa  théorie  des  podaires 
dans  sa  Géométrie  organique.  Malgré  cette  double  publication,  cette  décou- 
verte était  restée  complètement  ignorée  des  géomètres,  lorsque  M,  W. 
Roberts  l'a  retrouvée  de  son  côté  par  une  méthode  qui  lui  est  propre  et 
en  a  fait  d'importantes  applications  à  la  théorie  des  transcendantes  ellip- 
tiques. Nous  profitons  de  cette  occasion  pour  remercier  publiquement  le 
célèbre  géomètre  irlandais  des  belles  questions  dont  il  a  bien  voulu  enri- 
chir les  Nouvelles  Annales,  sous  le  pseudonyme  transparent  de  Stredor. 


oiiESTioAs  ïïïimm  (isgô)  {*). 


Géométrie  élémentaire. 

\.  Lieu  des  points  d'une  sphère  d'où  l'on  voit,  sous 
un  angle  droit,  une  droite  déterminée  de  longueur. 

(*)  On  se  ferait  une  idée  peu  exacte  des  examens  et  de  la  manière  doni 
Ann.  de  Mathcmat.,  2«  série,  t,  111.  (Février  i8G4-)  ^ 
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2.  Des  sommets  (Viin  quadrilatère  spliériquc  comme 
pôles,  ou  décrit  des  arcs  de  grnnd  cercle  terminés  aux 
côtés  du  quadrilatère  prolongés  dans  le  même  sens.  On 
demande  l'aire  totale  de  la  figure  ainsi  obtenue. 

3.  Faire  dans  le  tronc  de  pyramide  une  section  qui 
soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases. 

4.  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  d'un  tétraèdre  se 
coupent  en  un  même  point. 

5.  Les  plans  perpendiculaires  aux  arêtes  d'un  tétraè- 
dre, menés  par  les  milieux  de  ces  arêtes,  se  coupent  en  un 
même  point. 

6.  Les  droites  qui  vont  de  cliaque  sommet  d'un  té- 
traèdre au  centre  de  gravité  de  la  face  opposée  se  ren- 
contrent en  un  même  point. 

7.  Étant  donnés  trois  points  dans  un  plan  et  trois 
points  dans  un  autre  plan,  quelle  est  lacondition  néces- 
saire pour  c|ue  les  droites  qui  les  joignent  se  rencouirent 
en  un  même  point? 

8.  Volume  engendré  par  un  triangle  isocèle  tournant 
autour  d'un  axe  extérieur  passant  par  son  sommet. 

Géométne  descriptive. 

9.  Une  droite,  assujettie  à  rencontrer  quatre  droites 
dans  l'espace,  est  déterminée. 

10.  Projection  de  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux 
droites  dont  l'une  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal. 

ils  sont  conduits,  si  l'on  en  jugeait  par  l'échantillon  que  nous  donnons 
ici.  D'abord  nous  avons  laissé  de  côte  les  questions,  et  ce  sont  les  plus 
nonibi"euses,qui  ne  font  que  reproduire  un  article  du  programme  ofliciel  ; 
nous  avons  ensuile  abrégé  les  énoncés,  ce  qui  peut  leur  avoir  fait  perdre 
sous  le  rapport  de  la  clarté.  Pour  l)ien  juger  d'une  question  d'examen,  il 
ne  faut  pas  la  considérer  isolément,  mais  la  comparera  celles  qui  l'ont 
précédée  et  amenée.  C'est  ainsi  que  la  (lueslion  39,  trcs-didicilc  en  elle- 
même,  n'est  qu'un  corollaire  très-simple  de  la  question  30.  V. 
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il.   Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  coupe 
une  sphère  donnée  suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

12.  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe 
est  vertical.  Trouver  les  traces  du  plan  conjugué  à  une 
droite  donnée. 

13.  Trouver  l'intersection  d'un  cylindre  dont  l'axe  est 
dans  le  plan  horizontal,  par  un  plan  que  déterminent  sa 
trace  horizontale  et  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

14.  Représenter  une  sphère  qui  a  pour  diamètre  une 
droite  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligue  de 
terre  et  dont  on  donne  les  ti^aces. 

15.  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  tan- 
gents au  plan  horizontal. 

IH.  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  dont  l'un 
a  son  axe  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  l'autre 
son  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

17.  On  circonscrit  à  une  sphère  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  également  inclinées  sur  les  deux  plans 
de  projection.  Trouver  les  projections  de  la  courbe  de 
contact. 

18.  Une  circonférence  est  donnée  dans  le  plan  bissec- 
teur de  l'angle  formé  par  les  deux  plans  de  projection. 
Construire  un  cène  qui  ait  pour  base  cette  circonférence 
et  pour  sommet  un  point  pris  dans  le  plan  vertical.  Plans 
tangents  perpendiculaires  au  plan  horizontal. 

19.  On  donne  un  ellipsoïde  dont  deux  plans  princi- 
paux sont  parallèles  aux  plans  de  projection.  Trouver  les 
traces  d'un  plan  qui  coupe  l'ellipsoïde  suivant  un  cercle. 

20.  Mener  une  droite  qui  rencontre  deux  autres  droites 
et  fasse  avec  ces  dernières  des  angles  égaux. 

6. 


(  H4  ) 

21.  Iiiterscciion  d'un  cùnc  et  d'une  sphère. 

22.  On  coupe  un  cylindre  vertical  par  un  plan  perpen- 
diculaire au  plan  vertical,  'l'rouvcr  les  points  de  la  sec- 
tion où  le  plan  est  normal  au  cylindre. 

Algèbre. 

23.  Division  d'un  polynôme  entier  par  x^-\-px  -^  q. 
Forme  du  reste. 

24.  Trouver  la  somme  de  la  suite 

23.  Extraire  la  racine  carrée  d'une  expression  imagi- 
naire. 

26.  Limite  de  [\  a  —  i)'"  pour  m  =  cc  . 

ci^  —  I 

27.  Limite  de  — pour  a:  =  o. 

28.  Maximum  et  minimum  de  la  fraction 

7  j:'  H-  8.r  H-  I 
5  j:-  H-  7  a;  4-  2 

29.  Trouver  le  plus  grand  coefficient  du  développe- 
ment de  (a:  H-  a)'". 

30.  Trouver  l'expression  de 

I  I  i 

1 r  +  ...H 7 

X  —  a        X  —  0  X  —  / 

et  de 


~  ' 


{x  —  aY        {x  —  bf  [^  —  ^f' 

a^b,  c, .  .  . ,  l  étant  les  racines  de  l'équation /"(a;)  =  o, 

31.   Dérivée  de  j^  par  rapport  à  x,  ces  deux  variables 
étant  liées  par  léquatiou 


arc  lan<ï  — 
•ï-"'  +  /'  =  flV 


(  8.)  ) 
3!2,  Démoiîlrer  que  si  u„  esl  le  lerme  général  d'une  série, 

uni  i/w„  =r  lun pour  «  =  ce  . 

"il 

33.  Trouver  deux  nombres,  counaissanlleur  somme  et 
la  somme  de  leurs  cubes. 

34.  Dérivée  de  o:^. 

33.  Nombre  des  racines  réelles  de  Téquation  a'^  =  Lx. 

36.  Si  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f{x) 
et  f'{x)  est  du  p'^'""  degré,  l'équation  J'^x)=o  auia 
m  — p  racines  distinctes. 

37.  Condition  pour  qu'une  équation  du  quatrième 
degré  ait  une  racine  triple. 

38.  Equation  qui  a  pour  racines  les  sommes  des  ra- 
cines d'une  équation  du  troisième  degié,  prises  deux  à 
deux. 

39.  Si  réquationy(x)  =  o  n'a  que  des  racines  réelles 
et  inégales,  l'équation /'(x)^ — f{^)f"{'^)  ^^'^  que  des 
racines  imaginaires. 

40.  Décomposer  [x'^  -\- px  -{-  qY  +  i  en  facteurs  réels 
du  second  degré. 

41.  Résoudre  l'équation 

2  .r  -]-  sm  2  j; =  o 

m 

el  montrer  ([u'elle  a  deux  racines  réelles. 

42.  Calculer  x'"  H eu  fonction  de  x  H —  en  posant 

x'"  X         *■ 

X  -\ —  =  2cos(p.  Expliquer  pourquoi  la   formule  à  la- 
«juelle  on  parvient  convient  à  tous  les  cas. 
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43.  Variaiions  de  la  fonction  — •  Combien  l'équalion 

—  z=h  a-t-ello  de  racines? 

Trigonométrie . 

44.  Signification  géométrique  de  la  formule 

I                 ,        a  —  b         I    , 
tane  -  (A  —  B)  =  y  cot  -  C. 

45.  Rayon  du  cercle  inscrit  en  fonction  de  celui  du 
cercle  circonscrit  et  du  périmètre  du  triangle. 

4G.  La  différence  des  logarithmes  des  tangentes  va- 
t-elle  en  augmentant  ou  en  diminuant  quand  l'arc  aug- 
mente ? 

47.  Surface  d'un  quadrilatère  inscriptible,  connaissant 
les  quatre  côtés. 

48.  Calculer  sin  -  a  et  cos  -  a  en  fonction  de  tans;«, 

2  2  ^ 

49.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  les  angles  et  le 
rayon  du  cercle  inscrit.  Calculer  en  fonction  des  données 
la  surface  du  triangle  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

50.  Des  relations 

abc 


sin  A        sinB        sin  C 
déduire 

a-  =  b'^  -\-  c-  —  2  bc  cos  A. 

51.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle,  la 
distance  du  pied  de  la  hauteur  correspondant  à  cet  angle 
au  milieu  de  la  base,  et  enfin  Fanglo  que  font  entre  elles 
la  hauteur  et  la  médiane. 

(  Lci  Miiic  piocha  iiC4iicnt.  ) 


8; 
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Maximilien  INIarie.  —  Nouvelle  théorie  dcsfonclioiis 
de  variables  imaginaires .  (Fiu.) 

M.  Marie  a  appliqué  ce  mode  de  représentation  des 
équations  à  plusieurs  questions,  notamment  à  l'étude  des 
périodes  des  intégrales  et  à  celle  des  conditions  de  cou- 
vergence  de  la  série  de  Taylor.  La  méthode  s'adapte  telle- 
ment bien  au  premier  de  ces  deux  sujets,  qu  elle  semble- 
rait avoir  été  créée  exprès.  Certaines  intégrales  ont  une 
période  réelle  (celle  qui  exprime  la  surface  d'un  segment 
de  cercle,  par  exemple),  d'autres  une  période  imagi- 
naire (exemple,  I  —  )»  d'autres  les  deux  espèces  de  pé- 
riodes à  la  fois.  L'explication  des  périodes  réelles  est  très- 
simple  :  ces  périodes  ne  sont  autre  chose  que  Faire  de  la 
courbe  fermée  dont  Tinlégrale  en  question  exprime  la 
quadrature  (*).  La  méthode  de  M.  Marie  fournit  avec  une 
égale  facilité  l'explication  des  périodes  imaginaires  :  elles 
sont  les  aires  des  anneaux  fermés  de  conjuguées  compris 
entre  deux  branches  de  la  courbe  réelle,  ou  la  somme  d'un 
anneau  de  la  courbe  réelle  et  d'un  anneau  de  la  conju- 
guée. On  obtient  ainsi  uïie  méthode  plus  simple  que  toute 
autre  pour  évaluer  ces  périodes,  et  l'on  constate  en  même 
temps  deux  théorèmes  intéressants  ;  l'un,  c'est  que  les 
aires  des  anneaux  fermés  de  conjuguées  compris  entre 
deux  branches  consécutives  de  la  courbe  réelle  sont  égales 


(•)  Les  aires  limitées  par  des  branches  infinies  peuvent  se  ramoner  par 
des  tianslorniations  de  variables  à  des  aires  fermées. 
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entre  elles  ;  l'autre^  c'est  que  les  intégrales  jydx  cl  /  xdj  , 

j  el  X  étant  liés  par  une  équation  f{x,  y)  =  o,  ont  les 
mêmes  périodes.  Nous  supposons  écarlées  les  difficultés 
concernant  les  fonctions  qui  ont  plus  de  deux  périodes. 
Ce  dernier  llioorèmc  a  été  démontré  aussi,  ou  peu  s'en 
fiiut,  dans  l'école  de  Cauchy  5  mais  ce  grand  géomètre  ne 
l'avait  pas  encore  entrevu  quand  il  dut  faire  un  Rapport 
à  l'Académie  des  Sciences  sur  les  travaux  de  M.  IMarie. 

Le  lecteur  s'apercevra,  sans  que  nous  ayons  besoin  de 
le  lui  faire  remarquer,  que  cette  méthode  promet  de 
grandes  ressources  pour  l'étude  des  fonctions  définies  par 
des  équations  dilïéi'enlielles  à  deux  variables,  que  ces 
fonctions  soient  ou  non  réductibles  aux  fonctions  double- 
ment périodiques,  tandis  que  la  méthode  de  Cauchy  appli- 
quée par  MM.  Puiseux,  Briot  et  Bouquet  ne  paraît  guère 
avoir  de  puissance  quand  il  s'agit  d'aborder  les  fonctions 
pins  compliquées  que  les  fonctions  doublement  périodi- 
(jues.  Enfin  cette  méthode  permet  de  découvrir  quelque 
chose  concernant  les  périodes  des  intégrales  doubles  et 
multiples,  sujet  qui  avait  résisté  à  Cauchy.  Les  pe'riodes 
des  intégrales  doubles  sont  des  volumes  réels  ou  imagi- 
naires, de  même  que  celles  des  intégrales  simples  sont  des 
aires.  Cependant  une  indétermination  d'un  autre  ordre 
pèse  sur  les  intégrales  doubles  ;  c'est  un  point  pour  lequel 
nous  renvoyons  au  Mémoire  de  notre  auteur  et  qui  de- 
mande bien  des  éclaircissements. 

La  méthode  de  M.  Marie  s'applique  moins  heureuse- 
ment à  la  recherche  des  conditions  de  convergence  de  Ja 
série  de  Taylor.  Elle  ne  devient  utilisable  qu'au  moment 
où  celle  de  Cauchy  cesse  de  l'être,  et  alors  même  elle  est 
loin  de  satisfaire  à  toutes  les  exigences.  Cauchy  n'a  en 
somme  démontré  relativement  à  la  série  de  Taylor  qu'une 
seule  chose  qui  mérite  mention  :  c'est  que  cette  série  est 


(  ^9  ) 
Tïécessairemeiit  conveigenlc  (*)  tant  que  la  variable  x, 
par  rapport  aux  puissances  de  laquelle  le  développement 
est  ordonné,  conserve  uu  module  inférieur  à  tous  ceux  de 
certaines  valeurs  de  x  dangereuses  ou  plutôt  suspectes; 
mais  il  ne  donne  aucun  moyen  de  discerner  parmi  ces 
valeurs  suspectes  celles  qui  sont  réellement  dangereuses 
dans  chaque  cas  déterminé,  et  il  range  même  parmi  les  va- 
leurs suspectes  des  valeuis  qui  ne  le  sont  nullement.  C  est 
ce  que  M.  Marie  fait  très-bien  voir,  mais  il  n'a  lui-même 
qu'une  méthode  précaire  pour  discerner  ces  valeurs  dan- 
gereuses, méthode  qui  ne  conduit  ta  aucune  règle  géné- 
rale certaine.  M.  Marie  suppose  cependant  une  règle  qui 
se  vérifie  dans  tous  les  cas  particuliers,  très-simples  à  la 
vérité,  qu'il  a  examinés  :  de  tous  les  points  suspects  le 
plus  immédialemenl  dangereux  serait  1  un  des  deux  points 
critiques  dont  les  conjuguées  comprennent  entre  elles  le 
point  origine  où  l'on  a  transporté  les  axes  pour  faire  le 
développement  suivant  la  série  de  Mac-Lauiia.Ceténoncé 
convient  pour  le  moins  au  cas  où  les  points  suspects 
appartiennent  à  une  même  branche  de  la  courbe  réelle. 
Mais  le  problème  que  se  propose  ici  M.  INIarie  n'a 
peui-êlre  pas  toute  l'importance  que  Ton  croirait;  la 
plupart  du  temps  on  pourra,  quand  le  nombre  des  points 
suspects  ne  sera  pas  infini,  les  éviter  tous  assez  simple- 
ment sans  disiingncr  ceux  cpii  sont  réellement  dangereux 
(le  ceux  qui  ne  le  sont  pas  (*'''). 


(*)  L'ori[;ine  de  ce  théorème  de  Cauchy  est  dans  la  Théorie  des  fonc- 
tions génératrices  tlsLaplaiCC,  ouvranje  dans  lequel  l'expression  d'un  coef- 
ficient de  la  série  de  Taylor  est  déjà  donnée  en  intégrale  définie  ;  il  y 
avait  peu  à  faire  ensuite  pour  trouver  l'expression  du  reste.  Da  là  une  dé- 
monstration du  théorème  do  Cauchy  plus  claire  que  toutes  celles  qu'il  en 
a  données.  C'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  voir  dans  une  des 
procliaines  livraisons  des  Nouvelles  Annales. 

{" )  Développez/(x)  par  rapport  aux  puissances  de  -7-^ —  ,  11  étant  un 


(  J^o  ) 
M.  Mario  considère  daiîs  le  reste  de  sa  série  de  Mé- 
moires les  lois  qui  régissent  la  courbure  des  conjuguées  et 
de  leur  enveloppe,  ainsi  que  la  manière  de  représenter 
grapliiquenient  les  angles  imaginaires  à  centre  réel  ou 
imaginaire  et  les  triangles  imaginaires.  Ce  sont  des  théo- 
ries élégantes,  faciles  à  comprendre,  et  qui,  par  cela 
même  qu'elles  sont  simples,  devront  rencontrer  des  appli- 
cations; mais  nous  ne  voyons,  quant  à  préseut,  aucune 
raison  pour  y  insister  dans  ce  compte  rendu. 

N.  Landuu. 


BILLETIN. 


m. 


INovi  (Jean),  professeur  d'Algèbre  supérieure  à  l'Univer- 
sité de  Pise. — Trattaio...  Traité  d'algèbre  supé- 
rieure. Première  partie.  Analyse  algébrique .  In-8  de 
viii-458  pages.  Florence,  i863;  Félix  Le  Mounier. 
Prix  ;  lo  francs. 

Voici  le  contenu  de  ce  volume  :  —  Notions  sur  la  théorie  des 
combinaisons.  —  Nombres  complexes.  — Limites  et  continuité 
des  Ibnclious. —  Séries.  —  Considérations  généralessur  la  conver- 
{jence  ;  séries  doubles  :  série  binomiale. —  Séries  exponentielle» 
et  logarithmiques.  —  Séries  circulaires  et  hyperboliques.  — Re- 
cherches  ultérieures  sur  les  séries.  —  Produits  inlinis.  —  Fa- 


paraniètre  à  choisir  après  coup.  Représentez,  à  la  manière  de  Cauchy, 
toutes  les  valeurs  critiques  de  x  par  des  points  du  plan,  et  groupez  en- 
semble, d'une  part,  tous  ces  points  critiques,  d'autre  partie  point  do  dé- 
part et  le  point  d'arrivée.  S'il  est  possible  de  tracer  une  circonférence 
comprenant  un  de  ces  groupes  dans  son  intérieur  et  laissant  l'autre  à 
l'extérieur,  on  pourra  clioisirji  do  manière  que  la  série  soit  convcrjjento 
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cultes  analytiques.  —  Fractions  continues.  —  Leur  réduction 
en  série,  et  réciproquement. 

L'ouvrage  aura  trois  volumes.  Le  second  comprendra  les  dc- 
terminants,  les  fonctions  symétriques,  les  propriétés  des  fonc- 
tions homogènes.  Dans  le  troisième  on  traitera  des  fonctions 
irrationnelles  et  de  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  résolution  algé- 
brique des  équations.  L'auteur  se  recommande  de  M.  le  profes- 
seur Betti  qui  a  bien  voulu  l'aider  de  ses  conseils  et  mettre  à  sa 
disposition  les  manuscrits  des  leçons  faites  par  lui  en  1 858  et  i85g. 

IV. 

MAîfiLirs  (J  -J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées.  — 
Méthode  infinitésimale  sans  métaphysique  et  indé- 
pendante de  la  méthode  des  limites.  lu-S  de  i6  pages 
et  I  planche.  Gand,  i863. 

Il  y  a  des  personnes  qui  refusent  de  croire  que  l'espace  soit 
infiniment  grand  et  affirment  qu'il  a  des  bornes.  M.  Manilius 
entreprend  de  les  ramener  à  de  meilleurs  principes.  Nous  trou- 
vons que  M.  Wanilius  a  bien  de  la  bonté. 

V. 

Société  des  Sciences  naturelles  du  grand-duché  de 
Luxembourg  j  t.  ^  I,  année  i863.  Luxembourg,  18635 
iu-8  de  i32  pages  et  2  planches. 

La  partie  mathématiquedece  recueil  comprend  :—  Détermi- 
nation de  la  relation  qui  existe  entre  la  chaleur  rayonnante,  la 
chaleur  de  conductibilité  et  la  chaleur  latente;  par  M.  de  Colnet 
irHuart,  professeur  à  l'Athénée.  64  pages.  —  Sur  les  courbes  du 
second  degré,  par  M.  J.-P.  Michaelis.  ^o  pages. 

L'auteur  du  premier  Mémoire  annonce  qu'il  a  démontré  rigou- 
reusement, par  les  principes  de  la  Mécanique  rationnelle,  que  la 
chaleur  de  conductibilité  est  un  mouvement  moléculaire.  Il  s'in- 
bpire  des  idées  exposées  par  M.  Lamé  dans  la  Théorie  mathéma- 
lique  de  l'élasticitc  des  corps  solides.  «  C  est  cet  ouvrage  qui  nous  a 
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ti-;u;c  la  voie  que  nous  avons  suivie  dans  ces  lecherclics;  c'est  un 
lioiiimage  que  nous  nous  faisons  un  dfvoir  tle  rendre  à  son 
illustre  auteur.  » 

M.  Michaelis  prend  la  peine  de  refaire  toute  la  théorie  des 
coniques  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  qui  est  l'anyle 
excentrique  des  Anglais  ou  l'anomalie  excentrique  des  astro- 
nomes. M.  Desboves  s'en  est  servi  pour  démontrer  quelques 
propriétés  des  normales  aux  coniques. 

VI. 

PicART  (A.),  agrégé,  professeur  au  lycée  Charleraagne, 
docteur  es  sciences.  —  Essai  dune  théorie  gconiC' 
tiiqiie  (les  surfaces,  dièse  présentée  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris.  Paiis,  1863;  Mailet-Bachelier.  ln-4 
de  72  pages  oL  i  planche. 

Forme  générale  d'une  surface  autour  d'un  point.  —  Lignes 
tracées  sur  les  surfaces.  —  Propriétés  des  surfaces  gauches.  — 
Surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  ou  sphériques. 

Cette  dernière  partie  a  fait  l'objet  d'un  Mémoire  présenté  par 
l'auteur  à  l'Académie  des  Sciences,  le  i5  février  i858.  On  y 
trouve  démontrées  fort  simplement  toutes  les  propriétés  décou- 
vertes par  MiM.  Serretet  Bonnet  dans  leurs  Mémoires  sur  la  même 
question. 

Ml. 

Bergek,  docteur  es  sciences,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  de  Montpellier.  — Etude  sur 
le  déi^eloppement  de  lafonction  perturbatrice  ^  diaprés 
Cauchj.  Montpellier,  Bœhui  et  fils,  i863.  In-4  de 
J2  pages.  —  Etude  sur  les  fonctions  des  variables 
imaginaires,  d^apriis  Cauchy.  IMonlpelIier,  Bœhui  ei 
lils,  i863.  ln-4  de  54  pages  avec  1  planche. 

Dans  la  première  thèse,  M.  Berger  expose  la  méthode  de 
Cauchy  avec  les  éclaircissements  et  les  développements  conve- 
nables, et  rap|)lique  au  calcul  de  l'inégalité  à  longue  période, 
découverte  par  Airy  dans  le  moyen  mouvement  de  Vénus,  sous 
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l'action  pciluibatrice  de  la  Terie.  —  Dans  la  seconde  thèse 
l'auteur  donne  les  ])rincij)es  de  la  théorie  dos  imaginaires  de 
Cauchy.  Le  ihéorîme  sur  le  dévelojjpement  des  fonctions  en 
série  a  déjà  été  reproduit  par  MIM.  Briot  et  Bouquet  avec  d'heu- 
reux éclaircissements;  cej)endant  l'auteur  a  pensé  que  la  dé- 
monstration pouvait  encore  être  complétée,  et  qu'il  était  utile  de 
tr.iiter  le  cas  des  fonctions  implicites.  La  thèse  se  termine  par  la 
théorie  du  compteur  logarithmique  et  de  ses  principales  consé- 
quences. 

Ylil. 

MoiGNo  et  LiKDELOEF.  —  Leçoiis  de  calcul  diffèrenliel 
et  de  calcul  intégral,  rédigées  d'après  les  méthodes 
et  les  ouvrages  publiés  ou  inédits  de  A.-L.  Cauchy, 
(Tome  IV,  P'"  fascicule,  Calcul  des  "vanations.) 
I11-8"  de  xx-352  pages.  Paris,  1861  ;  Mallet-Bachelier. 

L'ouvrage  de  MM.  Moigno  et  Lindelœf  renferme,  sous  un 
petit  volume,  un  traité  complet  de  calcul  des  variations,  com- 
prenant les  travaux  les  plus  récents  effectués  dans  cette  partie 
de  la  science.  Les  auteurs  ont  évité  avec  soin  les  formules  sté- 
riles, si  chères  aux  esprits  médiocres,  ])arce  que  leur  vaste 
ampleur  est  très-propre  à  cacher  le  vide  des  idées.  La  concision 
des  formules  a  beaucoup  gagné  à  l'emploi  d'un  signe  inventé 
par  Sarrus  et  perfectionné  par  Cauchy,  et  qui  sert  à  indiquer 
une  01}  plusieurs  substitutions  faites  dans  une  intégrale  définie. 

Les  princij)es  généraux  occupent  ig'^  j)ages  et  huit  leçons. 
On  y  trouve  la  variation  d'une  intégrale  multiple  d'ordre  queU 
conque;  les  maxima  et  minima  des  intégrales  simples,  doubles 
ou  triples;  la  règle  de  Jacobi  pour  distinguer  les  maxima  des 
minima  dans  le  cas  des  intégrales  simples.  Le  reste  de  l'ouvrage 
est  consacré  aux  applications  :  isopérimètres,  ligne  géodésique, 
brachistochrone,  surface  à  aire  minimum,  surface  à  aire  donnée 
renfermant  le  plus  grand  volume. 

Ces  leçons  font  honneur  à  M.  Lindelœf  pour  les  méthodes 
dont  il  est  l'inventeur,  et  à  M.  Moigno  pour  sa  rédaction  émi- 
nemment lucide. 
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IX. 

Pain  VIN,  professeur  au  lycée  de  Douai.  —  ProprieLés  du 
syslème  des  surfaces  du  second  ordre  conjuguées  par 
rappovL  a  un  tétraèdre  fixe .  Ia-4°  de  38  pages,  ï863. 
(Extrait  du  Journal  do  Crelle,  t.  LXIII.) 

Une  surface  est  conjuguée  par  rapport  à  un  tétraèdre  fixe 
lorsqu'un  sommet  quelconque  du  tétraèdre  est,  relativement  à 
cette  surface,  le  pôle  de  la  face  opposée.  M.  Painvin  démontre, 
au  moyen  des  coordonnées  tétraédriques  (distances  d'un  point 
aux  faces  d'un  tétraèdre  dit  de  référence),  vingt-huit  théo- 
rèmes. Les  extraits  suivants  donneront  une  idée  des  propriétés 
étudiées  par  M.  Painvin  :  Lorsque  les  surfaces  conjuguées  passent 
par  un  point  fixe,  les  plans  polaires  d'un  point  fixe  passent 
eux-mêmes  par  un  même  point,  et  les  pôles  d  'un  plan  fixe  ap- 
partiennent h  une  surface  du  troisième  ordre  passant  par  les 
arêtes  du  tétraèdre,  dont  les  sommets  sont  des  points  doubles.  — 
Lorsque  le  pôle  d'un  plan  fixe  décrit  une  droite  fixe,  les  sur- 
faces conjuguées  enveloppent  une  surface  du  huitième  ordre,  etc  . 

X 

M\RiE  (Maximilien),  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique. 
—  Leçons  d'Algèbre  élémentaire.  Iu-8°  de  viii- 
200  pages.  Paris,  18635  Mallel-Bachelier.  Prix',   /[  ù\ 

L'auteur  définit  l'Algèbre  :  la  théoi-ie  abstraite  des  lois,  et  i! 
éclaircit  ce  que  cette  définition  elie-mème  a  d'abstrait  par  des 
exemples  empruntés  à  la  chute  des  corps  dans  le  vide  et  au 
mouvement  du  pendule.  Le  premier  chapitre  traite  du  calcul 
<les  polynômes  au  point  de  vue  arithmétique,  c'est-à-dire  en 
supposant  que  chacpie  lettre  représente  un  nombre  absolu  et 
que  toutes  les  opérations  indiquées  puissent  s'effectuer.  Le 
chapitre  suivant  traite  du  calcul  algébrique  considéré  au  point 
de  vue  le  plus  général,  de  la  résolution  et  de  la  discussion  des 
équations   du  premier    et   du   second  degré.    Dans   le  chapitre 
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sur  les  inégalités ,  l'auteur  conseille  de  faire  passer  tous  les 
termes  dans  un  seul  membre,  ce  qui  ramène  la  résolution 
d'une  inégalité  à  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteur 
et  à  la  recherche  des  valeurs  qui  rendent  chaque  facteur 
positif  ou  négatif.  Le  précepte  est  judicieux;  mais  nous  ne 
voyons  pas  i)ourqaoi  l'auteur,  sans  les  rejjousser  d'une  manière 
absolue,  cdnseille  d'éviter  des  formes  de  langage  ( — 3<:^o, 
—  5  <C —  3)  amenées  naturellement  par  un  besoin  de  générali- 
sation, et  dont  il  est  facile  de  donner  une  définition  assez  nette 
pour  que  leur  emploi  n'amène  aucune  confusion  dans  les  idées. 
Après  la  théorie  des  niaxima  et  des  minima  vient  un  chapitre 
dont  presque  tout  le  contenu  (développer/ient  du  binôme  et 
d'une  fonction  entière,  relation  entre  les  racines  et  les  coef- 
ficients d'une  équation)  est  attribué  par  l'auteur  à  'V^iète,  nous 
ne  savons  d'après  quels  documents.  Enfin  le  dernier  chapitre 
est  consacré  à  la  résolution  des  équations  binômes  les  plus 
simples  et  à  celle  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 

XI. 

Desargues.  —  OEw^res,  réunies  et  analysées  par  M.  Pou- 
dra^ officier  supérieur  d'état-major  en  retraite.  i  vo- 
lumes in-8  de  viii-5io  et  4^8  pages  et  Sa  planclies. 
Paris,  i863-i8645  Lciber.  —  Prix  :  i5  francs. 

Desargues,  que  M.  Poncelet  a  surnommé  le  Monge  de  son 
siècle,  peut  être  regardé  à  bon  droit  comme  le  père  de  la  Géo- 
métrie moderne,  de  cette  Géométrie  qui  se  distingue  de  celle  des 
anciens  par  la  généralité  de  ses  conceptions,  le  caractère  presque 
intuitif  de  ses  preuves  et  la  grande  fécondité  de  ses  principes. 
M.  Poudra  rend  un  érainent  service  à  l'histoire  de  la  science  et 
à  la  science  elle-même,  en  réunissant  des  œuvres  dont  quelques- 
unes  sont  d'une  excessive  rareté  et  dont  les  autres  sont  simple- 
ment introuvables,  puisque  du  plus  remarquable  ouvrage  de 
Desargues  il  ne  restait  plus  qu'une  copie  manuscrite,  conser- 
vée aujourd'hui  à  la  bibliofhè(iue  de  l'Institut.  M.  Poudra  ne 
s'est  pas  contenté  de  reproduire  les  œuvres  de  son  auteur;  il 
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les  a  accompagnées  d'un  commentaire,  toutes  les  fois  que  cela 
est  devenu  nécessaire  pour  l'inlelligence  du  texte.  Il  a  recueilli 
jusqu'aux  fragments   d'ouvrages  perdus,  et  connus  seulement 
par  les  citations  des  détracteurs  de  Desargues. 

Voici  le  contenu  de  ces  deux  volumes  : 

Premier  volume.  —  Biographie  de  Desargues.  —  Perspective 
de  i636.  —  Traité  des  coniques  (*).  —  Coupe  des  pierres.  — 
Perspective.  —  Gnomonique.  —  Recueil  de  propositions  di- 
verses.—  Perspective  adressée  aux  théoriciens.  —  Extraits  de 
divers  écrits  et  affiches. 

Second  volume. —  Analyse  des  ouvrages  de  Bosse  (le  disciple 
de  Desargues).  —  Diverses  notices  sur  Desargues.  —  Recueil  et 
extraits  de  divers  libelles  contre  Desargues  (Dubreuil,  Melchior 
Tavernier,  Beaugrand  et  Curabelle). 

La  langue  de  Desargues  est  lourde,  embarrassée,  et  semble 
être  antérieure  de  deux  siècles  à  celle  de  Descartes.  A  des  con- 
structions grammaticales  d'un  autre  âge,  elle  joint  un  néologisme 
qui  ajoute  à  son  obscurité.  Desargues  n'a  écrit  que  de  simples 
brouillons,  où  les  idées  sont  en  abondance  sans  doute,  mais  non 
développées.  Cela  explique  le  rapide  oubli  dans  lequel  ses  ou- 
vrages étaient  tombés,  malgré  les  éloges  de  Descartes,  de  Pascal 
et  de  Leibniz.  De  là  résulte  pour  les  hommes  de  génie  eux-mêmes 
la  nécessité  d'être  clairs,  car  il  ne  peut  arrivera  tous,  après 
deux  siècles  d'oubii,  de  rencontrer  un  commentateur  intelli- 
gent et  zélé,  qui  traduise  leurs  ouvrages  en  langue  vulgaire, 
les  édite  à  ses  frais  (**),  et  fasse  briller  leur  gloire  du  plus 
vif  éclat. 


(")  Imprimé  sur  la  copie  faiie  par  de  la  Hire  en  1670.  Il  porte  ce  titre 
bizarre  :  Drouillon-/>rojcl  d'une  atieinCc  aux  cvéïiemcnls  de  lu  rencontre 
d'un  cône  avec  un  plan. 

('*)  M.  Poudra  a  consacré  à  celle  publication  nue  somme  de  mille 
francs  qu'il  a  reçue  de  l'Académie  l'année  dernière  à  titre  d'encouragc- 
nicnl;  mais  cette  somme  a  été  loin  de  couvrir  tous  les  frais.  L'ouvrage  n'a 
été  tiré  qu'à  trois  cents  exemplaires. 


DE  LA  TR\^SF0R«AT10\  GÉOMÉTRIQUE 
DES  FIGIRES  PLAXES, 

Et  d'an  mode  de  génération  de  certaines  conrbes  à  double  conrbare 
de  tons  les  ordres  ; 

Par  m.   E.  de  JONQUIÈRES. 


1.  Le  tome  II  (2*"  série)  des  Mémoires  de  V Académie 
des  Sciences  de  V Institut  de  Bologne,  année  i863,  con- 
tient un  intéressant  article  de  M.  le  professeur  Gremona, 
relatif  à  la  transfoimation  géométrique  des  figures 
planes. 

Je  mêlais  moi-même  occupé  de  cette  question  il  y  a 
quelques  années,  dans  un  Mémoire  sur  la  génération  de 
certaines  courbes  à  double  courbure,  adressé  à  l'Institut 
de  France.  Les  Comptes  rendus  de  Tannée  x  869,  t.  XLIX, 
p.  542,  ont  fait  mention  de  cet  envoi  ;  l'objet  du  Mémoire 
s'y  trouve  succinctement  indiqué  dans  une  Note  d'où 
j'extrais  le  passage  suivant  : 

«  Ce  Mémoire  est  précédé  d'une  introduction  où  je 
»  cherche  à  préciser  l'état  de  la  question  :  il  se  divise  en 
»  deux  parties. 

»  Dans  la  première  partie  je  présente,  sous  plusieurs 
»  points  de  vue,  la  théorie  de  figures  correspondantes 
»  d'un  nouveau  genre  tracées  sur  le  plan,  où  des  points 
»  correspondent  à  des  points  et  des  droites  à  des  courbes 
»  de  l'ordre  //,  douées  d'un  point  multiple  de  l'ordre 
»  [n — i)  qui  leur  est  commun  à  toutes.  Cette  théorie 
))  me  paraît  offrir  quelque  intérêt  par  elle-même;  mais 
»  elle  en  acquiert  aussi  par  l'application  que  j'en  fais  à  la 
))  construction  des  courbes  à  double  courbure.  Ce  sont, 

Aiin.  de  Malhcivat.,  2*^  série,  t.  III.  (Mars  iSfi',.)  7 
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»  en  effet,  les  points  homologues  de  ces  ligures,  désignées 
»  par  moi  sous  le  nom  de  figures  i so graphiques ,  qui 
»  servent  à  guider  les  rayons  vecteurs  roctilignes,  au 
))  moyen  desquels  s'engendre  la  courbe  à  double  cour- 
»  bure  de  l'ordre  [n-\-i).  Celte  application  fait  le 
»  sujet  de  la  seconde  partie  du  Mémoire.  J'explique 
»  comment  on  peut  construire  ainsi  une  courbe  à  double 
))  courbure  d'un  degré  quelconque,  et  je  termine  en  in- 
»  diquant  le  moyen  d'obtenir  la  tangente  en  un  point 
»  quelconque  de  la  courbe.  »  [Comptes  rendus,  t.  XLIX, 
p.  54ci.) 

Les  résultats  auxquels  j'étais  parvenu  dans  ce  Mémoire 
inédit  concordent,  à  plusieurs  égards,  avec  ceux  que 
M.  Cremona  vient  de  publier.  Cependant  nos  points  de 
départ,  nos  conséquences  et  nos  procédés  de  démonstration 
étant  Irès-diliérents,  j'ai  pensé  que  la  publication  de  la 
première  partie  de  mon  travail,  bien  que  tardive,  offrait 
une  certaine  opportunité,  et  ne  serait  pas  sans  intérêt 
pour  les  géomètres. 

Tel  est  l'objet  du  présent  article. 

2.  Supposons  qu'on  ait,  sur  un  plan,  un  réseau  de 
courbes  du  degré  w,  ayant  toutes  en  commun  in  —  i 
points  simples,  et  un  autre  point  O,  qui  soit,  sur  chacune 
d'elles,  multiple  de  l'ordre  n  —  i.  Ce  point  multiple 
équivaut,  comme  on  sait,  quarit  à  la  détermination  de 

chaque  courbe,  à  -n  [u  —  i)  points  simples.  Donc  cha- 
cune des  courbes  du  réseau  est  assujettie,  par  équiva- 
lence, à  passer  par 

-  n  [n  —  i)H-2(«  —  i)  =  -rt(n-f-3)  —  2 

points  donnés,  c'est-à-dire  par  autant  de  points  moins 
deux  (|u'il  en  faut  pour  (lét(  rinincr  une  courbe  du  de- 
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gré  n.  Ces  2/i  —  i  points  fondamentaux,  dont  l'un  esi 
de  l'ordre  n  —  i,  forment  la  hase  (B)  du  réseau. 

3.  Deux  courbes  du  réseau  ne  se  coupent  qu'en  un 
seul  point  autre  que  les  points  fondamentaux;  car  ceux-ci 

ï 

équivalent  à  /i  —  i  +  2  («  —  i)  =  n'  —  i  intersections. 

Toutes   les   courbes   qui    passent  par    un    même    point 

forment  un  faisceau. 

Une  droite  quelconque,  menée  par  le  point  fondamental 
multiple  O,  ne  coupe  l'une  quelconque  des  courbes  C" 
qu'en  un  seul  point.  Réciproquement,  un  point  i  de 
cette  courbe  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  rayon  O/.  D'après 
cela,  on  peut  appeler  rapport  anharnionique  de  quatre 
points  pris  sur  une  courbe  C"  à  point  multiple  de  l'ordre 
n  —  î,  le  rapport  anliarmonique  des  quatre  droites  qui 
les  joignent  au  point  multiple.  On  saura  donc  ce  qu'il 
faut  entendre  par  cette  expression,  dont  M.  Chasles  fait 
usage  depuis  longtemps  dans  la  théorie  des  coniques,  sa- 
voir :  divisions  liomo graphiques  coiTespondanfes  sur  une 
droite  et  sur  une  courbe,  ou  sur  deux  courbes. 

Pour  abréger  le  discours,  j'appellerai  courbes  fonda- 
mentales les  courbes  du  réseau  déterminé  par  les  condi- 
tions ci-dessus. 

4.  J'appelle y/jO-M/'ei  isographiques  planes  de  V ordre  n 
deux  figures  telles,  qu'à  une  droite  quelconque  de  la 
première  (F)  il  correspond ^  dans  la  seconde  (F'),  une 
courbe  de  P ordre  /z,  douée  d'un  point  multiple  dr 
l'ordre  n  —  i  en  un  point  fixe  O',  et  passant  par  2  «  —  2 
autres  points ^xes  (*). 


(*)  Ces  conditions  sont  les  seules  qu'on  puisse  poser  à  priori;  il  en  ré- 
sulte, comme  on  va  le  voir,  cette  conséquence  nécessaire  que,  récipro- 
quement, à  une  droite  quelconque  de  la  ligure  (F')  il  correspond,  dans 
1.1  figure  (F),  une  courbe  douce  d'un  point  lixc  de  l'ordre  n  —  1,  et  passant 


De  telles  figures  peuvent  exister.  Car  soient 

L  =  o,     L'  =  o,     L"=o, 

les  équations  de  trois  droites  données  de  la  figure  (F). 
Toute  droite  de  cette  figure  pourra  être  représentée  par 
une  équation  de  la  forme 

X  et  /ui  étant  deux  indéterminées.  Soient  aussi 

C  =  o ,     C  =  o ,     C"  =  o, 

les  équations  de  trois  courbes  de  l'ordre  /z,  assujetties  aux 
conditions  précitées  dans  la  seconde  figure  (F').  Toute 
autre  courbe,  satisfaisant  aux  mêmes  conditions,  aura 
une  équation  de  la  forme 

C4-VC'-|-fA'C"=o, 

X'  et  y.'  étant  deux  nouvelles  indéterminées. 

Or,  si  Ton  suppose  1' =  al,  y'z=by^  a  el  b  étant 
deux  constantes,  ce  qui  change  l'équation  précédente  en 
celle-ci  : 

C-f  alC'-\-  by.C"  =  o, 

il  est  clair  qu'à  une  droite  de  la  première  figure  il  cor- 
lespondra,  dans  la  seconde,  une  courbe  unique  et  déter- 
minée, puisque  les  valeurs  de  1  et  de  |:x  seront  détermi- 
nées par  la  droite,  et  réciproquement.  On  en  conclut 
aussi  que,  à  un  point,  considéré  dans  la  figure  (F) 
comme  étant  V intersection  de  deux  droites,  il  ne  coires- 
pondra,  dans  la  figure  (F'),  quuji  seul  point,  variable 
avec  le  premier,  et  résultant  de  l'intersection  des  deux 


par  2n  — 2  autres  points  fixes.  Mais  cette  réciproque  n'est  pas  évidente, 
et  il  est  indispensable  de  la  démontrer.  C'est  ce  que  je  ferai  ci-après 
(nos  7,  8  et  9). 
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courbes  foiiditinenlales  corrcspondanfes  à  ces  droites 
(nO  3). 

5.  Celle  analyse  prouve  immédiatemenl  que,  pour  dé- 
terminer deux  figures  isograpliiques  planes  d'un  ordre 
quelconque,  on  peut  prendre  arbitrairement  quatre 
droites  de  la  première  figure,  et  les  quatre  courbes  cor- 
respondantes de  la  seconde.  Car,  à  l'aide  de  l'équation  de 
la  quatrième  courbe,  on  déterminera  les  valeurs  des  con- 
stantes rt  et  i  de  l'équation  précédente,  savoir  : 

A  p. 

X  et  fjt,  X'  et  \)!  étant  les  valeurs  numériques  des  coeffi- 
cienlsde  L',  L"  et  C,  C,  respectivement,  qui  conviennent 
particulièrement  à  la  quatrième  droite  et  à  la  quatrième 
courbe  correspondante. 

6.  Le  caractère  distinclif  des  figures  isographiques 
consiste  donc  d'abord  en  ce  que,  à  une  droite  L  de  la 
figure  (F),  il  correspond,  dans  la  figure  (F'),  une 
courbe  C",  qui  passe  par  in  —  i  points  fixes,  dont  l'un 
est  multiple  de  l'ordre  n  —  i;  que,  à  un  point  variable  a 
de  la  figure  (F),  il  correspond,  dans  la  figure  (F'),  un 
seul  point  a'  variable  avec  a,  et  enfin  qu'à  un  point  a', 
considéré  dans  (F')  comme  étant  le  point  d'intersection 
de  deux  courbes  fondamentales,  il  correspond,  dans  la 
figure  ^F),  un  seul  point  variable  «,  situé  à  l'intersection 
des  deux  dioiles  correspondantes  à  ces  courbes. 

7.  Il  résulte  de  là,  ainsi  qu'on  va  le  démontrer,  que, 
rèciproquemenl 3    à    une   droite   quelconque    L'    de    lu 

figure  (F'),   //  correspond ,   da?is  la  figure    (F),   une 

courbe  C"  de  V ordre  n,  qui  passe  par  in  —  i  points 

fxes,  dont  Vun  est  de  V ordre  n  —  i-  et  quà  un  point 


(     1»2     ) 

variable  a'  de  la  figure  (F'),  il  ne  correspond  f/uurt 
seul  point  variable  a  dans  la  première. 

En  eflet,  la  droite  L'  rencontre  l'une  quelconque  C" 
des  courbes  fondamentales  de  la  figure  (F')  en  n  points 
a',  è',  c',.  .  .,  variables  avec  cette  courbe.  Donc  (n"  6) 
il  correspond  à  ces  points,  dans  la  figuie  (F),  n  points 
a,b,  c,.  .  .,  situés  sur  la  droite  M,  qui,  dans  celte  figure, 
correspond  à  C".  Par  conséquent,  la  ligne  inconnue,  qui 
correspond  à  la  droite  I/,  est  une  courbe  C"  du  degré  «, 
puisque  cette  ligne  possède  n  points  sur  une  droite  quel- 
conque M. 

8.  Je  dis,  en  outre,  que  celle  courbe  C"  passe  par 
an  —  I  points  fixes,  dont  un  esl  multiple  de  l'ordre 
n  —  I. 

Pour  le  démontrer,  commençons  par  remarquer  que 
les  in  —  I  points  fondamentaux  de  la  figure  (F')  déter- 
minent complètement    une  certaine  courbe  fixe  "V     , 

de  l'ordre  n  —  i,  douée  au  point  fondamental   O'  d'un 

point  multiple  de  l'ordre  n —  25  car  cette  courbe  se  trouve 

.     .            ,      .     1                     .      .     ,                         {«  —  i]{n-\-7.) 
ainsi,  par  équivalence,  assujeltie  a  passer  par 

points,  c'est-à-dire  par  autant  de  points  qu'il  en  faut 
pour  déterminer  une  courbe  du  degré  71  —  i . 

Cela    posé,    considérons    le   système   composé   de   la 

courbe  ^       et  d'une  droite   de   direction   quelconque 

O'L',  issue  du  point  multiple  fondamental  CV.  Ce  sys- 
tème est  l'une  des  courbes  fondamentales  de  la  figure  (F'), 
et  il  en  existe  une  infinité  de  semblables,  déierminées 
par  les  différentes  droites  qu'on  peut  mener  du  point  O', 

en  les  associant  à  la  courbe  fixe  \]     •  En  elîet,  cbacun 

de  ces  systèmes  lepréseiiic  une  courbe  du  degré  n.  (jui  a 
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lin  point  nuilliple  de  l'ordre  ii  —  i  en  O',  el  qui  passe 
par  tous  les  autres  points  fondamentaux  de  la  figure  (F'). 
A  chacune  de  ces  courbes  particulières,  que  j'appellerai 
cour'hes  fondamentales  brisées,  il  correspond,  dans  (F), 
une  certaine  droite  L^  el  comme  ces  courbes  forment  un 
faisceau,  les  droiles  correspondantes  en  forment  un  aussi, 
c'est-à-dire  qu'elles  passent  toutes  par  un  seul  et  même 
point  O. 

Soit  actuellement  31'  uue  droite  quelconque  de  la 
figure  (F').  Chacune  des  courbes  fondamentales  brisées 
ne  coupe  M'  qu'en  un  seul  point  qui  varie  avec  cette 
courbe',  car  les  n  —  i   autres  points  d'intersection  sont 

ceux  où  M'  coupe  la  courbe  fixe  et  invariable    >^     , 

et  par  conséquent  sont  invariables,  quelle  que  soit  la 
courbe  sécante.  Donc  chacune  des  droites,  telles  que  L, 
qui,  dans  la  figure  (F),  correspondent  à  ces  courbes  bri- 
sées, doit  être  telle,  qu'elle  ne  coupe  la  courbe  S", 
correspondante  à  la  droite  INI',  qu'en  un  seul  point 
susceptible  de  varier  avec  celte  droite,  ce  qui  ne  peut 
évidemment  avoir  lieu  que  si  la  courbe  S"  est  douée 
d'un  point  de  l'ordre  n  —  i  situé  sur  cette  droite.  Or 
toutes  ces  droites  L  passent  par  un  même  point  O; 
donc  c'est  ce  point  O  lui-même  qui  est  le  point  de 
l'ordre  n  —  i  sur  la  courbe  S".  On  en  conclut,  puisque  S" 
est  une  courbe  fondamentale  quelconque  de  la  figure  (F), 
que  toutes  ces  courbes  sont  douées  d'un  point  de  l'ordre 
n  —  I  en  un  même  point  fixe  O. 

9.  En  second  lieu,  considérons  le  système  composé 
d'une  droite  O' a'  joignant  le  point  O'  à  l'un  a'  des  points 
simples  fondamentaux  (B')  de  la  seconde  figure,  et  d'une 

courbe  S|^_|)  douée  en  O'  d'un  point  de  l'ordre  n  —  2,  et 

passant  par  tous  les  points  fondamentaux  (B');i  l'exclusion 
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du  point  a' \  courbes  dont  il  existe  une  infinité,  puisque 
chacune  d'elles,  pour  être  déterminée,  a  besoin  d'une 
condition  de  plus  que  celles  qui  viennent  d'être  indi- 
quées 5  ce  système  forme  une  autre  espèce  de  courbe 
fondamentale  brisée  de  la  figure  (F').  Donc  il  lui  corres- 
pond, dans  la  figure  (F),  une  certaine  droite  L;  et  toutes 
les  droites  L,  correspondantes  à  ces  courbes  brisées  qui 
forment  un  faisceau,  forment  elles-mêmes  un  faisceau, 
c'est-à-dire  passent  par  un  même  point  a. 

Soit  maintenant  une  droite  quelconque  M'  de  la  figure 
(F').  Chacune  des  courbes  brisées,  dont  il  vient  d'être 
question,  coupe  M'  en  un  point  fixe  (M',  O'a'),  et  en 
n  —  I  autres  points,  seuls  susceptibles  de  varier  en  même 
temps  que  cette  courbe.  Donc  la  courbe  S",  correspon- 
dante à  M',  doit  être  telle,  qu'elle  ne  coupe  chaque 
droite  L,  correspondante  à  une  courbe  brisée,  qu'en 
n  —  I  points  susceptibles  de  varier  avec  cette  droite, 
et  que  le  w'^"*^  point  d'intersection  soit  fixe  5  ce  qui 
exige  que  la  courbe  passe  par  un  point  fixe  situé  sur 
celte  droite.  Or  toutes  les  droites  L  passent,  comme  on 
vient  de  le  dire,  par  un  même  point  a.  Donc  la  courbe  S" 
passe  aussi  par  ce  point,  et  par  conséquent  il  en  est  de 
même  de  toutes  les  autres  courbes  fondamentales  de  (F), 
puisque  S"  est  l'une  quelconque  de  ces  courbes. 

En  considérant  successivement  les  autres  points  fon- 
damentaux &',  c',  J', .  .  .,  de  la  figure  (F'),  on  prouve- 
rait pareillement  que  chaque  courbe  S"  passe  par  autant 
de  points  fixes  £,  c,  c^, .  .  . ,  dans  la  figure  (F).  Donc  enfin 

//  existe  une  réciprocité  parfaite  entre  les  deux 
fgures,  et  l'on  peut  compléter  la  définition  des  figures 
isographiques  donnée  plus  haut  (n°  4),  en  disant  que 
réciproquement,  à  une  droite  quelconque  de  la  seconde 
figure,  il  correspoTid,  dans  la  première,  une  courbe  du 
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degré  n  assujettie  à  passer  par   -in  —  i    poi/ils  Jixes, 
dont  Vun  O  est  multiple  de  l'ordre  n  —  i. 

10.  Cherchons  maintenant,  afin  de  bien  approfondir 
les  relations  existantes  entre  les  deux  figures,  quels  sont 
les  points  d'une  figure  qui  correspondent  aux  points  fon- 
damentaux (simples  ou  multiple)  de  l'autre. 

Soient  deux  droites  OL,  OM  de  la  figure  (F).  Les 
courbes  correspondantes  dans  (F')  sont  des  courbes  bri- 
sées, composées  de  la  courbe  fixe  \^      et  de  deux  droites 

O'L',  O'M'.  Ainsi  le  point  multiple  O  a  pour  homo- 
logues, dans  la  figure  (F'),  tous  les  points  de  la  courbe 

X       indistinctement.  Et,  réciproquement,  le  point  mul- 

tiple  O'  a  pour  homologues  tous  les  points  de  la  courbe 

V      j  qui  est  déterminée,  dans  la  figure  (F),   par  les 

in  —  2  points  fondamentaux  a,b^c^...,  et  parle  point  O, 
considéré  comme  étant  multiple  de  Tordre  n  —  2. 

Soient  OL  et  LÎM  deux  droites  de  la  figure  (F),  qui  se 
coupent  au  point  L.  Les  courbes  correspondantes  de  la 
figure  (F')  sont,  respectivement,  une  droite  O'L'  com- 

binée  avec  la  courbe  fixe  \^      ,  et  une  autre  courbe  fon- 

f 

damentale  C^*   Or  cette  G,'    ne  coupe   ^        en  aucun 

point  variable,  puisqu'elle  a,  en  commun  avec  elle,  les 
2^ — I  points  fondamentaux,  dont  l'un  est  de  Tordre 
n  —  1  sur  Tune  et  de  Tordre  n  —  a  sur  l'autre,  ce  qui 
donne,  par  équivalence,  n  [n  —  i)  points  d'intersection. 
Donc  le  point  d'intersection  de  OL  et  de  LM  a  néces- 
sairement pour  homologue  le  point  de  rencontre  de  O'  L' 

avec  la  courbe  S^  Ainsi  les  points  de  OL  ont  leurs  ho- 
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niologues  sur  O'L'  et  non  sur  la  courbe  fixe  \^     ;  ce  qui 

s'accorde  avec  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  savoir,  que 
cette  courbe  fixe  correspond  tout  entière  au  seul  point  O. 

H  .  Supposons  encore  que  les  droites  aL,  «M,  «N,..., 
se  coupent  au  point  fondamental  simple  a.  Les  courbes 
correspondantes  dans  la  figure  (F')  se  décomposeront, 
comme  on  vient  de  le  voir,  en  une  seule  et  même  droite 

O' a',  et  en  diverses  courbes  S'     5  T'     5  R'     v»  corrcs- 

'  n — 1  n — 1  n — I 

pondantes,  une  à  une,  aux  droites  afj,  «M,  aJN,...,  res- 
pectivement. Ces  courbes  ayant  en  commun  le  point  O', 
qui  est  de  l'ordre  n  —  2  sur  cliacuue  d'elles,  et  2/i  —  3 
autres  points,  ne  se  coupent  plus.  Donc  ou  peut  dire 
qu'au  point  fondamental  a  correspondent,  dans  l'autre 
figure,  tous  les  points  de  la  droite  fixe  O'a'. 

Enfin  on  démontrerait,  par  des  considérations  ana- 
logues, que  toute  droite,  telle  que  ab,  qui  passe  par  deux 
points  fondamentaux  a,  b  de  la  figure  (F),  a  pour  cor- 
respondante une  courbe  qui  se  décompose  en  trois  bran- 
ches distinctes,  savoir,  deux  droites  O'rt',  O'^',  joignant 
le  point  O'  aux  points  fondamentaux  a',  b',  et  une  courbe 

fixe  ^„_,î  de  l'ordre  n  —  2,  qui  est  déterminée  par  le 

point  O',  considéré  comme  étant  un  point  multiple  de 
l'ordre  Ai  —  3,  et  par  les  2»  —  4  autres  points  fonda- 
mentaux simples  de  (F'). 

12.  Par  exemple,  si  «  =  2,  ce  qui  est  le  cas  de  la  trans- 
farmation  conique,  toute  droite  d'une  figure,  qui  passe 
par  l'un  des  points  fondamentaux,  a  pour  homologue, 
dans  l'autre  figure,  le  système  de  deux  droites  passant 
par  les  trois  points  fondamentaux  de  celle-ci  j  résultat  déjà 
signalé  par  MM.  Stcincr  et  Magnus,  dans  le  cas  particu- 
lier dont  il  s'agit  ici. 
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13.  Afin  d'abréger,  je  me  bornerai,  en  général,  dans 
ce  qui  va  suivre,  à  donner  les  énoncés  des  propositions. 

Mais,  après  les  explications  précédentes,  le  lecteur  en 
trouvera  sans  peine  les  démonstrations, 

^  une  courbe  quelconque  de  r ordre  m,  tracée  dans 
le  plan  de  Vune  des  deux  figures^  d  correspond,  dans 
l'autre,  une  courbe  de  l'ordre  mn,  douée  en  O  (ou  en  O') 
dun  point  multiple  de  l'ordre  m [n  —  i),  et  de  [un  —  i) 
points  de  tordre  m  aux  points  fondamentaux  de  cette 
Jlgure. 

14.  Dans  deux  Jigures  isographiques  planes,  quatre 
points  de  l'une,  situés  en  ligne  droite,  ont  leur  l'apport 
anharinonique  égal  à  celui  des  quatre  points  homo- 
logues situés  sur  la  courbe  correspondante  de  Vautre 
figure. 

C'est  une  généralisation  du  ibéorème  analogue  dans 
les  figures  homograpliiques,  qui  ne  sont  au  reste  qu'un  cas 
particulier  des  figures  isographiques;  celui  où  Ton  a 
«  =  I. 

Pareillement,  quatre  droites  de  la  première  figure, 
issues  d'un  même  point,  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  égal  à  celui  des  quatre  courbes  correspondantes 
dans  la  seconde. 

15.  Deux  figures  iso graphiques  sont  déterminées, 
quand  on  donne  quatre  droites  de  la  première  figure 
et  les  quatre  courbes  correspondantes  de  la  seconde. 

Elles  sont  également  déterminées,  si  l'on  connaît 
quatre  couples  de  points  homologues,  et,  en  outre,  la 
base  (B')  du  réseau  des  courbes  de  l'une  des  deux 
figures. 

16.  Dans  ces  deux  cas,  il  reste  à  déterminer  les  points 
fondamentaux  (B)  de  l'autre  figure.  Pour  cela,  ou  mènera 
par  le  |.oiiit  O'  deux  droites  ([uelconquc.s  O'L',  O'M', 
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et,  sur  cliacunc  d'elles,  on  prendra  deux  points  /',  L', 
Tn\  M'.  On  cherchera  leurs  homologues  /,  L,  m,  M  daus 
l'autre  figure.  Le  point  de  concours  O  des  deux  droites 
L/,  M//Z  est  le  point  fondamental  multiple  de  cette 
figure. 

Pour  trouver  les  points  fondamentaux  simples,  on 
tracera  une  droite  quelconque  de  la  seconde  figure,  et  on 
déterminera  la  courbe  C"  correspondante  dans  la  pre- 
mière. Ensuite,  si  l'on  mène  des  droites  par  les  points 
fondamentaux  (B'),  on  connaîtra  immédiatement  les 
droites  Oa,  Ob,  Oc,  ..,  qui,  dans  la  figure  (F),  font 
partie  intégrante,  respectivement,  des  courbes  fonda- 
mentales brisées  correspondantes  à  ces  droites  (n°ll), 
cl  qui  passent  par  les  points  fondameulaus  cherchés  de 
la  figure  (F).  Les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec 
la  courbe  G"  sont  les  points  (B). 

17.  Dans  tout  ce  qui  précède,  les  figures  isographiques 
étaient  tracées  indistinctement  sur  deux  plans  différents 
ou  sur  un  seul.  Les  théorèmes  suivants,  au  contraire, 
supposent  esseniiellement  qu'elles  sont  situées  sur  un 
seul  et  même  plan.  Cette  hypothèse  donne  lieu  à  des 
conséquences  intéressantes. 

18.  La  coitihe,  lieu  d^ intersection  des  droites  d'une 
figure^  formant  un  faisceau,  av>cc  les  courbes  du  faisceau 
correspondant  de  Vautre  figure,  est  une  courbe  du  degré 
71  -h  I ,  qui  a  un  point  de  l'ordre  n  —  i  au  point  multiple 
fondamental  de  celle-ci. 

C'est  une  conséquence  du  n°  14. 

19.  La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  les 
points  d^une  droite  L  aux  points  homologues  de  la 
courbe  correspondante  dans  Vautre  figure,  est  une 
courbe  de  la  classe  «  -+- 1 ,  qui  a  la  droite  L  pour  tan- 
gente nndfiple  de  l'ordre  ;/. 
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20.  Dans  deux  figures  iso graphiques,  placées  d'une 
nianière  quelconque,  les  points  de  la  figure  (F'),  qui 
satisfont  à  la  condition  que  les  droites  qui  les  joignent 
à  leurs  homologues  respectifs  dans  la  figure  (F)  pas- 
sent toutes  par  un  même  point  donné  P,  sont  situés  sur 
une  courbe  U'  de  l'ordre  «  +  i,  qui  passe  parlepointV 
et  par  les  points  (B'),  et  qui  a  en  O'  un  point  de  V ordre 
n  —  I . 

Les  points  cori'espondants  de  la  figure  (F)  sont  égale- 
ment situés  sur  une  courbe  U,  de  l'ordre  «  + 1 ,  qui  passe 
par  le  point  P,  par  les  points  (B),  et  qui  a  un  point 
de  Voj'dre  n  —  i  en  O. 

Ces  deux  courbes  U,  U',  dont  les  points  se  correspon- 
dent un  à  un  et  sont  situés  sur  des  droites  concourantes 
en  un  même  point,  ont,  avec  les  courbes  homologiques 
ordinaires,  certaines  analogies  qui  n'échapperont  pas  à 
l'attention  du  lecteur;  je  les  appellerai  courbes  isolo- 
giques, relatives  au  point  P. 

Une  droite  PL,  issue  du  point  P,  coupe  généralement 
la  courbe  U  en  n  points,  et  elle  coupe  la  courbe  U'  en  7i 
autres  points,  ({ui  sont  les  homologues  des  premiers,  res- 
pectivement. Comme  cas  particuliers,  la  droite  PL  peut 
jiasser  par  le  point  O,  ou  par  l'un  des  points  simples  fon- 
damentaux a,  ^, . . .  5  elle  peut  aussi  se  confondre  avec  la 
ligne  00',  si  le  point  P  est  pris  sur  cette  ligne.  Je  n'entrerai 
pas  dans  ces  détails,  qui  ne  présentent  aucune  difficulté, 
après  ce  qui  a  été  expliqué  ci-dessus  (n°*  10,  11  et  12). 

21.  Deux  figures  isographiques  étant  placées  d'une 
manière  quelconque  dans  un  même  plan,  il  existe,  en 
général,  dans  ce  plan  n  -\-  i  points  doubles,  c'est-à-dire 
qui,  étant  considérés  comme  appartenant  à  l'une  des 
deux  figures,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans 
l'autre. 
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Eu  effet,  soient  U  et  V  les  deux  courbes  isologiques 
de  la  figure  (F),  relatives  à  deux  points  quelconques  P, 
Q  de  cette  figure.  Chacun  dt;s  points  d  intersection  de 
ces  deux  courbes,  étant  considéré  comme  appartenant  à 
la  figure  (F),  est  tel,  que  si  on  le  joint  à  son  homo- 
logue dans  la  figure  (F'),  on  obtient  une  droite  qui  passe 
tout  à  la  fois  par  le  point  P  et  par  le  point  Q.  Donc,  à 
l'exception  des  n  points  que  les  deux  courbes  U,  V  ont 
en  commun  sur  la  droite  PQ,  tous  ces  points  d'intersec- 
tion sont  des  points  doubles^  c'est-à-dire  des  points  qui 
coïncident  avec  leurs  homologues.  Or  ces  deux  courbes 

ont  ji  —  I  points  communs  confondus  en  un  seul  au 
point  multiple  O,  et  i  [ji  —  i)  autres  points  communs^ 
savoir,  les  points  (B).  Donc  le  nombre  des  points  doubles 
cherchés  est 


n  -{-  i  —  n  —  i  —  2(«  —  i)  —  n  =  n  -\-  Q.. 

Ainsi,  dans  le  cas  des  figures  homographiques  où  /z  =  i, 
le  nombre  des  points  doubles  est  3,  comme  on  le  sait. 

22.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que,  si  l'on  prend 
deux  points  cjuelconques  S,  S'  dans  l'espace,  et  qu'on  les 
joigne  respectivement  aux  points  homologues  de  deux 
figures  isographiques  tracées  sur  un  plan  (ou  sur  deux 
plans  d!fférenls),/e5  arêtes  homologues  de  ces  deux  fais- 
ceaux iso  graphique  s  se  coupent  sur  une  courbe  à  double 
courbure  du  degré  n  -{-  2,  puisqu'il  existe,  sur  un  plan 
quelconque,  n -h  1  points  doubles,  c'est-à-dire  n -\- 2 
points  de  rencontre  de  ces  arêtes  homologues.  Ce  théo- 
rème se  conclut  aussi  du  n°  20,  et  ce  second  mode  de  dé- 
monstration fait  mieux  connaître  les  particularités  de  la 
courbe  gauche  engendrée.  On  voit  ainsi  que  cette  courbe 
passe  par  les  points  S,  S',  O,  O',  et  n'y  a  pas  de  point 
double;  elle  est  donc,   à  ce  point  de  vue,  générale  dans 
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son  degré.  Mais,  ainsi  que  le  lecteur  le  reconuaitra  avec 
un  peu  d'attention,  elle  offre  cette  singularité  quelle 
s'appuie  n  fois  sur  chacune  des  droites  SO,  S'O'. 

23.  Dans  le  cas  de  «  =  i,  les  deux  faisceaux  de  droites 
sont  honiograpliiques,  et  la  courbe  à  double  couibure  est 
du  troisième  ordre,  comme  on  le  savait  (*).  La  théorie  des 
figures  isographiques  conduit  donc  directement  à  une 
généralisation  de  ce  mode  particulier  de  génération,  et  le 
rend  applicable  à  des  courbes  gauches  de  tous  les  ordres, 
lesquelles  n'offrent  aucune  autre  singularité  que  celle 
dont  je  viens  de  parler.  Cette  théorie  d'ailleurs  ne  fait 
guère  usage  que  de  courbes  douées  d'un  point  multiple 
de  l'ordre  le  plus  élevé  que  leur  degré  comporte,  et  l'on 
sait  que  ces  courbes  sont  précisément  celles  que  la  géo- 
métrie pure  donne  les  moyens  de  construire  directement 
dans  tous  les  cas. 


IVOTE  SUR  l^E  PROPRIÉTÉ  DE  L'ELLIPSE; 

Par  m.   Léopolu  BRASSEUR, 

Docteur  es  Sciences  physiques  et  mathématiques,  Répétiteur  à  l'École 

des  Mines  de  Liéjrc. 


I.  Les  bissectrices  des  angles  que  les  deux  rayons  vec- 
teurs d\in  point  quelconque  de  l  ellipse  font  avec  le 
grand  axe  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  élcuée  à 
Vextréndté  du  demi  grand  axe  positif. 


(*)  Voyez  le  beau  Mémoire  sur  les  courbes  à  double  courbure  du  troi- 
sième ordre,  que  M.  Chasies  a  inséré  dans  le  tome  XLV  des  Comptes  ren- 
dus de  l'Académie  des  Sciences.  Voyez  aussi,  dans  le  t.  l*"",  2*^  série,  des 
Nouvelles  Annales  de  Maihc>mal:ques,  un  savant  travail  de  M.  Cremona  sur 
quelques  parties  du  même  sujet.  Ce  sont  deux  belles  applications  des  mé- 
thodes fécondes  de  la  Géométrie  pure. 


Les  bissectrices  des  suppléments  des  mêmes  angles  se 
coupent  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  l 'extrémité  du 
demi  grand  axe  négatif. 

Démonstration .  —  x' ,  y'  étant  les  coordonnées  d'un 
point  n  pris  sur  l'ellipse  dont  a  et  b  sont  les  demi-axes 
principaux,  on  a 

(i)  a'j''--+-b\T''  =  a^b\ 

En  désignant  par  2a,  2a',  les  angles  que  les  deux  rayons 
vecteurs  du  point  n  font  avec  le  grand  axe,  on  a,  en  po- 
sant a^  —  h^  =.c^^ 

y' 

tang2a=  — ^ ) 

X  —  c 

et  en  changeant  +  c  en  — c, 

y' 

tan!i2a'  =  -7^ 


Les  valeurs  de  tangaa  et  de  tang  laJ  fournissent  celles 
de  tanga  et  tang  a'  par  la  formule  connue  de  Trigonomé- 
trie 

—  \  -\-  V  '  +  tang' 2  a 

tanga  = • 

°  tang  2  a 

Substituant  la  valeur  de  tang 2 a  dans  cette  égalité,  on  a 

tang  a  =  —  [ —  [x'  —  t-)-H-  v/x''4- j" —  "2- ex'  -+-  c^\. 

Si  dans  cette  expression  on  remplace  j''-  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  (1),  afin  d'exprimer  que  le  point  «  ap- 
partient à  l'ellipse,  on  trouvera  que  la  quantité  sous  le 
radical  devient  un  carré  parfait  en  y  faisant  a* —  i*  =  c*, 
et  l'on  aura 

(i  —  x'  I 

2  tanga  = —  [n -a- c ), 

ay 
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et  en  changeant  -f-  c  en  —  c, 


;3)  tanga'=:  " 


ay 
Actuellement,  les  équations  des  deux  bissectrices  seront 

(4)  j=tanga(a:  — c), 

(5)  j  =  tanga'(ar-+-c). 

L'élimination  de  j  entre  ces  deux  équations  donne, 
pour  l'abscisse  du  point  d'intersection  des  deux  bissec- 
trices : 

(6)  ^^^    tanga  +  tangg- 

tang  a  —  tang  a 

Or,  d'après  les  équations  (a)  et  (3),  on  trouve 
tanga  -f-  tanga'        a 

r  =  —  » 

tanga  —  tanga         c 
et  l'équation  (6)  devient 


Cette  valeur  dex  étant  indépendante  des  coordonnées 
du  point  particulier  n  pris  sur  l'ellipse,  il  s'ensuit  que 
l'équation  x=.a^  qui  représente  une  perpendiculaire 
élevée  à  l'extrémité  du  demi  grand  axe  positif,  est  celle 
du  lieu  géométrique  mentionné  à  l'énoncé. 

Comme  la  bissectrice  d'un  angle  est  perpendiculaire  à 
la  bissectrice  du  supplément  de  cet  angle,  il  en  résulte 
qu'on  obtient  le  lieu  géométrique  dont  il  est  fait  mention 
à  la  seconde  partie  de  l'énoncé,  en  remplaçant  dans  l'équa- 
tion  (6)    tanga  et   tanga'  respectivement  par 

tanga 

et —-,•,  ce  qui  donne  pour  le  lieu  cherché 

x-=^  —  a.  c.    Q.    F.    D. 
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Remarque.  —  Li-  changement  de  4-/»^  en  — b-  con- 
duisant aux  mêmes  résultats,  la  propriété  démontrée  con- 
vient également  à  l'hyperbole. 

Puisque  la  bissectrice  d'un  angle  est  perpendiculaire  à 
la  bissectrice  du  supplément  de  c(ît  angle,  on  déduit  aisé- 
ment du  théorème  qui  précède  le  corollaire  : 

Corollaire.  —  Si  deux  angles  droits  tournent  chacun 
autour  de  son  sommet  supposé  fixe,  de  manière  que  le 
point  d'intersection  de  deux  de  leurs  côtés  décrive  une 
droite  perpendiculaire  à  la  droite  qui  unit  les  sommets 
des  deux  angles,  le  point  d'intersection  des  deux  autres 
côtés  décrira  une  droite  parallèle  à  la  première.  Les  deux 
droites  ainsi  décrites  seront  à  égale  distance  du  milieu  de 
la  droite  qui  unit  les  deux  sommets. 

II.  La  tangente  en  un  point  quelconque  de  V ellipse  et 
les  bissectrices  des  angles  que  les  deux  rayons  vecteurs 
de  ce  point  font  avec  le  grand  axe  se  coupent  sur  la 
perpendiculaire  élevée  à  V extrémité  du  demi  grand  axe 
positif. 

La  tangente  et  les  bissectrices  des  supplémetits  des 
m.êmes  angles  se  rencontrent  sur  la  perpendiculaire  éle- 
vée à  V extrémité  du  demi  grand  axe  négatif. 

Démonstration.  —  En  efTet,  si  dans  l'équation  de  la 
tangente  au  point  x\y'  on  fait  j?  =  «,  on  trouve 


ajr 

et  si  dans  l'équation  (4)  ou  (5)  de  l'une  ou  de  l'autre  des 
bissectrices  on  pose  x  =  ^,  on  a  dans  les  deux  cas  : 

_  (a^— c2)(a  — ^')_  b\{n  —  x') 
ay'  ay' 

valeur  idcnti([ue  à  la  précédente.  Donc,  etc. 
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On  démontrerait  la  seconde  partie  de  l'énoncé  en  opé- 
rant delà  même  manière  sur  les  équations  des  bissectrices 
des  suppléments  des  angles  en  question.  c.   Q.   f.  d. 

CoroUaive  I.  —  La  tangente  en  un  point  quelconque 
de  l'ellipse  et  la  bissectrice  de  l'angle  que  l'un  des  deux 
ravons  vecteurs  de  ce  point  fait  avec  le  grand  axe  se  cou- 
pent sur  la  perpendiculaire  élevée  à  l'extrémité  du  demi 
grand  axe  positif. 

La  tangente  et  la  bissectrice  du  supplément  du  même 
angle  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  l'extré- 
mité du  demi  grand  axe  négatif. 

Corollaire  II. — Si  un  angle  droit,  dont  le  sommet  coïn- 
cide avec  l'un  des  foyers  d'une  ellipse,  tourne  autour  de 
ce  foyer  supposé  fixe,  les  deux  côtés  de  l'angle  rencontrent 
respectivement  les  perpendiculaires  élevées  aux  extrémi- 
tés du  grand  axe,  en  deux  points  tels,  c{ue  la  droite  qui  les 
unit  est  tangente  à  l'ellipse. 

Corollaire  III.  —  Si  un  angle  droit  tourne  autour  de 
son  sommet  supposé  fixe,  ses  cotés  rencontrent  respecti- 
vement deux  droites  parallèles  situées  de  part  et  d'autre 
de  ce  sommet  en  deux  points  tels,  que  la  djoite  qui  les 
unit  est  tangente  à  une  même  ellipse  dont  un  des  foyers 
coïncide  avec  le  sommet  de  l'angle,  et  dont  le  grand  axe 
est  égal  à  la  distance  entre  les  deux  parallèles. 

IIL  Soient  donnés  deux  faisceaux  de  rayons,  ayant 
respectivement  pour  centres  les  points  f  et  f  et  se  ren- 
contrant deux  à  deux  sur  une  droite  D,  perpendiculaire 
à  la  droite  ff  qui  unit  les  deux  centres.  En  considérant 
deux  rajons  quelconques  qui  se  coupent  sur  la  droite  D, 
si  Von  J  ait  tourner  cliacun  d'eux  autour  de  son  centre  j  us- 
quàce  quel' angle  qu'il  fait  actuellement  avecla  droiteff 
soit  doublé^  les  deux  rayons  dans  leur  nouvelle  position 

8. 
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se  couperont  sur  une  courbe  du  second  degré,  ayant  pour 
foyers  les  centres  des  deux  faisceaux  et  pour  demi  grand 
axe  la  distance  du  milieu  de  la  droite  ff  à  la  droite  D. 

Pour  démontrer  celte  propriété,  réciproque  du  théo- 
rème I,  supposons  la  droite  D  située  au  delà  des  deux 
centres  ûxes  f  et  f .  Considérons  en  outre  l'ellipse  ayant 
pour  foyers  les  centres/" et y^',  et  pour  demi  grand  axe  la 
distance  du  milieu  de  la  droite  ff  à  la  droite  D. 

En  construisant  :  i*'  les  deux  rayons  vecteurs  d'un 
point  quelconque  n  de  cette  ellipse  ^  a*'  les  bissectrices  des 
angles  que  ces  deux  rayons  vecteurs  font  avec  le  grand  axe, 
ces  deux  bissectrices  se  couperont  en  vertu  du  théorème  I 
sur  la  droite  D.  D'autre  part,  si  on  fait  tourner  chaque 
bissectrice  passant  par  un  foyer  autour  de  ce  dernier  jus- 
qu'à ce  que  l'angle  de  la  bissectrice  avec  le  grand  axe  soit 
doublé,  les  deux  bissectrices  dans  leur  nouvelle  position 
coïncideront  avec  les  deux  rayons  vecteurs  du  point  /z  et 
par  suite  se  couperont  sur  l'ellipse  proposée.      c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Cette  propriété  permet  de  transformer 
une  droite  en  une  ellipse,  et  dans  cette  transformation  il 
existe  cette  relation  entre  un  point  de  la  droite  et  le  point 
correspondant  sur  l'ellipse,  que  la  droite  qui  les  unit  est 
tangente  à  l'ellipse. 

Sl]R  L'ÉQIATIOIV  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 
ET  SIR  INE  ÉQUATION  DU  DIXIÈME  DEGRÉ  DE  JACORI; 

Par  m.  FAURE. 


L'équation  générale 

ax'^ 4-  3 Z».r'  -f-  3 ex  -\-  d  =zo 
s'identifie  avec 

(«)  a, (.r  — «)'-(- p,(x  —  p)'=o, 
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au  moyen  des  valeurs 


a,= 


_«p_4-_^ 


3  — 


et  prenant  pour  a  et  j3  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré 

(3)  A7'4-2Bj  +  CrrrO, 

où  j'ai  posé 

A=  ac — i',     2^  =  ad  —  bc,     C=bd  —  c-. 

Or,  l'équation  (i)  donne,  en  désignant  par  p  l'une  des  ra- 
cines cubiques  de  l'unité, 


a  3/       S,  i/ao 


b 

^  +  b' 

et  l'on  peut  considérer  l'équation  donnée  comme  résolue. 
Si  l'on  veut  donner  à  cette  valeur  la  forme  ordinaire,  on 
en  déduit  d'abord 

_pf^[„o,  +  bY  —  o\a^-\-bY 

^[a7.+  bY  —{a^-^hf 

mais  on  peut  écrire 

oiaf^-^b^ax  +  hy-iax^by^a^^by 
ax  =  —  y  H-  ^ ; ; ' 

la  division  se  fait  exactement,  on  a  de  plus  : 

{ac.-\-b){af^+  b)=:  —  A, 
donc 

x==l\-b^p[A{ac,  +  b)y-{-p'[k{a^-{-b)yL 
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formule  qui  donne  les  trois  racines  puisque  p  indique 
l'une  quelconque  des  racines  cubiques  de  Funité. 

M.  Le  Besgue,  dans  un  article  inséré  dans  le  tome  \  III, 
p.  2i_9,  arrive  aussi  à  cette  formule,  mais,  comme  il  le 
dit,  au  moyen  de  réductions  assez  longues.  La  méthode 
précédente  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la 
simplicité. 

La  résolvante  (2)  et  l'équation  donnée  ont  entre  elles 
des  relations  très-remarquables,  indiquées  aussi  par 
M.  Le  Besgue. 

i*'  SiA  =  B  =  C  =  0j  auquel  cas  la  résolvante  devient 
identique,  l'équation  donnée  a  ses  trois  racines  égales  à 

l? 

a 

2°  Si  AC  —  B^  =  o,  auquel  cas  la  résolvante  a  deux 

T> 

lacines  égales,  l'équation  admet  la  racine  double ■ 

et  la  racine  simple  —  — — •    Cela  se  voit  en  considérant 

'■  La 

l'équation  (3). 

3°  Si  A  =  o,  ou  si  C  =  o,  l'équation  se  réduit  à  une 

équation  à  deux  termes.  Elle  se  met  en  effet  sous  les  deux 

formes 

/j\  ■'        nd  —  hc 

^ =0, 


ac  —  h'  h-  [  c 

— — —  ■»-•'  H -^  -+-  7 

c  c  \  b 

De  là  concluons  que  si  la  résolvante  a  une  racine  intinie 
ou  une  racine  nulle,  Féquation  donnée  se  réduira  à  une 
équalion  à  deux  teimes. 

Oue  deviennent  les  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  lorsque  le  coefficient  a  du  premier  terme  est  nul? 

En  faisant  sur  la  formule  cjui  exprime  la  valeur  de  x 
des  transformations   hien  simples,  on  arrive   h  la  rela- 
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tion  (  3  )  qui  pour  a  =  o  donne 

pour  p  =  I  elle  donne  l'infini,  mais  si  Ton  prend  pour  p 
des  valeurs  imaginaires,  ou  trouve 


_  — 3c±  \J^bd—3c'  \/— 3 

Cette  solution  exprime  les  racines  de  l'équation  du  se- 

3  b.v'^  -4-  3  C.T  -{-  d  z=  o . 


cond  degré 


Remarque  I.  —  Si  l'on  applique  cette  méthode  à  une 
équation  de  degré  plus  élevé,  par  exemple  à  celle  du  cin- 
quième degré,  on  voit  que  l'équation  générale 

ax^  -\-  5  bx^  +  I  o  cx'^  +  I  o  d.r''  ~\-Sex  -\-f  =  o 
s'identifie  avec  l'équation  (i)  moyennant  les  relations 


b     c     d 
c     d     e 


b     c     d 
d     e     f 


Les  valeurs  de  a  et  |3  sont  toujours  données  par  l'équa- 
tion (2),  et  l'on  trouve 

I  /  -(  '  ' 

.r  =  -     —b  —  ^b^'—ocy  \[ay.  +  bY  ■^[a^-\-b? 

+  (/,-^  _  acY  [(«a  -^by  -^  («fi  +  /^rjij- 

Remarque II. —  La  solution  précédente  de  i'écjualiou 
du  troisième  degré  indique  immédiatement  une  relation 
entre  deux  des  racines  de  l'équation.  Soit  x  la  racine  qui 
correspond  à  p  :=  i ,  o:,  celle  qui  correspond  à  vine  des 
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valeurs  imaginaires  de  celte  quantité,  on  a 


a         ^jay.-\-b        .r, —  a  a/r/a 


donc 


:r,  —  p        ^o:  — p* 

Remplaçant  p,  a,  /j  par  leurs  valeurs,  on  a  une  relation 
que  l'on  trouve  d'habitude  assez  péniblement,  même  eu 
supposant  l'équation  du  troisième  degré  débarrassée  de 
son  second  terme.  [Vojez  l'article  de  M.  Lobatto  inséré 
dans  le  tome  IX  du  Journal  de  M.  Liouuilîe^  ou  V Al- 
gèbre supérieure  de  M.  Serret.) 

Résolution  de  V équation  du  dixième  degré  de  Jacobi. 
Soit  l'équation 

j'"  —  5(7 jr"  —  5*7*  j-  H-  q^=:^py^\ 
je  la  mets  sous  la  forme 

(1)  ^^+$-5-7(7^^-^)=/'. 
puis  posant 

(2)  j  +  ^  =  x, 
d'où 

q^                                                  n^ 
y^-\ ^  =  ar3— 3<7X,      /*  H ^  =  x^  —  Sr/x^H- S-jr'x, 

l'équation  (i)  devient 

x" —  loq.ri''  -\-  ■y.oq'^x  ■=.  p. 

Pour  résoudre  celle-ci,  on  pose 

•i,q  :=z  m  .n  ,       p  Tznm^  -{-  n^  : 
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cela  donne 

m^= »  "  —  I 

2  -* 

et  l'on  a 

œ^  —  5  mrix^  +  5  m-f^x  =  m^  4-  «S 

laquelle  est  vérifiée  par 

X  =  m  -\-  n. 
Or  l'on  a,  d'après  l'équation  (  2  ), 


donc 

2 j :=:  w 4- « zh  \fnF^{-n} , 

car 

2/w«  =  47* 

Remplaçant  m  et  «  par  leurs  valeurs,  on  a  la  solution 
de  Jacobi  : 


p-h\''p' — labr/A"         f  p —  \/p- — 1287^ 


/ A 1 

i    /    f  p-hs/p'  —  i-iSq'Y  ^    //^—y//^'— 128  y  A 


RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  M  QUATRIÈME  DEGRÉS 

D'après  M.  BELLAVITIS. 


Pour  résoudre  l'équation  du  second  degré,  on  ajoute  aux 
deux  membres  un  terme  convenable  qui  rende  le  premier 
membre  un  carré  parfait,  puis  on  extrait  la  racine  carrée 
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des  deux  membres.  On  peut  procéder  d'une  manièreanalo- 
gue  pour  l'équation  du  quatrième  degré.  Soit,  par  exemple, 

x''  -\-  \lx^  =  —  55j:-  —  \11.T  —  gg  ; 

je  l'écris  ainsi  : 

[x^  -^  Çix  -\-  vY T=z['xv  —  \c^)  x"^ -\-  [\iv  —  i22Jr)  +  (^-  —  99; 

je  détermine  v  de  telle  sorte  que  le  second  nombre  soit 
un  carré  parfait,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

2P^—  x^v--—  ig8f  4-1881  =36('2  — 732P  +  373 
ou 

iv^  —  55c-  -h  534*'  —  1840  =  o. 

Cette  équation  a  la  racine  10.  Par  suite, 

[x"^ -\-ÇiX-\- \oY^=.x-  —  ■3.x-\-\^=[x l)'. 

On  voit  par  cet  exemple  que  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  quatrième  degré  se  ramène  à  celle  d'une  équation 
du  troisième,  sans  qu'on  soit  obligé  de  recourir  à  une 
élimination  compliquée. 


REllIARQlES  SUR  LA  TRANSFORMATION  ET  l'ARAISSEMENT 
DES  ÉQIATIONS. 


I .  Soit 

(i)  /(-rj^o 

une  équation  algébrique  du  //i"^"""  degré.  Posons 

<i)o(-^)  désignant  la  somme  de  tous  les  termes  de  degré 
pair,  et  ^^.[x)  la  somme  de  tous  les  termes  de  degré   im- 
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pair.  On  aura 

(2)  ço(  — x)  =a,o(.r)      et      9,  (— a?)  =  —  cp,  (x). 

Supposons  que  l'équation  (i)  admette  deux  racines  éga- 
les et  de  signes  contraires  -\-  a  et  —  «,  et,  ce  qui  revient 
au  même,  que  son  premier  membre  soit  divisible  par 
X-  —  a^.  On  aura  identiquement 

yo(«)  +  tpi  {a)  =0, 


—  a)  -t-tp,  (  —  «)=:o, 

ou,  à  cause  des  équations  (2), 

(4)  q>o(«)— ?,  («)  =  o. 

On  tire  des  identités  (  2  )  et  (  3  ) 

çpo(a)  =  o     et     Q),(«):=o; 

d'où  l'on  conclut  que  les  équations 

(5)  ^,{x)—0,      çpi(.r)  =  o 

ont  une  racine  commune.  Par  conséquent,  poiu'  qiiune 
équation  admette  deux  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires ^  il  faut  et  il  suffît  quil  existe  une  racine  commujie 
aux  deux  équations  que  Von  obtient  en  égalant  à  o 
d^ abord  r ensemble  des  termes  de  degré  pair,  puis  Ven- 
semble  des  termes  de  degré  impair. 

La  recherche  des  racines  communes  aux  équations  (4) 
est  susceptible  de  simplification.  Il  faudra  d'abord  divi- 
ser <fi[x)  par  X,  et  comme  les  polynômes  <^o(^)  ^^      — 

n'ont  que  des  termes  de  degré  pair,  en  posant  x^  =  z 
dimi 

2.  Posons 


on  diminuera  de  moitié  leur  degré 


/(.r)  =  y„(.r)  +  ?.(.r)+(p.(a,-); 

1m  lettre  tp,  alVectée  de  l'indice  o,  i  ou  2  servant  à  dési- 
gner actuellement  l'ensemble  de  tous  les  termes  dans 
lesquels  l'exposant  de  x,  divisé  par  3,  donne  le  môme 
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reste  o,  i  ou  2.  Si  a  et  a"  sont  les  racines  cubiques  ima- 
ginaires de  l'unité,  on  aura  évidemment 


(6]    . 

Supposons  maintenant  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  soit  divisible  par  x^ — a?.  On  aura,  en  ayant 
égard  aux  équations  (6), 

¥o(c)+      <?((«)+        Çp2(«)  =  0, 

(j)o(a)  +  açp,(«)H-a^(^2(a)  =  o, 
Çpo{«)  +  a^yi(«)H-  aç,(a)=o, 
d'où  l'on  conclut 

yo(«)  =  o,      ij)|(a)=o,      (î)2(rt)=io, 

en  sorte  que  les  équations 

(7)  .p„(j:)  =  o,      ^,(ar)=ro,      (j),(j:)=o 

auront  une  racine  commune  a  (et  même  trois,  puisque 
aa  et  a^«  y  satisfont  également). 

D'ailleurs,  tous  les  ternies  de  la  seconde  sont  divisibles 
par  x,  et  tous  ceux  de  la  troisième  par  x"-.  Lorsque  ces 
facteurs  communs  auront  été  enlevés,  les  équations  (7)  s'a- 
baisseront à  un  degré  trois  fois  moindre  en  faisant  x^-=-z. 

Ces  propriétés,  et  d'autres  analogues,  ont  été  données 
par  Lambert  dans  les  Mémoires  de  ï  Académie  de  Berlin 
pour  1763.  Elles  ont  de  nombreuses  conséquences  qui  ne 
paraissent  pas  avoir  été  suflisamment  remarquées. 

3.  Supposons  que  deux  racines  de  ût  et  Z»  de  l'équa- 
tion (i)  aient  une  somme  connue  is.  L'équation 
f  [x -\- s)  =0  aura  deux  racines  égales  et  de  signes 
contraires  qu'on  trouvera  par  la  règle  du  n°  1 ,  et  l'on 
aura  à  elVectuer  une  élimination  bien  moins  laborieuse 
qu'en  suivant  la  métliode  indiquée  dans  la  plupart  des 
Traités  d'Algèbre. 
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4.  Quand  l'équation  f  {x)  =  o  est  de  degré  pair,  et 
que  toutes  ses  racines  se  partagent  en  couples  donnant 
une  somme  2.v,  l'équation  y" (x -h  5)  =o  a  ses  racines 
égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  Par  suite, 
pour  savoir  si  une  équation  jouit  de  cette  propriété  (et 
en  particulier  si  elle  a  ses  racines  en  progression  arithmé- 
tique), il  faudra  faire  disparaître  le  second  terme.  Alors 
tous  les  termes  de  raiig  pair  devront  disparaître. 

Si  l'équation  y  (a:),  de  degré  impair,  a  une  racine  égale 
à  5,  et  toutes  les  autres  donnant  deux  à  deux  la  somme  25, 
l'équation  y  (x +  5)  =0  aura,  dans  ce  cas,  une  racine 
nulle,  et  toutes  les  autres  seront  deux  à  deux  égales  et  de 
signes  contraires.  L'équation  y(a:+ 5)  :=  o  n'aura  donc 
que  des  termes  de  degré  impair. 

5.  Si  l'équation  y  (a:  )=:o,  de  degré  pair  ou  impair,  est 
telle  que  ses  racines  groupées  deux  à  deux  donnent  la  même 
somme  25  (avec  une  racine  unique  égale  à  s,  dans  le  cas 
où  le  degré  est  impair),  l'équation  f  [x  -\-  s)  =  o  n'aura 
que  des  termes  de  môme  parité  ;  il  en  sera  de  même  des 
équations  f  (x  +  5)  =  o,  f  [x  -^s)  =  o,.  .  .  qui  au- 
ront alternativement  ou  toutes  leurs  racines  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires,  ou  bien  une  racine  nulle  et 
toutes  leurs  autres  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  les  racines  de  T équation  de  degré  pair 

f{x)  =  o 

peuvent  se  partager  en  couples  donnant  une  somme  2s. 
les  racines  des  équations 

f"{x)  =  o,     p^{x)  =  o,    /"(x)  =  o,  etc. 

jouiront  de  la  même  propriété,   et  il  en  sera  de  même 

[la  racine  s  mise  à  part)  pour  les  racines  des  équations 

f'[x)^o,    f"{x)  =  o,    r[.T)=o,... 
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Ce  ihéoième  et  un  autre,  analogue  pour  les  équations 
dedegréinipair,  ont  été  proposés  par  nous  comme  exercice 
dans  les  Nouvelles  Annales  (question  392,  t.  XVI, 
p,  3ii)  et  démontrés  t.  X\  II,  p.   iSy. 

6.  Proposons-nous  de  trouver  l'équation  dont  les  ra- 
cines sont  les  moyennes  arithmétiques  des  racines  d'une 
équation  proposée,  prises  deux  à  deux. 

Si  is  i^eprésente  la  somme  de  deux  racines  de  l'é- 
quation f{x)  =  o,  l'équation  J^{x  -{-  s)  =  o  aura  deux 
racines  égales  et  de  signes  contraires.  11  suffira  donc 
d'exprimer  que  l'ensemble  des  termes  de  degré  pair  de 
f[x  +  s)  et  l'ensemble  des  termes  de  degré  impair  s'an- 
nulent pour  la  même  valeur  de  x  :  l'opération  reviendra  à 
éliminer  x'^  entre  les  équations  obtenues  quand  on  éga- 
lera à  zéro  la  première  somme,  et  la  seconde  divisée 
par  X. 

Exemples.  —  i°  Soit 

Ao  + Ai^H-  AjX^  +  Aj^'^^  A,.r'  =o 
l'équation  proposée  :  posons 

/"  Is) 
Sq,  Si,  Sa,  etc.,   désignant /(j), /' (5),  — —  1    etc.;    il 

faudra  éliminer  x~  entre  les  équations 

So  +  82^'  H-  S4X'  =  o, 
S,  +  S3j;-=:^o, 
ce  qui  donne 

ou 
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Pour  le  cinquième  degré,  on  trouvera 

(SoS3-S>S,)(S,S5-S3S,)-(S.S,-S.S,)^  =  o, 

et,  pour  le  sixième  degré, 

[(S,S,-SoS,)S,-(S,S,-SoS3)][(S,So-SoS,)S5 -8,838,] 
-4-  [(  S.S,  —  8083)83  —  S;  SoP  =  o. 

7.  Ce  qui  précède  conduit  au  théorème  que  j'ai  donné 
sans  démonstration  dans  les  Nouvelles  Annales  (t.  XMII, 
p.  257),  et  dont  je  rétablis  ici  l'énoncé  légèrement  mo- 
difié : 

Soit  f[x)  =  o  une  équation  algébrique  ^  soient  o^  [x) 
r ensemble  des  termes  de  degré  pair,  et  Çi  [x]  t ensemble 
des  termes  de  degré  impair  du  développement  de 
f^x-\-s).  Soit  '^{s)  le  reste  indépendant  de  x'^  mais 
fonction  de  5,  qu'on  obtient  en  cherchant  le  plus  grand 

commun  diviseur  entre  o^  {x)  et Uéquationf{oc)  =0 

aura  autant  de  diviseurs  commensurables  du  second  de- 
gré qu'il  Y  aura  de  valeurs  commensurables  de  s  sa- 
tisfaisant à  V équation  ^  [s)  =0. 

(Sera  continué.)  P. 


SOLUTION  DE  QIESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIYELLES  ANNALES. 


Question  380-, 
Par  m.  CREIMONA. 

Soient  donnés  un  angle  trièdre  trirectangle  ajant  un 
sommet  au  point  S,  et  un  point  quelconque  O  par  le- 
quel on  mène  un  plan  P  coupant  les  faces  de  l'angle 
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suwant  ABC,-  Irois  parallèles  aux  côtés  du  triaiigle  et 
passant  par  le  point  O  partagent  ce  triangle  en  trois 
parallélogrammes  et  trois  triangles  :  p,  p',  p"  étant  les 
aires  des  parallélogrammes,  on  a 


/j^sm^(SA,P)      /?''sin=(SB,  P)      /'2sin'(SC,  P) 
II         I  \^  I 


p       p'      p"  J    sin'(SO,  P) 

(Mankheim). 

Prenons  les  arêtes  JA,  JB,  oC  du  triangle  Irirectangle 
pour  axes  coordonnés;  soient  «,  Z»,  c  les  coordonnées 
du  point  O,  et 

\[x  —  a)-{-  ^{y  —  b)-\--v[z  —  c)=io 

l'équation  du  plan  ABC.  Alors,  en  supposant  O  placé 
dans  l'intérieur  du  triangle,  on  a  les  aires 


bc\JV-\-u:'-\-^j-  ,      ca\Jï 


P    =  


c'est-à-dire  que  les  aires/?,  /?',  p"  sont  proportionnelles  aux 

.      ,        1  I  1        Tl       7 

quantités— -5   — ,-)  —  11  s  ensuit  que 

^  la     y.b    vc  '■ 

1  T  I  /  I  I  I  \' 

^T-,  +  -7-T,  -i-  -T-JF-      «-'t         -  +  -7  +  - 
K-p'  Y-'p"         v^y-  \p         p'         p" } 

sont  proportionnelles  aux  quantités 

a^-h^'-f-c'     et     (>.rt  +  fAÔ  +  vc)% 
d'où 

1  I  I  /i       I         I 


'yy^        P-V        ^V-*"'         \P       p'        p"  I    (Àfl  +  pi-J-vc) 
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ce  qui  exprime  le  tliéorème  énoncé  dans  la  qucsiion  38o. 

Si  le  point  O  lombe  hors  du  triangle  ABC,   mais  dans 

l'intérieur  de  Tun   des  angles    BAC,    CBA,   ACB,    par 

exemple  dans  ABC,  les  aires  /?,  p',  p"  seront  proportion- 

1,                        -,           II              I       ,,    ,    .,       . 
nelles  aux  quantités  —  --5  — ;  5 5  d  ou  u  suit  que, 

^  la    y.o  'jc  ^ 

dans  ce  cas.  il  faut  changer  le  signe  de  />'  dans  1  écjua- 
tion  (i). 

Si  le  point  O  se  trouve  hors  des  angles  BAC,  ABC, 
BCA,  l'équaiion  (i)  reste  la  même. 

Tout  cela  suit  immédiatement  de  la  manière  dont  l'aire 
du  triangle  ABC,  qui  est 


^  v> 


est  composée  avec  les  aires  des  parallélogrammes  et  des 
triangles  qui  résultent  des  trois  parallèles  aîix  côtés  BC. 
CA,  AB.  Ces  dernières  aires  sont 


piv  2  -A  2,  XfA 


Question    486 

(TOirt.XVni,p.337}; 

Par  un  ÉLÈVE  DU  LYCÉE  LOUIS-LE-GRAND 

L'aire  de  la  podaire  du  centre  d'une  ellipse  est  une 
moyenne  arithmétique  entre  les  aires  des  cercles  décrits 
sur  les  axes  comme  diamètres.         (Akthur  Lescases.) 

Soit  l'ellipse 

.7-2  y' 

?  +  F  =  '- 

Ann.  de  Mail.émat.,  2«  série,  t.  III.  (Mars  1864.)  Q 


(  i3o  ) 
L'équation  de  la  podaire  seia 

Pour  irouver  l'aire  de  celte  courbe,  il  est  commode  d'em- 
ployer les  coordonnées  polaires.  Prenons  donc  le  centre 
de  l'ellipse  pour  pôle  et  son  gi-and  axe  pour  axe  polaire. 
L'équation  de  la  podaire  sera 

p'  =  rt'  ces'  M  -+-  b^  sin'  w. 

Or,  on  sait  que  l'équation  d'une  courbe  étant  mise  sous 
la  forme  p  =  cp  (w),  l'aire  de  cette  courbe  comprise  entre 
l'axe  polaire  et  le  rayon  vecteur  qui  fait  avec  lui  l'angle  w, 
est  donnée  par  la  formule 

Dans  le  cas  de  la  podaire  d'ellipse,  on  aura  donc 

M  =  -    1  [a^cos^w  -h  b'sin-(,i)du, 

ou  bien 

u  =  —   I  cos'wrtwH I  sin^wrtw. 

Or,  on  a 

/'                       /"i  +  cossw              w        sin2w 
cos'w  «w  =  I  dùi  =  — I 7 h  const. , 
J           2.                      24 

y\                           f*!  —  CCS  2  W     ,             W          sin  2  CfJ 
sm'wrtw  =  I  doi  = y h  const. 

Par  conséquent,  on  aura 

a"  •+-  b^  sin2w 


M 


w  H ô —  («^ —  b-)  +  const. 

o 


4 

La  constante  est  nulle,  puisque,  pour  (o  =  o.  l'aire  doit 
être  nulle. 

Nous  aurons  l'aire  entière,  en  faisant  dans  la  formule 


(  »3i  ) 
précédente  w  =  27r,  et  par  conséquent  on  aura  pour  la 
surface  cherchée 


surf  = 


TV  {a- 


C.  Q.    F.    D. 


Question  540 

(  voir  tome  XIX,  page  361  )  ; 

Par    m.    HEMMING, 

Élève  de  l'Ecole  Polytechnique  de  Zurich. 

Dans  une  ellipse  donnée  inscrire  un  triangle  équilaté- 
ral  dont  le  côté  soit  i"  un  maximum,   2°  un  minimum. 

Rapportons  la  position  de  chaque  triangle  équilatéral 
ABC,  inscrit  dans  l'ellipse  donnée,  à  deux  diamètres 
conjugués,  dont  l'un  xx'  est  parallèle  au  côté  AB  du 
triangle;  il  s'agit  de  déterminer  ces  diamètres  conjugués, 
pour  que  le  triangle  satisfasse  aux  conditions  données. 

Soient  2a,  2/3  les  longueurs  des  diamètres  conjugués  : 


2a,  2^  (a  ^  è)  celles  des  axes  de  l'ellipse.  Les  coordon- 
nées des  sommets  A,  B,  C  du  triangle  sont 

S    

A .         X,   —\Jv.'' — X', 

a 

B -.r  ,  â^/^Tirp, 

a 

r  P ^ 


(   .3a  ) 
Le  triangle  étant  équilatéral,  on  a  les  équations 

-4-2-  {x  —  Xi){\Ja}  —  x'  —  sjo.'  —  x^)cosG, 

—  2  -  (a:  H-^,)  [sju'  —  x"^ —  \ja.-  —  x]  )  cosô, 
a 

B  désignant  l'angle  que  font  les  diamètres  conjugués  entre 
eux. 

En  soustrayant  la  seconde  équation  de  la  première,  et 
divisant  le  résultat  par  —  4-^5  ^^^  obtient 

(i)  ^1  —  -  (s/a'  —  -^^  —  \J'^-^  —  arj ) COS0  =  O. 

Combinant  cette  équation  avec  l'une   des   première 
on  a 

(2)  3.r2  —  .rJtaDg^0  =  o. 
Considérant  que 

(3)  apsin9  =  «^',     a' H- p' =  a' -f- ^% 

la  résolution  des  équations  (i)  et  (2),   par  rapport  à  x 
donne 


(4) 


[3(fl2-f-  A')  — H]=H-l-i2û'6'£ 


4«2^^ 
en  posant  ;  =  — —  • 

Puisque  dans  la  dernière  équation  le  numérateur  est 
constant,  suivant  que  le  dénominateur  sera  un  minimum 
ou  un  maximum,  x*,  ou,   ce  qui  sera  la  même  chose,  la 
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valeur  absolue  2X  du  côté  du  triangle  sera  maximum  ou 
minimum. 

En  désignant  par  D  le  dénominateur,  nous  avons 

^  =  [3(a^  +  i')  — ;p— 2;[3(«'H-è=)— ?]H-i2«=Z.=  =  o. 

Cette  équation  est  satisfaite  par  les  valeurs 

(5)  ?  =  2(û'-f-^.=  )riz(«=-è'), 

et,  pour  ces   deux  valeurs,    nous    avons  la  dérivée  se- 
conde 

(6)  ^=±:6(«=-n 

En  prenant  la  première  valeur 

ç  =  2(a'+  b'')-h{(i-  —  b') 
ou 


(7) 


3     j     ,      I    ;a 


le  côté  7.x  du  triangle  devient  un  maximum  :  pour  la  se- 
conde valeur,  ou 

(8)  .■  "* 


r'u" 


un  minimum. 
Considérant  que 


3 

y  =z  sin'6o°  =  sin'  120° 

4 

=  cos^  3o"  =  cos=  iSo", 
-  =  cos=  60°  =  cos'  1 20° 
=  sin' So"  =  sin=  i5o°, 


(  i34  ) 
il  est  ais(';  de  voir  que  les  côtés  des  deux  triangles  équila- 


F'    A  B' 


D    C 


téraux  ABC  et  DEF,  dont  les  sommets  A  et  D  coïncident 
avec  les  extrémités  du  petit  axe  AD  de  l'ellipse,  sont  des 
maxima,  et  que  les  côtés  des  deux  triangles  A'B'C  et 
D'E'F',  dont  les  sommets  A'  et  D'  coïncident  avec  les  ex- 
trémités A'  et  D'  du  grand  axe,  sont  des  minima. 


Question  651 

(Toir  2"  série,  t.  II,  p.  190); 

Par  m.  JAUFROID, 

Professeur  au  lycée  de  Vendôme. 

Par  deux  points  A  et  B,  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe  d'un  degré  quelconque,  on  décrit  une  circonfé- 
rence j  on  fait  le  produit  des  distances  du  point  A  à 
tous  les  points  d'intersection  de  cette  circonférence  et 
de  la  courbe  donnée^  on  fait  le  produit  analogue  pour 
le  point  B  :  le  rapport  de  ces  deux  produits  est  constant^ 
quelle  que  soit  la  circonférence  passant  parles  points 
A  et  B.  (Lagverre.) 

Je  prends  pour  axe  polaire  la  droite  AB  et  pour  ori- 
gine le  point  A  :  la  courbe  donnée  étant  algébrique,  son 
équation  polaire  est 


(•) 


/  {n  COSW,       [j  ^incoj  r:=:0. 


(  i35  ) 
L'équation  du  cercle  est,  en  posant  AB  =  a  el  AMB  =  d, 

(2)  p  =  a  sinw  (cotoj -f- cot  6). 

En  appelant  p'  la  droite  MB  et  r  =  -,i  on  a 

(3)  /■  =  sin9  (cotw  +  cot9). 

L'équation  (3)  donne 

r  —  ces  9 

COtw=  : — > 

sid9 
et,  par  suite, 

sin0  r  —  cos9 

SIDU 


y/i-h/^  —  2rcos9  y'i4-/-'  —  2rcos9 

Éliminant  p  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  a 

/"[asinwcosw  (cotw  -f-cot9),     a  sin=  w  (cotw  +  cot9  )]  =  o  ; 

remplaçant  sin  w,  cosw,  cotw  par  les  valeurs  précédentes, 
on  obtient 

^,     ar^  —  ar cos9  «rsin  9 

/ 


I  4-  /■-  —  2rcosÔ 


r  entre  dans  le  dénominateur  de  —  a  une 

1  -+-n —  2rcos9 

puissance  supérieure  à  celle  qui  entre  dans  le  numérateur, 

,  1.1       ^^^  —  ar  cosd     ,  .  .     1       .1 

et  dans  celui  de a  une  puissance  eqale  :  il 

I  +  r-  —  2/-ct)G9  ^  ^ 

suit  de  là  que,  dans  les  dénominateurs  des  dilVérents 
termes  de  l'équation  développée,  la  plus  haute  puis- 
sance de  r  sera,  ou  plus  grande  que  la  plus  grande  puis- 
sance de  r  qui  entre  dans  les  numéraleurs,  ou  égale  à 
cette  plus  haute  puissance,  laquelle  alors  proviendra 
du  terme  ar  dans  les  numérateurs.  Donc,  en  chassant  les 
dénominateurs,  la  plus  haute  puissance  de  /'  aura  un 
coefficient  indépendant  de  0,  et,   comme  le  terme  indé- 


{ ^^(^  ) 

pendant  de  /  restera  visiblement  le  même  qu'auparavant, 
il  s'ensuit  ({u  en  divisant  tous  les  termes  par  le  coefficient 
de  la  plus  l'.aule  puissance  de  /',  le  dernier  terme  sera  in- 
dépendant de  9,  et,  par  suite,  il  est  démontré  que  le  pro- 
duit des  ditrérentes  valeurs  de  r  est  constant. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  de  Marcilly,   lieute- 
nant-colonel du  génie. 


Deuxième   solution  de  la  question  657,- 

Par  mm.  COURTIN  et  GODARD, 

Élèves  de  Sainte-Barbe  (cours  de  M.  Moutard). 

Si  i'êquaiion 

Ax"'-l-B.r'"-'-{-.  .  . 

-f-  Dx^-f-  E.rA'-'4-F.r/'--'-}-G.r/'-^  +  .  .  .-H  «=  o. 

t:   toutes  ses  racines  réelles.,   les  coe/ficient.t  D,  E,  F,  G 
(le  quatre  tei'mes  consécutifs  vérifient  Vinégalité 

(DG  —  EF)=  —  4(E- —  DF)(F=— EG)<o. 

(Catalan.) 

En  effet,  soient  h'  et  h"  deux  quantités  indéterminées  : 
multiplions  Féquation  par 

(^_//)(j;  _  h")=:x-  —  [h'  4-  h"]x-^hh' 

et  proposons-nous  de  disposer  de  U  et  de  lï!'  de  façon  à  faire 
disparaître  les  termes  dont  les  coeffîcieuts  sont  F  et  G.  Il 
est  évident  que  l'équation  qui  nous  donnera  h'  et  h"  de- 
vra avoir  ses  racines  imaginaires,  car  une  équation  à 
coefficients  réels  ne  peut  manquer  de  deux  termes  consé- 
cutifs sans  avoir  des  racines  imaginaires.  L'inégalité  qui 
exprimera  que  les  valeurs  de  h'  et  h"  sont  imaginaires 
aura  donc  lieu  toutes  les  fois  que  l'équation  proposée 
aura  ses  racines  réelles. 

Pour  trouver  cette  condition,  voyons  ce  que  deviennent 
après  la  multiplication  les  quatre  termes  consécutifs. 


On  a 


(  »37  ) 

E 

h")D 


G 

-HA")  F 
h'h"E 


:P+' 


xi'-' 


_t-  V  \xP 

_(7i'-H-A")E  1 
^  h' h"  D  I 


et  pour  que  les  termes  du  p'^'""  <'t  du  [p — i )'"""'  degré 
disparaissent,  il  faut  que  {li'  -h  h")  =  /,  h' h"  =  x  satis- 
fassent aux  relations 


De  là  je  tire 


E^  —  DF 

L'équation  du  second  degré  qui  donnera  h'  et  ///'  sera 
(E=  — DF)H=— (DG  — EF)H-|-F=  — EG  =  o, 

et  pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  imaginaires  on 
doit  avoir 


Dj:- 

-Ej 

-hf  = 

o» 

E^- 

-Fr 

+  G  = 

o. 

X 

""E= 

—  EG 
-DF' 

Y 

DG  —  EF 

(0 


(DG— EF)=— 4(E^ 


DF)(F-— EG)<o. 

G.     Q.     F.     D. 


Corollaire  I.  —  Quand  la  relation  (i)  n'est  pas  véri- 
fiée, l'équation  proposée  a  des  racines  imaginaires  :  car 
si  elles  étaient  toutes  réelles,  la  relation  (i)  serait  vériiiée. 

Corollaire  II.  —  Si  entre  les  coefficients  E,  F,  G  qui 
suivent  immédiatement  un  coefficient  nul,  ou  a  la  rela- 


(  ï^iS) 
tioii 

4EG  — 3F^^o, 

l'équation  a  des  racines  imaginaires  ;  car,  d'après  la  rela- 
tion (i),  si  toutes  les  racines  étaient  réelles  on  aurait 

E'F^  — 4E=(F^— EG)<o, 
ou  bien 

4EG  — 3F=<o. 

Corollaire  III.  —  H  en  est  de  même  si  l'on  a 

4DF  — 3E^^o, 

car  si  toutes  les  racines  étaient  réelles  on  aurait  d'après 
la  relation  (i) 

E=  F^  —  4  F^  (E^  —  DF)  <  o, 
ou  bien 

4DF  — 3E=<o. 

Corollaires  IV  et  V.  —  En  supposant  successivement 
E  et  F  nuls,  on  aura  les  relations 

D(DG^  -t-4F3)<o, 
G(D^G  +  4E')<o, 

pequi  démontre  les  corollaires  IV  et  V. 

La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  pourrait  don- 
ner des  formules  plus  générales  conduisant  à  un  certain 
nombre  de  conséquences. 

Si  on  se  proposait  de  faire  disparaître  trois  termes,  on 
serait  amené  à  une  équation  du  troisième  degré  en  H  qui 
aurait  deux  racines  imaginaires,  et,  après  avoir  fait  dispa- 
raître le  terme  en  H-,  on  écrirait  l'inégalité 

4/;»'  +  27<;-<o, 

(|ui  serait  la  relation  (.licrcliée. 

Si  pour  des  degrés  supérieurs  on  connaissait  la  formule 


(  i39  ) 
qui  exprime  la  réalilé  des  racines,  la  méthode,  quoique 
difficile^  serait  applicable. 

Enfin,  si  on  suppose  qu'on  veuille  faire  disparaître  un 
seul  termC;,  une  méthode  analogue  nous  conduira  à  cette 
conséquence,  que  le  carré  d'un  coefficient  moins  le  pro- 
duit de  ceux  qui  le  comprennent  est  ^  o  si  les  racines 
sont  toutes  réelles. 

De  là  on  déduit  ce  théorème  connu  :  quand  trois  coef- 
ficients d'une  équation  sont  en  progression  géométrique, 
l'équation  a  des  racines  imaginaires. 


QljEST10^S. 


692.  Soi  t  une  série  de  paires  de  quanti  tés,  «1,  èj  5  a.,  ^2; 

«3,  ^3; .  .  . ,  les  rt  étant  plus  grandes  que  les  b^  dont  la  loi 
de  la  formation  est  la  suivante  : 

il  faut  chercher  la  limite  du  rapport  -^  lorsque  x  devient 
infini.  (Stkebor.) 

693.  Trouver  l'équation   des  courbes  parallèles  aux 
ovales  de  Descartes.  (Stuebor.) 

694.  Soient  n  quantités  ai,  a,,  «3, .  .  .  ,  a„,  et  si  l'on 
pose 

^  a,  =  a,  H-  a.  H- ...  4-  a,„         ^^  a,  a^  ^  a,  «j  +-  a,  ^3  +  .  .  . , 

et  ainsi  de  suite  :  soient 


f{x]=LX"-\-  X"- '  V  a,  -f- x"~'  V 


a,  aj 


(  i4o  ) 

et  f'{x)  la  dérivée  de  f{x)  :  démontrer  que  la  valeur 
algébrique  du  déterminant 


«1 

—  1 

I 

I  .-  .  . 

I 

—  I 

^2 

I 

—  I.  .  . 

—  I 

—  I 

I 

«a 

—  I  .  . 

—  I 

est/(i)-/'(i). 


(MiCHAEL    ROBEKTS.) 


695.  Si 

a]  —  a„a2<C  o>     «o«2«4  -+-  arti^jOa  —  a^al  —  «^«4  —  a]  ^  o, 
alors  les  racines  de  l'équation 

sont  toutes  imaginaires,  et  sous  les  mêmes  conditions 
l'équation 

floo;^  H-  Srtior''  H-  lOOij;^  -h  lo«3.r^4-5fl4X-f-a5=  0 
n'a  qu'une  racine  réelle.  (Michael  Roberts.) 

696.  Démontrer  le  tableau  suivant  relatif  à  la  réalité 
des  racines  de  l'équation 

x^  -+-  5px^  -h  Sp'^oc  -If-  q  z=  o  : 
p'^o     une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 

P  <^\ 

«2  >  cinq  racines  réelles. 

/>^  +  |-  <  o  j 

o*  '  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 

(MlCHAEL    RoBERTS.) 

697.  L'arête  de  rebroussement  de  la  surface  dévelop- 
pable  circonscrite  à  deux  surfaces  homofocales  du  second 


(  ï4i  ) 

ordre  a  pour  projections,  sur  les  trois  plans  principaux 
des  deux  sui^faces,  les  développées  des  courbes  focales. 

(MOUTAKD.) 

698.  Lorsqu'une  courbe  a  quatre  foyers  sur  un  cercle, 
elle  en  a  nécessairement  douze  autres  situés  par  quatre 
sur  trois  autres  cercles  5  tous  ces  cercles  sont  orthogonaux 
entre  eux.  (Lagtjerre.) 

699.  En  partageant  dans  un  rapport  constant  les  nor- 
males d'une  cycloïde  quelconque  (ordinaire,  allongée  ou 
raccourcie),  on  obtient  une  courbe  dont  les  arcs  sont  ex- 
primables en  arcs  d'ellipse.  (Maknheim.) 

700.  La  surface,  lieu  des  sections  circulaires  diamé- 
trales des  ellipsoïdes  appartenant  à  un  système  homofo- 
cal,  coupe  les  ellipsoïdes  ortbogonalement. 

(Strebor.) 


QUESTIONS  D'EXAMEN  (1863) 

(  voir  p.  81). 

Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

52.  Equation  générale  des  courbes  du  deuxième  degré 
qui  touchent  l'axe  des  x  à  l'origine.  Chercher  la  tan- 
gente menée  par  le  second  point  d'intersection  avec  l'axe 
des  j. 

53.  Une  courbe  de  degré  impair  a-t-elle  nécessaire- 
ment une  branche  infinie? 

54.  Discuter  les  courbes 

2x'  —  5.C7  -I-  2J-  =  G,     y-  (.^  —  i)^(jr  —  2)  =  l. 


(  M-^  ) 

So.  On  mène  dans  un  cercle  des  cordes  AMB  parallèles 
à  une  direction  donnée.   Lieu  des  points  M,   tels  que 

BM 

5H.   Discuter  les  courbes  représentées  par  les  équa- 
tions 

sin  3  oj  I 


P  = 


I  —  tangw                  i-|-2Sinw 
0  =  1  +  3  cosw,     û  =  sincj  +  cosw,     ç,  = . 

'  2  COSCJ  —  I 

57.  Équation  des  tangentes  menées  par  un  point  (a,  j3) 
à  une  conique  ayant  l'origine  pour  foyer  et  pour  axe 
focal  l'axe  des  x. 

38.  Lieu  du  centre  d'un  cercle  mobile  tangent  à  une 
droite  donnée  et  passant  par  un  point  donné.  Même 
question  si  le  cercle  mobile  doit  être  tangent  à  une  cir- 
conférence fixe. 

59.  Lieu  des  foyers  des  coniques  qui  ont  la  même  di- 
rectrice et  deux  points  communs. 

60.  Etant  donnée  une  courbe  du  deuxième  degré,  me- 
ner par  l'origine  une  corde  qui  ait  son  milieu  en  ce 
point. 

61 .  Que  représentent  les  équations 

x-i-r=o,      a-hy^xy,      x  -^  y  =:  x^y? 

62.  Équation  de  toutes  les  circonférences  qui  ont 
pour  sécante  commune  l'axe  des  ^  . 


(  i43  ) 
03.   Qu'arrive-t-il  quand  1  équaliou  en  À,  à  laquelle  ou 
est  conduit  par  la  i-echerche  des  points  communs  à  deux 
courbes  du  second  degré,  a  ses  trois  racines  égales? 

64.  Exprimer  que  la  droite  inx -+-  nj  =  i  est  tangente 
à  une  circonférence  donnée. 

65.  Équation  d  un  paraboloïde  hyperboloïde  ayant  pour 
plans  directeurs  P  =  o,  Q  =  o. 

66.  Construire  une  conique  connaissant  un  foyer,  la 
directrice  correspondante  et  le  rapport  des  dislances  d'un 
point  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice. 

67.  Par  le  point  R  d'une  ellipse  on  mène  une  nor- 
niale  RP  terminée  en  P  au  grand  axe.  On  élève  PM  per- 
pendiculaire à  cet  axe  et  égal  à  RP.  Lieu  des  points  M. 

68.  Construire  l'angle  dont  la  tangente  est  y  2  —  i . 

69.  Equation  du  système  des  deux  tangentes  que  l'on 
peut  mener  d'un  point  à  une  courbe  du  deuxième  degré. 
Cas  où  ce  système  se  réduit  à  un  cercle  évanouissant. 

(  La  suite  prochainement.  ) 


DEMONSTRATION 
DE  LA  SECONDE  ÉGALITÉ  DE  LA  QUESTION  681 j 

Par  m.  de  VIRIEU. 


Considérons  les  équations 

S^cos«     4-jcosi     -f-zcosc     =  M, 
.,  .rséc«     -|-jséc6     -f- 3sécc      =  N, 

'   X  cosécrt  +  r  cos(M^/;  -(-  soosécc  =  P; 


(  '44  ) 

ajoutons  ces  cquaiions  après  les  avoir  multipliées  respec- 
livement  par  i,  cosa  cosZ»  cosc,  — sina  sinZ?  sine.  Nous 
aurons 

[cosrt  +  cos  [b  -\-  c)].T  -h  [cos^  ■+-  cos{a  -+■  c)]j 
-+-  [ cos  c  -+-  cos  [a  -+-  b)]z 
=  M  H-  N  cosrr  cash  cosc  —  P  S!n«  sin  b  sinr, 

ou  bien 

n  -\-  b  -^-  c 


2 


X 


b  —  "                   «  -h  c  —  b  /  a- 

y  COS \-  z  cos 


2  2  \  ■}. 

M  -\-  N  cos«  cos  b  cosc  —  P  sin  a  sin  Z»  sin  c  , 


équation  dont  le  premier  membre  est  nul  indépendam- 
ment des  valeui's  de  x^  r,  z  si  l'on  a 

cr-f-  Z»  -i-C=  (2/4-1)  TT, 

h  étant  un  nombre  entier.  Dans  cette  hypothèse,  le  sys- 
tème (i)  est  impossible  ou  indéterminé,  et  le  détermi- 
nant des  coefficients  des  inconnues  est  nul.       c.  q.  f.  d. 

Note.  —  Une  erreur  de  calcul  rend  illusoire  la  dé- 
monstration de  la  page  yS.  L'égalité  {2),  p.  ja,  a  lieu 
pour  des  angles  dont  la  somme  est  égale  à  (aA-f-i)::, 
comme  vient  de  le  démontrer  M.  de  Virieu,  et  aussi 
quand  deux  quelconques  des  angles  sont  égaux,  quel  que 
soit  le  troisième;  mais  il  est  facile  de  s'assurer,  par  des 
substitutions  particulières,  qu'elle  n'a  pas  lieu  pour  des 
valeurs  quelconques  de  «,  Z»,  r. 


(  i45  } 


RECHERCHE  DES  POINTS  MLLTIPLES  A  L'IXFIM 
dm  LES  COURBES  ALGEBRIOIES; 

Par  I\I.  PAINVIN. 


Renuiiques  préliminaires . 

I,  1.   CoORDO^iNÉES   HOMOGÈNES.   Soit  Un  poillt  M 

du  plau  rapporté  aux  axes  Ox  el  Oj  :  nous  représente- 


rons les  longueurs  MP  et  MQ  par  -  et -5  et  nous  dirons 

que  [x,y,z)sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  M. 
Pour  un  point  donné,  les  quantités  x^  j,  z  sont  indéter- 
minées, les  rapports  seuls  sont  connus.  On  passera  aux 
applications  numériques  en  attribuant  à  z  une  valeur 
particulière,  en  faisant,  par  exemple,  z  =  i . 
Une  équation  homogène  en  a:,  y,  s,  telle  que 

/{.T,J,   Z)  =  0, 

représente  une  courbe  parfaitement  déterminée,  puisque 
cette  équation  ne  renferme  en  définitive  que  les  rap- 
ports -»  -• 

Significalion  géométrùjue.  —  Soient  deux  axes  rec- 

Ar.n.  de  biathémal.,  2«  série,  t.  III.  (Avril  iSG/,.)  lO 


(  '4G) 
langulaires  O .r  et  Oj  dans  le  plan  ;  faisons  la  perspective 

FiG.    2. 

1 

B 


de  la  courbe  située  dans  le  plan  xOy,  en  prenant  pour 
sommet  de  la  perspective  un  point  S  situé  sur  la  perpen- 
diculaire OS  au  plan  xOy,  et  en  supposant  que  le  plan  sur 
lequel  on  fait  la  perspective  passe  par  le  point  O. 

Soient  OA,  OB,  AB  les  intersections  du  plan  de  per- 
spective par  les  plans  SOj",  SOj:  et  par  un  plan  passant 
par  S  et  parallèle  à  xOy. 

Soient  encore  A,  B,  C  les  angles  respectifs  du  plan  OAB 
avec  les  plans  SOj-,  SOx,  xOy.  Si  M  est  un  point  du 
plan  xOy  et  que  MP  et  MQ  soient  ses  distances  aux  axes 
Oy  et  Ox',  si  M'  est  la  perspective  de  ce  point  sur  le 
plan  OAB,  et  que  M' P',  M'  Q',  M'R'  soient  ses  distances 
respectives  aux  droites  OA,  OB,  AB,  distances  que  nous 
désignerons  par  X,   Y,  Z,  de   sorte  que 

X  =  M'P',     Y  =  M'Q',     Z  =  M'R', 

on  trouve,  sans  difficulté,  les  relations  suivantes 

siiiA     X 


aiP 


MQ 


sinC  Z 
sinB  Y 
sinC      Z 


h  représentant  la  hauteur  OS. 

Maisx,  },  z  étant  les  coordonnées  homogènes  du  point 


(   '47  ) 
M,  on  a  par  conséquent 

[■  .r  siri  A     X  .X 

'  z  sinC     Z  Z 

(0 

i  r  _     sin  B     Y  _     Y 
z  sinC     Z        '    Z 

On  obtient  des  relations  semblables  en  prenant  des 
axes  obliques;  mais,  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue, 
le  cas  où  nous  nous  sommes  placé  est  suffisant. 

Ceci  posé ,  soit  Téquation  d'une  courbe  dans  le 
plan  xOy 

(2)  /{^,J,z)  =  o     ou    /(^'7'')="' 

cette  équation  deviendra,  par  la  substitution  (i), 

(3)  /().X,  pY,  Z)  =  o. 

Mais  on  peut  disposer  des  constantes  qui  entrent  dans  1 
et  w,  et  cela  d'une  infinité  de  manières,  de  façon  que  1 
et  p  soient  égaux  à  l'unité;  l'équation  de  la  courbe  de- 
viendra alors 

(4)  /(X,  Y,Z)  =  o. 

Nous  voyons  donc,  eu  comparant  les  équations  (2)  et  (4), 
que  l'équation  (2)  peut  être  interprétée  de  deux  manières 
dilTérentcs. 

On  peut  regarder  x,  j,  z  comme  les  coordonnées 
homogènes  d'un  point  du  plan  xOy^  et  l'équation  (2) 
représente  une  courbe  C  située  dans  ce  plan. 

On  peut  aussi  regarder  x.  j-,  z  comme  les  distances 
d'un  point  du  plan  OAB  (satisfaisant  aux  conditions  in- 
diquées) aux  trois  droites  OB,  OA  et  AB,  et  l'équation  (2) 
représente  la  perspective  C  de  la  courbe  C  sur  le 
plan  OAB. 


(  »48  ) 

La  courbe  C  est  aussi  la  perspective,  sur  le  plan  xOj, 
(le  la  courLc  C. 

2.   Droite  a  l'infini.  —  Soit  l'équalion  fVune  droiic 
A2  +  B-/i-|-C=o, 
ou,  en  coordonnées  homogènes, 
(5)  Acc  +  By-hCz  =  o. 

Les  dislances  à  l'origine  des  points  où  celle  droite  ren- 


contre les  axes  de  coordonnées  sont 

C  C 

~I'      ~B* 

Si  Ton  suppose  que  A  et  B  tendent  vers  zéro,  C  étant 
différent  de  zéro,  la  droite  AB  s'éloigne  à  Finlini  dans  le 
plan  •,  nous  lui  donnons  alors  le  nom  de  droite  à  l'infini; 
dans  ces  hypothèses,  l'équation  (5)  devient 

Cz  =  o     ou     z  =  o; 

on  doit  donc  regarder   z  =  o  comme  r équation  de  la 
droite  à  rinjini. 

Si  A  et  B  tendent  vers  zéro  et  que  leur  rapport  resle 
indéterminé,  la  droite  à  l'infini  aura  une  direction  in- 
déterminée j  ainsi  l'équalion 


représente,  en  général,  une  droite  à  riniini  de  direction 
indéterminée. 
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Si  A  et  B  tendent  vers  zéro  et  que  leur  rapport  reste 
fixe,  la  droite  s'éloigne  à   l'inlini  en  restant  parallèle  à 
une  direction  déterminée. 

Signification  géométrique. —  Considérons  la  perspec- 
tive sur  le  plan  xOy  de  la  courbe  C  située  dans  le  plan 
AOB  :  la  droite  AB  sera  projetée  à  Tinfî ni.  Les  relations  (i) 
nous  montrent  encore  qu'à  un  point  situé  sur  la  droite  AB, 

-.  X 
pour  lequel  Z  =  o,  correspond  un  point  pour  lequel  - 

et  -  sont  infinis,  ce  qui  conduit  à 

:=:o, 

puisque  x  et  j  sont  arbitraires. 

Ainsi  nous  voyons  encore  que  les  projections  des  diffé- 
rents points  de  la  droite,  lesquelles  projections  sont  à 
l'infini,  satisfont  à  la  relation 

z  =  o; 

cette  équation  nous  donne  donc  la  droite  à  l'infini  ou,  en 
perspective,  la  droite  AB. 

Les  particularités  de  la  courbe  C,  c[ui  se  trouveront  sur 
la  ligne  à  l'infini,  se  reproduiront  en  perspective  sur  la 
ligne  AB,  et  inversement,  les  particularités  que  la  courbe 
C  présentera  sur  la  ligne  AB  se  trouveront  projetées 
sur  la  ligne  à  l'infini,  lorsqu'on  fera  la  perspective  de  C 
sur  le  plan  xOj.  Ce  rapprochement  me  paraît  plus  que 
suffisant  pour  enlever  à  la  conception  de  la  droite  à  Tin- 
fini  le  vague  qu'elle  semble  présenter  au  premiei-  abord, 

3.  Imaginaires.  —  Il  s'agit  toujours  d'imaginaires  de 
la  forme  {a-\-  b  y/— i).  Nous  appellerons  point  imagi- 
naire un  point  dont  les  coordonnées  sont  imaginaires; 
droite  imaginaire,   ime  droite  dont  les  coefficients  sont 
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imaginaires,  elc.  11  ne  faut  attacher  aucune  idée  de  re- 
présentation géométrique  à  ces  points,  droites,  etc.,  ima- 
ginaires; c'est  une  conception  purement  analytique,  mais 
absolument  indispensable  si  l'on  veut  abréger  les  énoncés 
et  formuler  des  théorèmes  généraux.  Et,  lorsqu'il  s'agit 
des  particularités  d'une  courbe,  cette  conception  est  d'au- 
tant plus  nécessaire,  que  les  points  ou  les  droites  ont 
une  égale  influence  sur  les  modifications  de  la  courbe, 
que  ces  points  ou  ces  droites  soient  réels  ou  imaginaires. 
Ainsi,  un  point  multiple  a  toujours  la  même  influence  sur 
la  classe  de  la  courbe,  qu'il  corresponde  à  des  branches 
réelles  ou  à  des  branches  imaginaires  ;  une  tangente  mul- 
tiple, qu'elle  soit  réelle  ou  qu'elle  soit  imaginaire,  a  tou- 
jours la  même  influence  sur  l'ordre  de  la  courbe.  Les 
points,  droites,  etc.,  imaginaires  sont  donc  des  concep- 
tions purement  analytiques,  auxquelles  il  ne  faut  jamais 
vouloir  donner  une  représentation  géométrique,  mais 
sans  lesquelles  la  Géométrie  n'aurait  pas  de  théorèmes 
généraux;  sans  lesquelles  il  serait  impossible  de  rattacher 
à  des  idées  générales  la  raison  des  variétés  de  classes  que 
présentent  les  courbes  de  même  ordre,  et  inversement,  etc. 
Dans  celle  étude,  je  ne  ferai  aucune  différence  pour  les 
énoncés  entre  les  points  réels  et  imaginaires. 

4-.   PorjvTS  CIRCULAIRES  A  l'ini  iM.  —  Soit  unc  circon- 
férence quelconque 

j  '  H-  t'  -\-  aax  -+-  2  /;j'  H-  r  =  o, 

OU,  en  coordonnées  homogènes, 

.r'  -+-  j-  +  an.rz  -+-  ■?.  byz  -t-  rc-  r=  o  ; 

les  intersections  de  cette  circonférence  avec  la  droite  à 
l'infini  sont  données  par  les  deux  équations  (indépen- 
dantes de  <7,  /»,  c) 

x--h.r  =  o,     z  =  ct\ 
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ces  deux  points  imaginaires  appartiennent  à  toutes  les 
circonférences  situées  dans  le  plan  :  on  les  a  appelés 
points  circulaires  à  F  infini;  je  ne  discute  pas  l'expres- 
sion. On  peut  dire  aussi  qu'ils  sont  les  intersections  d'un 
cercle  de  rayon  nul  avec  la  droite  à  l'infini. 

Les  circonférences  sont  donc  des  courbes  du  second 
ordre  ayant  toutes  deux  points  communs.  Cette  simple 
remarque  suffit  pour  montrer  l'importance  des  deux 
points  imaginaires 

^'  -+-  J'^  =  G ,       Z  =:  O, 

sans  parler  du  rôle  qu'ils  jouent  dans  l'étude  générale 
des  foyers. 

5.  Points  multiples.  —  Je  définirai  comme  il  suit  les 
points  multiples.  Un  point  multiple  d'ordre  p  est  un 
point  tel,  qu'une  ligne  quelconque  passant  par  ce  point  y 
rencontre  la  courbe  en  p  points  coïncidents,  et,  par 
suite,  ne  rencontre  plus  la  courbe  qu'en  [n  —  p)  autres 
points  différents,  si  n  est  de  l'ordre  de  la  courbe. 

Par  un  point  multiple  d'ordre  p  passent  p  branches 
(réelles  ou  imaginaires)  de  la  courbe*,  les  p  tangentes 
proprement  dites  à  ces  branches  au  point  multiple  seront 
les  droites  qui,  passant  par  ce  point,  y  rencontrent  la 
branche  de  courbe  en  [p -\- i)  points;  dans  ce  cas,  les 
tangentes  proprement  dites  auront  un  contact  du  pre- 
mier ordre.  Il  pourra  arriver  que  le  contact  de  ces  tan- 
gentes soit  d'un  ordre  plus  élevé,  et  cela  aura  lieu,  si  le 
nombre  des  points  de  rencontre  est  supérieur  à  (/?  H-  i). 

II. — Abordons  maintenant  l'étude  des  points  multiples 
à  l'infini.  Je  mettrai  l'équation  de  la  courbe  sous  la 
forme 

(')  ?«  (-r,  j)-4-;(?„-,(x,  jr)-|-  z'<p„_,{.r,  j)-|-...-f-2>o=o. 
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ç,  représentant  une  l'onction  homogène  et  de  degré  i  des 
variables  X  eiy. 

Les  points  où  la  courbe  est  rencontrée  par  la  droite  à 
l'infini  (^  =:  o)  seront  donnés  par  les  équations 

j  z  =  o, 

Soit 

(3)       <^„{x,  y)  =  {j  —  ax)[y  —  a,x).  ..(j  — «,_,^), 

nous  avons  ainsi  n  points  situés  sur  la  droite  à  l'infini  et 
déterminés  par  les  n  droites  que  fournit  la  seconde  des 
équations  (2)5  nous  appellerons  directions  asjmpLotiques 
les  n  droites  passant  par  l'origine,  et  données  par  l'é- 
quation 
(3  bis)  ,^„[x,  y)r=[y  —  ax){y  —  a,x).  .  .{y  —  a„_,x)=  o. 

§  I".  —  Points  simples  à  V infini. 

III.  —  Considérons  un  des  points  à  l'infini ,  par  exemple 
le  point 

il    ^=°' 

(  j  —  ax^=G, 

et  supposons  que  ce  soit  un  point  simple,  c'est-à-dire 
que  les  fonctions 

n'admettent  pas  le  diviseur  [y —  ox),  nous  en  verrons 
plus  loin  la  raison.  (Il  ne  faut  pas  oublier  que  cette  hy- 
pothèse subsiste  dans  toute  l'étendue  du  §  F'".) 

Cherchons  la  tangente  au  point  I,  c'est-à-dire  Vasymp- 
toie  correspondant  à  ce  point.  Dans  ce  but,  prenons  une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  I 

(4)  y — ax^lz. 
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et  exprimons  que  cette  droite   rencontre   la  courbe  en 
deux  points  confondus  avec  le  point  I;  c'esi-à-dire  que 
nous  déterminerons  X  par  la  condition  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (i)  est  divisible  par  z'K 

Substituant  dans  l'équation  (i)  la  valeur  de  j  fournie 
par  l'équation  (4)  et  développant  par  la  formule  de  Tay- 
lor,  nous  trouvons 


r   V  y-  A 


o; 


+  y«-- 


les  accents  désignent  ici  les  dérivées  des  fonctions  ip^  par 
rapport  à  la  variable  y  dans  lesquelles  on  a  remplacé  x 
par  i  el  y  par  a. 

Or  ç„(i,rt)  est  nul;  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5)  sera  donc  divisible  par  ^^,  c'est-à-dire  la  droite  (4) 
sera  asymptote,  si  nous  prenons  pour  X  la  valeur 


(6) 


1=- 


?'«(!'«) 


Ainsi  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  directions  asymp- 
totiques;  mais  il  peut  arriver  que  l'asymptote  se  trouve 
transportée  à  l'infini,  toujours  parallèlement  à  la  direc- 
tion asymptotique  correspondante. 
IV.  —  Discussion  de  la  valeur  de  /. 


t" 


<p„_,(i,a)  =  o,      9;,(i,«)> 


alors  X  =  o.  c'est-à-dire  que  l'asymptote  coïncide  avec  la 
droite  {y —  ax  =  o)  -,  dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe 
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se  présente  sous  la  forme 

(  j  —  ax)  H„_,  -t-  (  V  —  a.T )  «„_j  z-i-z'  o„_,  -I-  z'  On-3  +. . .  =  o  , 

les  H,  désignant,  comme  les  ly,,  des  fonctions  homogènes 
de  X  ei  y. 

2°  ç>',(i,  rt')  =  o,      (j-„_,  (i,fl)>  o; 

alors  A  =:  co  ,  c'est-à-dire  que  l'asymptote  se  trouve  trans- 
portée à  linfini  parallèlement  à  la  direction  asympto- 
tique  correspondante,  car  l'équation  (4)  donne  z  =  o-^ 
dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe  a  la  forme 

(  r  —  ri.ry  w„_2  -h  2o„_,  -t-  z=  <^„_2  -I- .  .  .  =  o. 

La  parabole  nous  offre  un  exemple  de  ce  cas  particulier. 
Si  les  deux  termes  de  la  valeur  de  1  étaient  nuls  à  la 
fois,  on  aurait  un  point  double;  nous  n'avons  pas  à  nous 
en  occuper  pour  le  moment.  Mais  il  nous  reste  à  faire 
plusieurs  remarques  importantes. 

V.  —  Remarques. 

\  .  Il  peut  arriver  que  pour  la  valeur  particulière  a  et 
la  valeur  correspondante  /,  le  coefficient  de  z'  [équa- 
tion (5)]  s'annule;  le  point  à  l'infini  serait  alors  un 
point  d'inflexion,  et  la  droite  (4)  serait  la  tangente  d'in- 
flexion. Ce  n'est  pas  en  effet  un  point  double,  car  une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  I  ne  rencontre 
pas  la  courbe  en  deux  points  coïncidents,  puisqu'on  sup- 
pose que  ©'„  (i,  a)  et  (&„_,  (1,  <^)  ne  sont  pas  nuls  à  la 
fois. 

Le  contact  de  l'asymptote  serait  d'un  ordre  plus  élevé, 
si  les  valeurs  de  «  et  X  annulaient  les  coefficients  de  z', 
s*,  i;\...  (nous  nous  supposons  toujours  dans  le  cas 
d'un  point  simple). 

2.   I^orsque  l'équation  de  la  courbe  se  présente  sous  la 
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forme 

(7  )       (y  -~  "-^'Y  "'—/•  4- = v«-i  +  ^'  ?"-=  +  .••  =  <>, 

ç„_i  n'admettant  pas  le  facteur  [j  —  r/.r),  la  dioile  à 
l'infini  a  un  contact  du  [p  —  i^*'"""  ordre  au  point  à  linfini 

2  =^  G, 

y  —  fix  ■=  o. 

En  effet,  si  de  l'équation  (4)  nous  tirons  la  valeur  de 
jr  pour  la  substituer  dans  l'équation  (7),  il  vient 

(8)     lPzl'u„_p{.T,  ^,r+),s)  +  si-'— ç,„_,(i,  a) 

-f-s=.r"--[>,cp'„_,(i,  a)-^On--i{l,  «j]-t--  .  .=  o. 

Nous  voyons  d'abord  que  le  point  I  n'est  pas  un  point 
multiple 5  car  une  droite  quelconque,  passant  par  ce 
point,  n'y  rencontre  la  courbe  qu'en  un  seul  point, 
puisque  Q3„_i(i,rt)  n'est  pas  nul  d'après  notre  liypo- 
thèse. 

En  second  lieu,  la  droite  (4)  ne  peut  être  tangente, 
c'est-à-dire  que  le  terme  en  z  [équation  (8)]  ne  peut 
disparaître  à  moins  que  /  ne  soit  infini  5  donc  l'asymptote 
se  trouve  transportée  à  l'infini  parallèlement  à  la  direc- 
tion asymptotique  j  —  nx  =  o. 

Enfin,  cette  droite  à  l'infini  a  avec  la  courbe,  au  point  I, 
un  contact  du  [p — jj"^""^  ordre:  car  si,  dans  l'équa- 
tion (7),  on  fait  z  =  o^  on  trouve 

{y  —  n.r]i'  ,f„_p  =  o; 

celte  droite  rencontre  donc  la  courbe  en  /)  points  confon- 
dus avec  le  point  I.  On  peut  encore  constater  plus  facile- 
ment ces  propriétés  en  posant 

-  =  i^{y  —  ''■^) 

et  en  remplaçant  z  par  cette  valeur  dans  l'équation  (j). 
En  particulier,  si  l'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

(j  —  axY  it„_.  4-  z'f„_,  -+-  s>„_2  -h  z>„_3  +  .  .  .  =  o, 
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le  point  à  l'inlini    (z  =  o,  y  —  ax.  =■  o)  sera  un  point 
d'inflexion  ayant  pour  tangente  la  droite  à  linfini. 

Si  l'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme,  par  exemple, 

(p„_i  ne  contenant  aucun  des  facteurs  binômes  qui  entrent 
au  carré  dans  (p„  (x,  j-),  la  droite  à  l'infini  sera  une  tan- 
gente triple. 

3.  Lorsque  les  coeflScients  angulaires  de  deux  directions 
asymptoliques  sont  ±  v^ — i^  l'équation  a  la  forme 

[x"  +j^)un_2  H-  ztj)„_,  4-  z-<?„_2  4-  .  .  .  =  o, 

et  la  courbe  passe  par  les  deux  points  circulaires  à  l'in- 
fini. 

4.  Le  mode  de  recherche  qui  vient  d'être  exposé  est 
complètement  indépendant  de  la  forme  particulière 
{y — ax)  que  j'ai  choisie  pour  définir  la  direction 
asympiotique.  Lorsque  la  direction  asymptotique  est  l'axe 
des  X  ou  l'axe  des  j",  la  droite  passant  par  le  point  cor- 
respondant à  l'infini  aura  pour  équation 

y  —  )>z  =  G     ou     X  —  'Xz=:o, 

et  le  calcul  indiqué  dans  le  n°  III  devient  alors  beaucoup 

plus  simple. 

[La  suite  proclialnenicnt.  ) 


SIR  LES  SECTIONS  M  TORE; 

Par  m.  DARBOUX, 

Elève  de  l'École  Normale. 


1 .  Le  méridien  du  tore  se  compose  de  deux  cercles 
symétriques.  Décrivons  des  sphères  ayant  ces  cercles  me- 
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rldiens  pour  grands  cercles.  Ces  sphères  soronl  tangcnles 
au  tore,  je  les  appellerai  sphères  inscrites.  Deux  sphèies 
inscrites  opposées  seront  celles  dont  les  centres  seront 
dans  un  même  plan  méridien.  J'appellerai  distance  d\in 
point  à  une  spfière  la  longueur  de  la  tangente  menée  de 
ce  point  à  la  sphère. 

2.  Théorème  I.  ■ —  Le  produit  des  distances  d'un  point 
quelconque  du  tore  à  deux  sphères  inscrites  opposées  est 
proporlionnel  ii  la  distance  de  ce  point  au  plan  méridien 
contenant  les  centres  des  deux  sphères. 

Soient  h  le  rayon  dune  sphère  inscrite,  a  la  distance 
de  sou  centre  à  l'axe.  Désignons  par  T,  T'  les  longueurs 
des  tangentes  menées  aux  deux  sphères  opposées  ayant 
leur  centre  sur  l'axe  des  x,  on  a 

TT'  =  2  aj. 

La  démonstration  est  facile,  soit  par  l'analyse,  soit  par  la 
géométrie. 

Corollaire  I.  —  Menons  un  plan  sécant  parallèle  au 
plan  desorz.  II  coupera  les  deux  sphères  inscrites  oppo- 
sées suivant  deux  cercles  égaux  (réels  ou  imaginaires). 
Les  tangentes  à  ces  cercles  seront  aussi  tangentes  aux 
sphères.  D'ailleurs,  pour  tout  point  de  la  section  j'  est  con- 
slant.  Donc  : 

Une  section  verticale  du  tore  est  le  lieu  des  points  tels, 
que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux  circonférences 
égales  soit  constant. 

Ces  deux  circonférences  égales  se  réduiront  à  des 
points  quand  le  plan  sécant  sera  tangent  aux  sphères 
inscrites.  On  aura  doue  une  ellipse  de  Cassini. 

Corollaire  H.  —  Considérons  le  plan  bi langent  pas- 
sant par  la  ligne  Oy,  et  cherchons  la  nature  de  la  sec- 
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liot!.  Soit  P  un  point  de;  celte  section  : 

y  =  PQ> 
4« 


MN 


,  surface PMN  =  ^=  NP.PMsinNPM. 

MN  MN 


D'ailleurs  lay  est  égal,  d'après  le  théorème  I,  à  NP.PiM. 
On  a  donc 

Mn 


sin  NPM  = =  constante. 

2.a 


Ainsi  le  lieu  du  point  P  se  compose  de  deux  cercles  pas- 
sant par  les  points  M,  N  et  de  rayon  a. 


3.  En  général,  tout  plan  sécant  coupera  les  deux  sphères 
opposées  suivant  deux  cercles  (réels  ou  imaginaires),  et 
le  plan  méridien  de  ces  deux  sphères  suivant  une  droite 5 
pour  tout  point  de  la  section,  y  sera  proportionnel  à  la 
distance  à  cette  droite.  Donc  : 

THÉORi:ME  II.  — Les  sections  du  tore  sont  telles j,  que  le 
produit  des  tangentes  menées  d^un  point  quelconque  à 
deux  cercles  est  proportionnel  à  la  distance  de  ce  point 
à  une  certaine  droite. 

On  trouvera  une  infinité  de  cercles  en  prenant  deux 
sphères  opposées  quelconques;  l'un  de  ces  cercles  pourra 
se  réduire  à  un  point  ;  le  lieu  des  centres  des  cercles  sera 
l'ellipse  projection  de  la  circonférence,  lieu  des  centres 
des  sphères  inscrites. 
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ThéouèmeIIL  —  Si  Von  désigne  par  t,  t' ,  r",  les  dis- 
lances d'un  point  quelconque  du  tore  à  trois  sphères 
insentes  ayant  pour  distances  des  centres  c,  c' ,  c'' ,  on 
aura 

et  -+■  c' t'  4-  r"r"  =  o. 

La  démonstration  est  bien  facile  :  soient  deux  sphères 
opposées 

[x  —  «  )-  +  y-  +  s-  —  h"-  =  o, 
{x  -y-aY+y"-  '\-  z-  —  !>■'  =  G. 

L'équation  d'une  sphère  inscrite  quelconque  sera 

{x  —  a  cosa)'  H-  {r  —  fJ  sin  a)-  +  s- —  b-  =:  o. 

Donc  si  ?,  t',  T  désignent  les  tangentes  menées  d'un  point 
du  tore,  on  aura 

f'  ={.v  —  ay-{-  y'  -^-z-  —  b-, 
t'-=(x-hay--{-y^  +  z'  —  b', 
T-  =  (.c  —  a  cos  ot.)--y-  (y  —  «  sin  a  )-  4-  s-  —  b-. 

Donc 

^ax  =  t'-  —  t-; 

d'ailleurs, 

tt'  —  -lay, 

donc,  éliminante:  etj^,  on  trouve 


T=  =     /  ces  -  +  ^'  sin  -      dz  T  =  ^  cos  -  -4-  /'  sin  — 

\         'y.  9.1  2  ■?. 

Cette  relation  trouvée,  le  théorème  se  déduit  aisément. 
On  peut,  au  reste,  l'obtenir  géométriquement. 

4.  Voyons  maintenant  les  conséquences  relatives  à  une 
section  quelconque. 
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Soient  trois  sphères  inscrites  prises  comme  on  voudra. 
Ces  trois  sphères  sont  coupées  suivant  le  plan  sécant  par 
trois  cercles  qui,  pour  tout  point  de  la  section,  peuvent 
remplacer  les  trois  sphères.  Au  reste,  ces  trois  cercles 
sont  doublement  tangents  à  la  section.  Donc  : 

Théorîïme  IV.  —  Toute  section  du  tore  est  telle,  que, 
si  on  lui  mène  trois  cercles  doublement  tangents^  il  y  a 
une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  section  aux  circonférences 
de  ces  trois  cercles. 

Soient  a,  a',  a'\  les  tiois  distances  des  centres  des  cercles 
pris  deux  à  deux.  Si  /i,  //,  h"  désignent  les  distances  de 
ces  trois  centres  aux  centres  des  sphères  inscrites  respec- 
tives, on  trouve 


sja-' -+-(//  —  h"f  t  -H  v/«'-  +{h  —  II"  f  t • 


-+-  \/«"^  +  (A  — A')=f  =  o. 

Comme  vérification,  si  l'on  fait  h  =  h'  =  h",  on  doit  trou- 
ver un  parallèle,  et,  en  effet,  on  obtient  alors  la  relation 

at-\-a't'  H-  a"t"z=o 
qui  est  vérifiée. 

Etant  donnée  une  section  du  tore,  ou  peut  toujours 
trouver  quatre  sphères  inscrites  (réelles  ou  imaginaires) 
qui  lui  soient  tangentes.  Prenons  trois  quelconques  de 
ces  sphères.  Alors  les  tangentes  aux  sphères  deviendront 
pour  tout  point  de  la  section  des  distances  aux  points  de 
contact.  Deux  des  sphères  seront  tangentes  d'un  côté, 
l'autre  sera  tangente  de  l'autie  côlé  du  plan,  donc  on  de- 
vra faire 

h'  =  li"=:b,      h— —h, 

et  Téqualion  précédente  deviendra 

/?/•+  v/rt'2-f-  b-r'  -h  )Ja"--\-  b-r"  =  o. 
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Ce  qui  démontre  : 

Théorème  V.  —  Toute  section  plane  du  tore  a  quatre 
foyers  tels,  qui/y  a  une  relation  linéaire  et  homogène 
entre  les  distances  d'un  point  de  la  courbe  à  trois  quel- 
conques de  ces  quatre  fojers. 

Ces  quatre  foyers  sont  placés  symétriquement  par  rap- 
port à  l'axe  de  la  section  5  ils  sont  donc  sur  un  cercle. 

o.  Pour  toute  section  verticale,  les  quatre  sphères  tan- 
gentes auront  leurs  points  de  contact  sur  l'axe  horizontal 
de  la  courbe.  Considérons,  en  particulier,  l'ellipse  de  Cas- 
sini  5  pour  que  les  quatre  foyers  soient  réels,  il  faut  poser 

h  =  a  sin  !j)  ; 
on  trouve 


sin  -  s'y ' -f-  ( .r  —  a)-  —  cos -  \Jy'^-\-{x -\-  a)"- 


=  sjy-  -f-  (.r  —  a  coscp)*. 
En  élevant  au  carré,  on  obtient  effeclivement 


\y''  H-  (.r  —  a\-  \jy^  -f-  (or  +  «  J^  =  <7^ sin tp, 

donc  : 

Théorème  ^  I.  —  Toute  cassinoïde  jouit  de  cette  pro- 
priété^ que  si  V  on  adjoint  à  ses  deux  foyers  un  certain 
point  pris  sur  P  axe  focal,  il  y  a  une  relation  linéaire  et 
homogène  entre  les  distances  d\in  point  quelconque  de 
la  courbe  aux  trois  points. 

Si  on  rapproche  les  résultats  qui  précèdent  de  ceux  qui 
ont  été  trouvés  par  M.  Garlin,  t.  XIII,  p.  4i5,  on  voit 
que  la  courbe,  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  ellipse 
sous  un  angle  constant,  a  quatre  foyers  sur  le  grand  axe 
de  l'ellipse. 

6.  Les  sections  du  tore  sont  des  courbes  satisfaisant  à 
l'équation  générale 

r^  p./'  4-  v/"; 
Ann.  de  Mnlhémal.,  i»-"  sfiio,  l.  III.  (Avril  i8G/).^  I  I 
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niais  p.  ol  v  sonl  liés  par  la  relation 


p- —  V  = \ ' 

rt,  a',  a"  étant  les  côtés  du  triangle  des  trois  foyers. 
Transformons  ces  courbes  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, en  prenant  pour  pôle  un  quelconque  des  trois  foyers. 
Nous  trouverons,  par  exemple,  en  adoptant  le  foyer  r, 

\>■^r\  -i-v,r",  =  I 

pour  équation  de  la  courbe  réciproque.  Donc  : 

Théorème  YII.  —  Les  sections  planes  du  tore  peuvent 
fitre  regardées  de  quatre  manières  différentes,  comme  les 
courbes  réciproques  des  ovales  de  Descartes  [*). 

Et  comme  les  sections  du  tore  ont  quatre  foyers  sur  un 
cercle ,  on  arrive  à  cette  conséquence,  signalée  par 
M.  Chasles,  que  les  ovales  de  Descartes  ont  trois  foyers 
en  ligne  droite. 

Si  l'on  considère,  en  particulier,  l'ellipse  de  Cassini, 
on  voit  que  (théorème  MI)  toutes  les  ovales  de  Descartes 
peuvent  être  considérées  comme  les  réciproques  des  el- 
lipses de  Cassini.  Il  suffit  de  prendre  pour  pôle  de  trans- 
formation un  des  quatre  foyers  de  l'ellipse  de  Cassini. 

7.  Considérons  les  sections  du  tore  par  les  plans  tan- 
gents. Alors  il  n'y  aura  plus  quatre  foyers  j  deux  d'entre 
eux  viendront  coïncider  au  point  de  contact  du  plan  tan- 
gent. L'équation  de  la  courbe  sera  alors 


nr-+-  \!a'''-\-  b-  (. 
car  on  aura 


Alors,  en  prenant  pour  pôle  de  transformation  le  point  de 

(*)  M.  Mannhoim  est  parvenu  de  son  côté  au  même  théorème  (voir 
Journal  de  l'Ecolr  Polj  technique,  XL""  cahier,  p.  7'i).  M.  Darboux  nous 
avait  coininnnique  son  travail  avant  la  publication  île  ce  XI.''  cahier.      P. 


(  i63  ) 
contact  du  plan  tangent,  la  courLc  réciproque  sera  une 
conique.  Ainsi  : 

Théorè:\ie  Mil.  —  Toutes  les  courbes  de  section  du 
tore  par  leur  plan  tangent  peuvent  être  considérées 
comme  les  courbes  réciproques  d'une  conique^  le  pôle  de 
transformation  étant  pris  au  point  de  contact  du  plan 
tangent. 

En  particulier,  la  section  faite  par  le  plan  tangent  pa- 
rallèle à  Taxe  scia  la  réciproque  dune  hyperbole  qu'il 
est  facile  de  construire,  le  pôle  étant  au  centre. 

Mais  si  on  prend  pour  pôles  de  transformations  les 
deux  autres  foyers  de  la  section  donnée  par  le  plan  tan- 
gent, on  aura  des  ovales  dont  deux  foyers  coïncideront, 
cest-à-dire  des  limaçons  de  Pascal. 

Note  A. 

Nous  avons  vu  que  les  sections  du  tore  sonl  des  cas  par- 
ticuliers des  courbes  contenues  dans  l'équation  générale 

r  =  u.r'  -4-  -j  r". 

Il  semblerait,  d'après  cela,  c[uc  les  propriétés  que  nous 
avons  trouvées  pour  les  sections  du  tore  ne  doivent  pas 
s'étendre  aux  courbes  les  plus  générales;  mais  on  démontre 
facilement  qu'en  transformant  les  courbes  contenues  dans 
l'équation  précédente  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
l'équation  garde  la  même  forme,  et  on  peut  établir  entre 
p  et  V  la  relation  qui  caractérise  les  sections  du  tore.  Ces 
sections  ont  quatre  foyers  sur  un  cercle;  donc,  toutes  les 
courbes  comprises  dans  l'équation 

ont  un  autre  foyer  placé  sur  le  cercle  des  trois  foyers  don- 
nés ;  en  un  mot,  toutes  les  propriétés  que  nous  avons 
données  peuvent  s'étendre  aux  courl)es  les  plus  générales. 
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Note  B. 

Si  l'on  prend  pour  coordonnées  les  langenles  à  trois 
sphères  égales,  le  tore  a  une  équation  de  la  forme 

at-{-  a' t'  +  a" t"  =iO. 

Supposons  que   l'on  prenne   trois  sphères   quelconques 
égales  ou  inégales,  trois  coefiîcienls  quelconques  X,  p.,  v, 
on  peut  se  demander  ce  que  représentera  l'équation 
/?  +  p.?'-f-v<"  =  o. 

D'abord  on  voit  à  y^ /von  qu'elle  contiendra  une  infinité  de 
cercles 

tz=at', 

['m.  4-  fz)  t'  -\-'jt"  =z  o. 

Au  reste,  remarquons  que  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  n'altérera  pas  en  général  la  forme 
de  celte  équation.  Faisons  la  transformation  en  prenant 
pour  pôle  le  point  de  rencontre  des  trois  sphères 

^^o,      t'  =  o,     ?"  =  o; 

l'équation  deviendra 

).  V^P  +  ■/■'  s/P"'  +  ^^"  v/P^'  =  o, 
P,  P',  P"  étant  trois  fonctions  du  premier  degré  des  coor- 
données. On  aura  donc  un  cône  du  second  degré.  Ainsi, 
l'équation  représente  la  surface  récipi^oque  d'un  cône. 
Cette  surface  est  très-intéressante  5  elle  comprend  comme 
cas  particuliei-s  le  tore,  la  cyclide  (*).  et  peut  être  définie 
comme  le  lieu  d'un  cercle  qui  passe  par  deux  points  don- 
nés et  s'appuie  sur  ini  cercle  donné.  Outre  le  cercle  gé- 
nérateur, cette  surface  admet  deux  séries  de  cercles  cor- 


(")  Surface  enveloppe  d'une  sphère  tangente  à  trois  splières  données 
(Di'PiN,  Applicalions  de  Gcowclric,  p.  200,  et  Maknueim,  Nom-cllcs  Annahs. 
p.  G7;i8Go).  P. 
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respondanl  aux  sections  circulaires  du  cône,  el  quand  ces 

deux  séries  de  cercles  se  réunissent,  on  a  le  tore  ou  la 

cyclide. 

Note  C. 

Toutes  les  propriétés  que  nous  avons  données  pour  les 
sections  du  tore  s'étendent  naturellement  aux  sections  de 
la  cyclide.  Toutes  les  courbes  de  sections  planes  ont  quatre 
foyers  comme  les  courbes  du  tore. 

J'attirerai  l'attention  sur  la  propriété  suivante.  Suppo- 
sons que  Ton  transforme  le  tore  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques en  prenant  le  pôle  de  transformation  à  l'intérieur 
de  la  surface.  Alors  il  y  aura  deux  sphères  inscrites,  pas- 
sant par  le  pôle,  qui  se  transformeront  en  plans.  La  cyclide 
pourra  être  considérée  comme  l'enveloppe  des  sphères  tan- 
gentes à  deux  plans  et  à  une  troisième  sphère  5  mais  les 
deux  plans  tangents  aux  sphères  inscrites  passant  au  pôle 
coupaient  le  tore  suivant  deux  courbes  ayant  un  foyer  au 
pôle  de  transformation.  Par  suite,  les  réciproques  de  ces 
courbes  seront  des  ovales  de  Descartes.  On  voit  donc  que  : 

Lorsque  la  cyclide  pourra  être  considérée  comme  l'en- 
veloppe des  sphères  tangentes  à  une  sphère  et  à  deux 
plans,  il  y  aura  deux  sections  planes  parallèles  à  ces  deux 
plans  qui  donneront  des  ovales  de  Descartes. 


SIR  l«E  CO\STRlCTION  D'ABOLI.  WAFA. 


EXTRAIT    D  UNE    LETTRE    DE     M.     ARISTIDE     MARRE. 


J'emprunte  au  savant  travail  que  M.  Wœpcke  (*)  a  lait 
paraître  dans  le  Journal  Asiatique,  un  problème  de  géo- 

(")  Ccomèlrc  cl  oricntalisle  distingué,  mort  à  Paris  le  'j5  mars  iSG^ 
àjyé  seulement  de  trente-sept  ans.  I'. 
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métrie  élémentaire,   qui   ne  manquera  pas  d  intéresser 
vos  jeunes  et  studieux  lecteurs-,  il  est  extrait  du  Recueil 
des  constructions  géométriques  d'yJboul  Wâfa,  et  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Trois  carrés  égaux  étant  donnés,  en  composer  un 
carré  unique,  par  un  procédé  pratique,  matériel  pour 
ainsi  dire,  sans  employer  le  théorème  de  Pjthagore. 

Soient  «,  h,  c  les  trois  carrés  égaux  proposés.  Menez 
une  diagonale  dans  chacun  des  carrés  b  et  c,  et  disposez 


les  quatre  triangles  rectangles  isocèles,  égaux  entre  eux, 
qui  en  résultent,  autour  du  carré  «,  de  la  manière  indi- 
quée par  la  figure  ci-contre.  Les  sommets  A,  B,  C,  D  des 
angles  droits  de  ces  quatre  triangles  sont  les  sommets  du 
carré  à  construire. 

En  effet,  il  est  facile  de  reconnaître  à  priori  Texis- 
tence  de  deux  séries  de  triangles,  les  uns  intérieurs,  les 
autres  extérieurs  à  la  figure  ABCD,  égaux  comme  ayant 
un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  cha- 
cun, et  pouvant  être  substituée  Tune  à  l'autre. 
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THÉORÈME  SIR  LES  SURFACES  Dl  SECOXI)  DEGRÉ, 

Par  m.  MIRZA-NIZAM, 

Élève  externe  de  l'École  Polyteclinique. 


Lorsqu'un  angle  trièdre  trirectangle  a  son  sommet 
placé  au  cejitre  d'une  surface  du  second  degré,  le  plan 
nui  passe  par  les  points  d^ intersection  des  arêtes  de 
l'angle  avec  la  surface  enveloppe  une  sphère  concen- 
trique à  la  surface. 

Soient  O  le  cenliede  la  surface  el  ABC  le  plan  qui  joint 
les  points  d'intersection  des  arêtes  OA,  OB,  OC,  avec  la 
surface.  Du  centre  O  j'abaisse  une  perpendiculaire  OM 
sur  le  plan  ABC.  La  pyramide  triangulaire  OABC  a  pour 
volume 

V  =  surf.  ABCX^OÎ^Ï; 
6 

elle  a  aussi  pour  volume 

V  =  -OA.OB.  :i0C. 

2  a 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  V,  on  a 

2 (surf.  ABC)XOM  =  OA.OB.OC, 
ou 

,  ,  I  4(snif.  ABC,- 


OM  OA  .OB  .OC 


La  surface  du  triangle  ABC  en  fonction  des  trois  côtés 
est 

_,_(AB  +  RC-+-AC.)(AB  +  BC  — AC)(AB  — BC-hAC)(BC-HAC~AB) 

S , 
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ou  bien  eilectuant  les  produits  deux  à  deux,  on  a 

., _  [2Ar..BC-t-(ABVHc'— ac^)][2AB.bc-(âbV  ïïc'— Âc'')] 

s  _  — 

ou 

4ab\bc'—  (ab'h-  bc'—  ac  )' 

Remarquant  que  les  triangles  OAB,  OAC  etOBC  sont 

rectangles, etremplaçantAB  ,  BC    et  AC    par  leurs  va- 
leurs, et  effectuant,  on  a 

AO '.ÔC"  + ÂÔ' .  OB' +  BÔ'.OC' 


S^: 


4 

Remplaçant  cette  valeur  de  S^  dans  l'égalilé  (i),  il  vient 
I  I  I  I 

ôm'     ôâ*     ob      oc' 

or,  on  sait  que  cette  dernière  quantité  est  constante,  donc 
OM  est  constant,  et  par  suite  le  plan  ABC  enveloppe  une 
sphère  ayant  O  pour  centre  et  OM  pour  rayon. 

Un  théorème  analogue  existe  pour  une  courbe  à  centre 
et  se  démontre  à  peu  près  de  la  même  manière. 


SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  IVOIVELLES  ANNALES. 


Question    4111 

(voir  l.  XVH,  p.  32); 

Par  m.   J.  DE  VIRIEU. 


La  surface  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  donnes 
en  nondncs  entiers  ne  saurait  être  rationnelle  si,  les  côtes 
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étant  débarrassés  du  facteur  covinuin  2,  la  somme  des 
quotients  est  impaire. 

1.  a,  b,  c  élant  des  enlicrs  absolus  qui  représentent 
les  côtés  d'un  triangle,  si  l'on  désigne  son  aire  par  5,  on  a 

(4^)-  =  —  û*  —  6^  —  r'  +  2«-^-H-2r/-r--|-2/!)-c^=  M. 

2.  Si  le  périmètre  est  impair,  ou  les  trois  côtés  sont 
impairs,  ou  l'un  d'eux  est  impair  et  les  autres  pairs. 

1"  Cas  ;  a.,b,  c  impairs.  —  «%  h^ ,  c*,  a-  />',  b'^  c",  c-a"- 
étant  les  carrés  de  nombres  impairs,  chacun  d'eux  est  de 
la  forme  8  p  H-  i ,  et  par  suite  M  est  de  la  forme  8^  4-  3  5 
M  ne  peut  donc  être  un  carré. 

2*"  Cas  :  rt,  b  pairs,  c  impair.  —  a^  -v-  b''  -{-  c*  est  de  la 
forme  8fx  -H  i ,  2 a- b~  -\-  '2 b'- c^  -]-  lira-  de  la  forme  8f/, 
et  par  suite  M  est  de  la  forme  8/:x  —  15  donc  M  n'est  pas 
un  carré. 

3.  Donc  les  côlés  d'un  ti'iangle  étant  représentés  par 
des  nombres  entiers,  si  le  périmètre  est  impair,  l'aire  ne 
peut  être  un  nombre  rationnel. 

On  en  déduit  que,  l'aire  d'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  des  entiei'S  ne  peut  être  rationnelle,  si  le  quotient  de 
son  périmètre  par  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
les  côtés  est  impair. 

En  effet,  soit  D  ce  plus  grand  commun  diviseur,  et 
posons 

d'où 

«  -f-  6  +  t:  ^^ 
5 =a  +  ^4-v, 

le  rapport  entre  les  aires  des  triangles  ayant  pour  côlés 
respectifs  :   a.   è,  c:   a,  c,  y^    or  l'aire  du  dernier  est 
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irrationnelle    si    son  périmètre  a -H  o -}- y  est   impair-, 
donc.  etc. 

En  supposant  D  =  2,  on  tombe  sur  la  proposition  à 
démontrer. 


Question  660 

(voir  2"  série,  t.  11,  p.  371); 

Par  m.   flAAG, 
Elève  de  l'École  Polytechnique. 

Etant  donnée  une  série  de  limaçons  de  Pascal,  dé- 
crits avec  la  même  circonférence  et  ayant  même  point 
double,  par  ce  point  on  trace  une  transversale,  et  on 
fait  passer  une  circonférence  par  le  point  double  et  par 
chaque  point  d'intersection,  tangente  à  la  courbe  en  ce 
point  :  toutes  ces  circonférences  ont  même  axe  radical, 
et  lorsque  la  transversale  tourne  autour  du  point  double, 
cet  axe  radical  tourne  autour  de  ce  point  et  le  second 
point  commun  à  toutes  les  circonjérences  décrit  un 
cercle.  (Ch.   Delevaque.) 

Soit  O  le  cercle  qui  sert  à  décrire  la  série  de  limaçons 
considérée,  A  leur  point  double  commun,  AB  leur  axe. 


AN  une  transversale  menée  par  le  point  double  et  cou- 
pant le  cercle  O  en  un  second  point  N.  J'appelle  M  le 
point  où  cette  transversale  rencontre  Tun  des  limaçons  de 
la  série  :  la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  sur  AM 


(  ^7^  } 
est  tangente  en  T  au  cercle  décrit  de  B  comme  centre 
avec  NM  pour  rayon,  et  Ton  sait  que  le  cercle  décrit  sur 
AT  comme  diamètre  est  tangent  en  M  au  limaçon  consi- 
déré. Il  s'agit  donc  de  prouver  que  tous  les  cercles  obte- 
nus de  cette  manière  en  faisant  varier  la  longueur  NM 
ont  même  axe  radierai.  Or,  si  nous  prolongeons  TB  jusqu'en 
son  second  point  d'intersection  C  avec  le  cercle  O,  l'angle 
ACB  étant  droit,  le  cercle  AT  passera  en  C,  et  comme  la 
position  de  ce  point  C  dépend  seulement  de  la  direction 
de  la  transversale  AN,  et  point  de  la  longueur  NM  qui 
caractérise  chaque  limaçon,  tous  les  cercles  tels  que  le 
cercle  décrit  sur  AT  passent  par  les  points  fixes  A  et  C,  et 
ont  par  conséquent  même  axe  radical.  Pour  achever  la 
démonstration  du  théorème,  il  suffit  de  remarquer  que  le 
point  C  décrit  le  cercle  O  lorsque  la  transversale  AN 
tourne  autour  du  point  double. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Hans,  élève  du  lycée 
Saint-Louis;  Mirza-Nizam,  élève  externe  à  l'École  Polytechnique;  Paul 
Mansion  ;  Debalisse,  élève  du  lycée  Charlemagne;  M.  Laquière,  lieute- 
nant d'artillerie. 


Même  question  insolation  analytique); 

Par  m.   Abraham  SCHNÉE, 
Elève  du  lycée  Cliarlemagne. 

Une  série  de  limaçons  de  Pascal,  décrits  avec  la  même 
circonférence  et  ayant  même  point  double,  est  représen- 
tée (Briot  et  BotQLET,  p.  25)  par  l'équation 

(i)  p  z=  b  cosw  4-  rt, 

où  a  est  un  paramètre  variable. 
Soit 

w  =  a  =  constante 

1  équation  d'une  transversale  liaccc  par  le  point  double. 


{  ^7^  ) 
Un  cercle  passant  par  ce  point  a  pour  équation 

{  2  )  p  =  2  (•/  COS  (  w  —  A-], 

eu  désignant  par  d  el  k  les  coordonnées  polaires  du 
centre.  Mais  ce  cercle  doit  aussi  passer  parle  point  d'in- 
tersection de  la  courbe  (i)  avec  la  transversale,  d'où  la 
condition 

b  COS  a  -H  <7  =  2^/cos(a  —  /.  ). 


En  substituant,  l'équation  (  2)  devient  donc 
b  COS  7.  -h  a 


3  )  p  = ^ — '——  ces  (  w  —  A). 

'         cosfa  — /.) 


JM.  Rouelle  démontre  (  voir  Comberol'sse,  Géontétrie 
analj'-tique,  p.  205)  que  l'équation  de  la  tangente  à  la 

courbe  -  =y(a))  au  point  dont  la  coordonuée  angulaire 

est  a,  est 

-  ^/(x)  cos(oj  —  a)-!-/' (a)sin(&J  —  a). 

La  tangente  au  point  de  rencontre  de  la  transversale 
avec  l'équation  (i)  a  donc  pour  équation 

I  cos(w  —  a)        isinasin(w  —  a) 

p  b  COS  y.  -Y-  a  [b  ces  a  -H  «  )- 

de  même  la  tangente  au  point  de  rencontre  de  la  trans- 
versale avec  la  courbe  (3)  a  pour  équation 

I  cos(o)  —  a)       tang(a  —  X)sin(w  —  a) 

p         b  ces  a  4-  «  b  ces  -x  -\-  d 

Puisque  le  limaçon  et  le  cercle  sont  tangents  au  point 
de  rencontre  avec  la  transversale,  les  deux  équations  ci- 
dessus  doivent  être  identiques,  ce  qui  donne 

,  ,  bs'wu 

"  ^  ^        b  COS  x-\-  a 
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doù  Ton  lire 


tang  ^ 


«cosa  -+-  b 

Afais  l'équation  (3)  peut  s'écrire 

cosw  +  tang/(sin  w 

0  =  [b  cos  a  +  <7  ) --; —  » 

'        ^  cos  a  H-  tang  A- sin  a 

et,  en  remplaçant  tang  A  par  sa  valeur, 

p  =  ôcosm  +  a  cos(o>  —  a  ). 

Si  Ton  y  considère  a  comme  variable,  et  qu'on  cherche 
alors  l'intersection  de  tous  ces  cercles  avec  une  perpen- 
diculaire à  la  transversale  menée  par  le  point  double,  on 
trouve  toujours  le  même  second  point 

w^aH-— '      6=  —  b  sin  a  ; 
2 

donc  toutes  ces  circonférences  ont  même  axe  radical,  et 
cet  axe  est  perpendiculaire  à  la  transversale. 

La  dernière  équation,  lorsqu'on  y  considère  a  comme 
variable,  est  d'ailleurs  celle  d'un  cercle  qui  a  son  centre 
sur  une  perpendiculaire  à  l'axe  polaire  menée  par  le  point 

double,  à  une  distance  -  au-dessous  de  cet  axe. 

2 


Question  OOo 

(voir  2'  série,  t.  II,  p.  29); 

Par  I\I     John  GRIFFITHS. 

Lorsqu'il?!  In'atiglc  ABC  esta  la  fois  inscrit  dans  une 
courhe  du  troisième  degré  et  circonscrit  à  cette  même 
courbe,  le  produit  des  rayons  de  courbure  aux  points 
A.  B,  C  est  égal  au  cube  du  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC.  (Makkhetm) 
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Question  0G4 

(voir  2'  série,  t.  Il,  p.  371)  ; 

Par    m.    JOSSELIN, 

Lieutenant  d'artillerie. 

Dans  tout  triangle  inscrit  dans  une  conique,  et  dont 
deux  côtés  sont  tangents  à  une  seconde  conique^  le  troi- 
sième enveloppe  une  conique  passant  par  les  points  d'in- 
tersection des  deux  premières .         (Ch.  Delevaqle.) 

Soient  A  =3  o,  B  =  o,  C  =  o  les  équations  des  trois 
côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique;  A,  B,  C 
étant  des  fonctions  du  premier  degré  en  x  et  y. 

L'équation  d'une  conique  passant  par  les  trois  som- 
mets du  triangle  est  de  la  forme  • 

(i)  ABh-).,AC  +  )..BC  =  o. 

L'équation  d'une  conique  tangente  aux  deux  côtés 
A  et  B  est  de  la  forme 

(2)  ABH-Àl]^  =  o, 

U  =  o  représentant  la  corde  de  contact. 

Retranchons  l'équation  (2)  de  (1),  nous  aurons 

(3)  )^,AC  +  ),,BC  — ).U^  =  o. 

Cette  équation  représente  une  conique  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  premières.  Et  l'on  voit, 
d'après  la  forme  de  l'équation  (3),  que  la  droite  C  =  o 
est  tangente  à  celte  dernière  conique,  car  l'équation  (3) 
est  satisfaite  par  C  =  o,  et  U^  =  o. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

I^ole.  —  Le  même  théorème  a  été  démontré  par  M.  E.  Vieillard,  élève  à 
l'institution  Favard;  MM.  Léon  Dyrion,  Lacaueliie,  élèves  du  lycée  de 
Strasbourg.  M.  de  Marsilly  observe  que  le  théorème  est  de  M.  Poiirelet 
(voir  Propriétrs  projectives,  p.  3?,7). 
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OIESTIONS. 


701.  Démontrer,  sans  admettre  aucun  postiJafum, 
que  l'angle  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  milieux 
des  cotés  d'un  triangle  équilatéral  excède  un  demi-angle 
droit.  (Lyojvket.) 

702.  Soit  O  un  cercle  fixe,  O'  un  cercle  mobile  dont  le 
centre  se  déplace  sur  un  autre  cercle  fixe  O"  ;  l'axe  radical 
des  deux  premiers  a  pour  enveloppe  de  ses  positions  une 
conique.  (Dxjrrande.) 

703.  Déterminer  des  valeurs  entières  des  quantités 
x,  n,  /•  :  1°  telles  que  la  somme 

.r'  -f-  (j:  -i-  r/-f-  .  .  .  4-  [.r  -{-  ( n  —  i)  r]^ 

soit  un  cube;  Q.'^  telles  que  celle  somme  soil  le  cube  de 
X  H-  nr.  (Balthasar  Boncompagjvi.) 

70 i.  Soient  C  et  C  deux  coniques  homofocales,  M  un 
point  pris  sur  la  première,  et  M.V  la  normale  menée  au 
point  M  et  terminée  à  l'axe  focal.  La  grandeur  de  la  pro- 
jection de  MN  sur  la  tangente  à  C  menée  par  le  point  M 
est  indépendante  de  la  position  du  point  M  sur  la  coni- 
(jue  C.  (Gros.) 

705.  Expliquer  coramcnl  il  se  fait  que  deux  conditions 
soient  nécessaires  pour  qu'une  surface  du  second  degré 
soit  de  révolution,  lorsqu'on  sait  qu'il  sutlit  que  l'équa- 
tion en  s  ait  deux  racines  égales.        (J.-.l.-A.  Mathieu.) 
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QIESTIONS  D'EXAMEN  (1863) 

(  voir  p.  141). 

Géométrie  analytique.  (Suite.) 

70.  On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  M  et  ÎN . 
On  mène  la  droite  MA  qui  aboutit  à  un  point  quelconque 
A  de  la  circonférence,  et  l'on  prend  le  milieu  I  de  MA. 

Enfin  on  prend,  sur  TM,  ]NG  =  -NI.  Lieu  des  points  G. 

71.  On  mène  par  un  même  point  des  normales  à  un 
système  d'ellipses  semblables  et  concentriques.  Lieu  dos 
pieds  de  ces  normales. 

72.  Equation  d'une  courbe  du  deuxième  degré  c[ui  se- 
rait doublement  tangente  à  la  courbe  dont  l'équation  est 

.r'  —  2.xy  -+-  2  J^  -h  3x  —  2  J  —  I  =r  o. 

Montrer  à  priori  que  cette  équation  ne  doit  renfermer 
qu'un  seul  paramètre  arbitraire. 

73.  A  combien  de  conditions  une  courbe  du  deuxième 
tlegré  est-elle  assujettie  quand  on  demande  qu'elle  louclic 
une  courbe  donnée  aux  points  où  celle-ci  est  rencontrée; 
par  une  droite  donnée? 

74.  On  donne  une  courbe  du  second  degré 

A.r- H-  iBxy  -+-  Cf'  H-  F  =  o, 
et  le  cercle 

On  demande  l'équation  qui  a  pour  racines  les  coefticienls 
angulaires  des  droites  qui  joignent  l'origiiK*  aux  points 

.inii.  de  Slathcnial.,  2*^  série,  t.  111.  (Avril  i8G/|.)  I?. 
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(riiilerscciion  des  deux  courbes.  Pourquoi  (  elle  éc|ualion 
est-elle  du  second  degré?  Disposer  de  R  de  manière  que 
celte  équation  ait  des  racines  égales. 

75.  Soit  un  diamètre  MM'  d'un  cercle.  Parle  point  M' 
on  rriène  une  droite  c|ui  rencontre  en  A  la  circonférence 
et  en  B  la  tangente  menée  par  le  point  M.  Sur  celte  droite 
on  prend  M'D  =  AB.  Lieu  des  points  D.  Discussion. 

76.  Par  le  foyer  d'une  ellipse,  on  mène  à  la  directrice 
correspondante  la  droite  FAlî  qui  rencontre  l'ellipse  en 
A  et  la  directrice  en  B.  On  a 

I  I 

— —  =  constante. 

FA        FB 

77.  Equation  d'une  parabole  tangente  à  l'axe  des  x  au 
point  [x  =  i^  y  =  o),  et  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  bis- 
sectrice de  l'angle  x^Oj. 

78.  Discuter  la  courbe 

(r  —  x  -{-  i)  {x  -+-> +2)  =  3. 

79.  P  =:  o,  Q  =  o  étant  les  équations  de  deux  droites, 
comment  sont  placées,  par  rapport  aux  axes,  les  droites 

P  +  ^Q  =  o,     P  — (ÎQ=o? 

80.  Propriétés  communes  à  toutes  les  courbes 

Ax'-i-Bxj  -\-  Cj-  +  ...:=  o 

dans  lesquelles  A  seul  est  variable.  Peut-on  trouver  une 
valeur  de  A  telle,  que  l'équation  représente  deux  droites  ? 
Comment  seront  placées  les  courbes  par  rapport  à  ces 
deux  droites? 

81.  On  mène  par  un  point  INÏ  d'une  parabole  une  tan- 
gente à  cette  courbe,  qui  rencontre  la  directrice  au  pointi, 
et,  par  le  point  M,  une  normale  qui  rencontre  la  courbr 
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en  un  second  point  JN .   Soit   T  le  point  où   la   tangente 
menée  par  JV  rencontre  la  tangente  INII*,  on  a  MI  =  MN. 

82.  Reconnaître  qu'une  droite  y  =  mx  ■+-  n  est  direc- 
trice d'une  courbe  donnée  du  second  degré. 

83.  Lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  tangentes 
menées  de  ces  points  à  deux  circonférences  données  est 
constante. 

84.  Les  directrices  des  coniques  qui  ont  un  foyer  com- 
num  et  un  point  commun  passent  par  v.w  même  point, 

8o.   Discuter  les  courbes 


y-  =  x^  —  A'' . 


86.  Étudier  géométriquement  le  lieu  des  projections 
d'un  point  donné  sur  les  tangentes  qu'on  peut  mener  à 
un  cercle.  Tangente.  Degré  du  lieu.  Equation  du  lieu. 
Question  analogue  pour  l'ellipse. 

87.  Lieu  des  centres  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  donnés. 

88.  L'équation  d'une  conique  étant 

y'^  =  ipx  +  q.T-, 
si  l'on  fait  j^  =  p^  on  li^ouvera  pour  x  l'abscisse  du  fover. 
89. 

A.r^  4-  B jj  -h  Cr- .  .  .  =  o,      A' j:=  +  B'.rj  -f-  C  j^ -f-  ,  .  .  =  o 

étant  les  équations  de  la  même  courbe  dans  deux  sysièmes 
dilîérentsde  coordonnées  rectangulaires,  on  a 

A  -f-  C  =  A'  +  C  : 

interprétation  géométrique. 
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90.  Lit;i.i  des  so)nmets  des  aiii^los  de  grandeur  coii- 
slantc,  circonscrits  à  une  parabole. 

91.  OA  et  OB  étant  deux  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse,  on  abaisse  BP  perpendiculaire  sur  OA,  et  l'on 
nrend  BM  égale  à  OA.  Lieu  des  points  M. 

92.  Deux  côtés  d'un  triangle  sont  iixes^  le  troisième 
côté  se  meut  de  telle  sorte  que  la  surface  du  triangle  reste 
constante.  Lieu  des  points  de  concours  des  médianes. 

93.  Equation  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  dont 
chaque  côté  est  donné  par  son  équation. 

94.  Lieu  des  points  tels,  que  si  Ton  mène  deux  tan- 
gentes à  une  parabole^  la  bissectrice  de  l'angle  de  ces  tan- 
gentes fasse  avec  l'axe  de  la  parabole  un  angle  constant. 

9o.   Etant  données  deux  courbes 

telles  que  j-  —  j]  =  K^,  trouver  une  relation  entre  les 
tangentes  menées  à  ces  deux  courbes  en  deux  points  situés 
sur  la  même  ordonnée. 

96.  Dans  un  triangle  rectangle,  le  sommet  de  l'angle 
droit  est  fixe;  un  autre  sommet  se  meut  sur  une  droite  ,î 
laquelle  l'hypoténuse  est  perpendiculaire  :  trouver  le 
lieu  du  troisième  sommet. 

97.  Quelles  sont  les  propriétés  communes  aux  courbes 

ax-  -H  K^j  -f-  bj^  -\-  ex  -i-  (ly  +/"  =  o, 

dans  lesquelles  K  est  un  coefficient  variable? 

98.  Lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point 
sur  des  ellipses  concentriques  semblables  et  semblable- 
ment  placées. 


(  >8.  ) 

99.  Soient  OA,  OB,  DE  trois  droites  iixes.  Ou  mène 
par  un  point  C  pris  sur  DE  une  droite  mobile  qui  ren- 
contre OA  et  013  en  F  et  G.  Lieu  des  points  d'intersec- 
tion des  droites  DG  et  FE.  Démontrer  que  le  lieu  est  la 
polaire  du  point  C  par  rapport  à  la  conique  formée  de 
l'ensemble  des  deux  droites  OA  et  OB. 

100.  Soit  FiM  un  rayon  vecteur  d'une  ellipse.  On  mène 
MP  perpendiculaire  sur  le  grand  axe  et  Ton  prend 
PN  =:FM.  Lieu  des  points  N. 

101.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  qui  ont  un  point 
commun  et  le  môme  foyer. 

Géométrie  analytique  à  trois  dimejisions. 

102.  On  donne  dans  le  même  plan  une  circonférence 
et  un  point.  Par  ce  point  pris  comme  sommet,  on  mène 
un  cône  tangent  à  une  sphère  qui  passe  par  la  circonfé- 
rence donnée.  Trouver  le  lieu  des  courbes  de  contact 
quand  on  fait  varier  le  rayon  de  la  sphère. 

103.  Lieu  des  points  tels,  que  la  dilîérence  des  carrés 
de  leurs  distances  à  deux  plans  soit  proportionnelle  à 
leur  distance  à  un  troisième  plan. 

104.  Discuter  la  surface 

.r-  —  3  j-  H-  2  s'  -h  2  z  =  o . 

105.  Lieu  des  points  situés  à  égale  distance  d'un  point 
Çixe  et  d'un  plan  fixe. 

106.  Equation  du  paraboloidc  hyperbolique  rapporté 
à  un  de  ses  diamètres  et  aux  deux  génératrices  rectilignes 
qui  passent  par  le  point  où  ce  diamètre  rencontre  la 
surface. 

107.  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances à  deux  plans  donnés  est  égale  à  un  carré  donné. 


(   t8.  ) 
KKS.   Dans  <(iicl  cas  un  |)lan  pcul-il  couper  une  sut  (ace 
(lu  secoud  ordre  suivant  une  seule  droile  ? 

109.  Lieu  des  milieux  des  droites  qui  s'appuient  sur 
deux  droites  données  et  qui  restent  parallèles  à  un  ])1an 
donné. 

110.  P  =  o,  P'=:o  étant  les  équations  d'une  droite, 
que  représente  l'équation 

F(P,  P'j  =o? 

111.  Peut-on  faire  passer  une  surface  du  second  degré 
par  deux  coniques  situées  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace? 

ll!2.  Un  paraboloïde  hyperboru|ue  ayant  un  premier 
système  de  génératrices  parallèles  au  plan  horizontal, 
prouver  que  les  projections  verticales  de  toutes  les  géné- 
ratrices du  deuxième  système  passent  par  un  même  point. 

113.  Etant  donnée  une  surface  du  second  ordre,  on 
mène  par  l'origine  des  coordonnées  des  droites  telles  que 
AB  qui  rencontre  la  surface  en  deux  points  A  et  B,  puis 
sur  la  droite  un  point  iM  tel  que 

ÔM  ~  2  VÔÂ"^  ObJ" 

trouver  le  lieu  des  ^^olnts  M,  Généralisation  du  problème 
pour  une  surface  de  degré  m  :  lieu  des  points  M  tels  (jue 

1     '    /   '         _i_  '    \ 

A,   B,...,  L  étant  les  points  où  la  droite  menée  par  foi-i- 
ginc  rencontre  la  surface. 

\\ï.  Peut-on  conper  un  paraboloïde  liv[>erbolique  de 
manière  (juc  la  section  soit  une  bvperbole  é([nilaière? 


{  i83  ) 
I  lo.   Lorsque  deux  seetious  circulaires  d'une  surtace 
du  deuxième  ordie  sont  per|)endiculaires  entre  elles,  la 
surface  est  uue  sphère. 

116.  Lieu  des  points  tels,  que  le  produit  de  leurs  dis- 
tances à  deux  plans  fixes  ou  à  deux  droites  fixes  soit 
constant. 

117.  Propriétés  communes  aux  cercles  représentés  par 
l'équation 

J.3  _j_  j2  _|_  >,,,•  _)_   [)y  -^  c  ^HZO, 

où  1  est  un  paramètre  variable.  Lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  d'un  point  (a,  (3)  à  ces  circonfé- 
rences. Propriété  commune  à  toutes  les  cordes  de  con- 
tact. 

118.  Combien  faut-il  connaitre  de  génératrices  d  un 
cône  du  second  degré  pour  qu'il  soit  déterminé? 

119.  Si  Q  =  o  est  l'équation  d'une  sphère  et  P  =  o 
celle  d'un  plan,  que  représente  Féquation 

F(Q,  P)  =  o? 

1!20.  Les  axes  de  coordonnées  n'étant  pas  i^ectangu- 
laires,  à  quelle  espèce  de  plans  est  rapporté  le  parabo- 
loïde  f[ui  a  pour  équation 

r^  z-   _ 

■?.p         iq 

121.  Quand  deux  angles  trièdres  trirectangles  oui 
même  sommet,,  leurs  six  arêtes  sont  sur  un  même  cône 
du  second  degré. 

122.  On  peut  faire  passer  quatre  cônes  par  les  points 
iimi 

123. 


<  ommuns  à  deux  suifaces  du  second  degré. 


Aa---|-A'>'-+-  A"z2-f- 
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élanl  l'équation  d'une  surface  rapportée  à  des  coordonnées 
rectangulaires,  si  l'on  vient  à  changer  d'axes,  on  aura 

A  -f-  A'  +  A"  =  constante. 

Interprétation  géométrique. 

124.   Sections  circulaires  de  la  surface 

rx  -\-  jz  -h  xz  =  I . 

12o.  Quelles  relations  y  a-t-il  entre  les  surfaces  repré- 
sentées par  les  équations 

f{^,    y,  -]  =  o,    /{x,  j,  z)  ~hA-  =  o? 

126.  Diamètres  conjugués  égaux  dans  l'ellipsoïde. 

127.  Lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  cir- 
conscrits à  la  surface  xj  =  z. 

128.  Lieu  du  sommet  dun  irièdre  trirectangle  cir- 
conscrit à  l'ellipsoïde. 

129.  On  a  un  ellipsoïde  et  une  sphère  concentriques  : 
il  Y  a  un  cône  et  trois  cylindres  qui  passent  par  les  points 
communs  à  ces  deux  surfaces.  Les  génératrices  de  ces  trois 
cylindres  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

130.  Lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  distances  à  trois  points  fixes  soit  constante. 

131.  Etant  donnés  une  surface  du  second  ordre  et  un 
point  fixe,  on  mène  par  ce  point  toutes  les  cordes  dont 
ce  point  est  le  milieu.  Lieu  de  ces  droites. 

132.  Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  ont  un 
plan  principal  (onimun,  rinterseclion  des  surfaces  sepro- 
jeilc  sur  ce  plan  suivant  une  courbe  du  second  degré. 

[  La  Mdtf  />/f>c/uii/H/ncnl.  ) 
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CORRESPONDANCE. 


1.  On  a  vu,  par  la  table  de  i863,  (jue  près  de  cctit 
cin<7/ia«/e  collaborateurs  preuncnlpart  à  la  rédaction  des 
Nouvelles  Annales.  Nous  recevons  donc  beaucoup  de 
lettres,  et  en  général  nous  n'avons  qu'à  nous  louer  de  la 
politesse  de  oios  correspondants.  Nous  les  remercions  de 
leur  ièle,  de  leurs  conseils,  de  leurs  critiques  même  ;  mais 
nous  ferons  remarquer  à  un  petit  nombre  d'entre  eux  que 
la  première  politesse  de  celui  qui  écrit  consiste  à  signer  de 
son  vrai  nom,  et  nous  sommes  surpris  que  dliounètes 
jeunes  gens  oublient  cette  règle  élémentaire  du  savoii- 
vivre.  A  l'avenir,  nous  regarderons  comme  non  avenues 
les  lettres  non  signées  ou  signées  de  pseudonymes.  Les 
personnes  qui  ne  veulent  pas  être  connues  du  public  sont 
priées  de  nous  en  avertir  et  de  nous  communiquer  leur 
adresse. 

Les  personnes  qui  résolvent  une  question  sont  priées 
de  rappeler  toujours  en  tète  de  leur  solution  le  numéro 
de  la  question,  ainsi  que  l'endroit  où  elle  a  été  énoncée, 
et  de  transcrire  l'énoncé  en  toutes  lettres. 

2.  Un  abonné  nous  demande  pourquoi  nous  n'avons 
pas  donné  la  biographie  de  Gergonne  et  celle  de  Gauss, 
([ue  nous  avions  promises  dans  notre  prospectus  de  io6.'i. 
INous  répondrons  que  nous  en  avons  été  empêchés  par  l'a- 
bondance des  matières  et  par  notre  désir  de  faire  partici- 
per à  la  publicité  des  Annales  un  plus  grand  nombre  de 
nos  collaborateurs.  Mais  tous  nos  documents  sont  réu- 
nis, et  nous  saisirons  la  première  occasion  de  tenir  noire 
promesse. 


(   i86  ) 
3.   NoUl'  savaiil  aiiii,    M.  Hoùel,  uous  écnt  de  Bor- 
deaux : 

«  Le  théoi'ème  dit  de  M.  Schlœmilcli  (*)  a  élé  démon- 
tré, il  y  a  bien  longtemps,  par  Cauchy.  Je  tiouve  (  Leçons 
sur  le   calcul  cliJJcrenLiel,    1829,  ç)^  leçon,  et  Moigno, 
Calcul  cliJj'érenLiel^  t.  I,  p.  63)  ceci  : 
1)  Le  produit 

,  ^  /'  «  H-  I  \  ■-'  /  /i  -4-  I 


\      2      /  \,      -1 

»  croit  évidemment   avec   le    nombie  entier  ni,    depuis 
»  /M  z=  I  jusqu  a  /«  =  -)  et  comme  on  a,  en  conséquence, 

î.«<  2(«  —  l)<  3(«  —  2)<.  .  .  <  ^  (-  +  I   j, 

»   il  en  résulte 

n 
I  .  2.  3  .  .  .  /2  ^  «■*.     » 

Nous  ne  demandons  pas  mieux  que  de  restituer  à  Cau- 
chy ce  que  nous  avions  attribué  à  M.Schlœmilch.  Quautà 
la  démonstration  précédente,  aussi  ingénieuse  que  peu  na- 
turelle, elle  porte  le  caractère  distinctif  des  métliodes 
d'exposition  de  Caucliy.  Le  grand  défaut  de  ces  démonstra- 
tions si  raffinées  est  d'<;cliapper  (acilement  à  la  mémoire, 
ce  qui  peut  causer  beaucoup  d'embarras  dans  un  examen. 

M.  Hoiiel  nous  a  communi(jué,  au  sujet  de  la  résolu- 
lion  des  triangles,  diverses  remarques  qui  trouveront 
place  dans  notre  prochain  Rappoit  sur  les  compositions 
de  i863. 

i.  Le  théorème  de  Cauchy  peut  être  généralisé  sans 
([ue  la   démonstration  en   devienne   plus  compliquée. 

i"  Dans  toute  progression  arithmétique,  le  produit  des 
termes  à  égale  distance  des  extrêmes  est  plus  grand  que 

("j  Voir  if  série,  1.  II,  {>.  1-/1. 


(  ^87  ) 
le  produit  des  exliènies,  car 

[a  -\-  pr)  [l  —  pr)  z=  ni  -^  pr  { l  —  n  —pi); 

I  est  plus  grand  que  a  -h pf-,  doue  la  dernière  paieiithèsc! 
est  positive  et  le  théorème  est  démontré. 
2*^  Nous  aurons  dans  toute  progression 

al  =  al,      bh  ^  al,     cj  ^  al .  .  . 
jc~^ùl,      /ib'^al,      al=zal, 

d'où,  multipliant  membre  à  membre, 

a'b^-c' .  .  ./^  >«"/". 

Ce  théorème  et  la  démonstration  sont  de  M.  Toubins, 
professeur  à  Lons-le-Saulnier. 

5.  Extrait  (V une  lettre  de  M.  Catalan.  —  «  Le 
problème  des  huit  dames  (question  231),  proposé  en  i85'> 
par  M.  Lionnet,  avait  déjà  occupé  quelques  joueurs  d'é- 
checs. Eu  i84o,  le  Schachzeitung  de  lîerlin  en  a  publié 
plusieurs  solutions,  découvertes  par  dilVérents  amateurs. 
Dans  le  savant  Traité  cité  en  note  (*),  le  géomètre  russe 
donne  l'analyse  compléta  de  ce  difficile  problème,  qui 
admet  quatre-vingt-douze  solutions,  dont  douze  seule- 
ment sont  distinctes.  C'est  le  résultat  remarquable  auquel 
était  arrivé  antérieurement  M.  Koralek,  par  une  méthode 
empirique.  » 

G.  A  la  page  2  jo  du  tome  XX  des  Nouvelles  Annales., 
on  s'est  proposé  de  trouver  la  direction  des  axes  de  la 
section  plane  d  un  ellipsoïde  j  mais  des  erreurs  de  calcul 
ont  conduit  à  une  solution  entièrement  fausse  et  dont  la 
fausseté  est  d'ailleurs  évidente,  puisque  les  formules  trou- 
vées ne  contiennent  pas  les  axes  de  rellipsoïde.  Cette 
observation  est  de  M.  Beltrami. 


(*)  Application  de  l' Analyse  mnlhèniali(]ue  au  \cu   des  cchccs,   par  C.-l". 
de  Jaenibch,  t.  1",  p.  luj. 
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7.   M.  Rrioschi  a  démontré,  clans  son  Traité  des  déter- 
iiiiiiaiits,  que  !a  condition  nécessaire  pour  qu'une  équa- 
tion du  troisième  degré  ait  deux  racines  égales  est 


=  o; 


^0,  ""i,  .^21  etc.,  désignant  des  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  l'équation.  M.  Zbikowski,  de 
Minslv,  en  Russie,  nous  adresse  un  article  où  il  commente 
et  simplifie  la  démonstration  de  M.  Briosclii.  Nous  n'in- 
sérons pas  le  travail,  encore  assez  long,  de  M.  Zbikowski, 
parce  que  le  théorème  qu'il  veut  démontrer  nous  semble 
être  une  conséquence  presque  évidente  des  premiers  prin- 
cipes relatifs  aux  déterminants.  En  elïet,  a.  i,  c  étant  les 
racines  de  l'équation  proposée. 


I 

(l 

a^ 

! 

b 

b'- 

I 

C 

c' 

est  la  condition  d'égalité  de  deux  racines,  puisque,  d'a- 
près le  théorème  de  Vandermonde,  le  premier  membre  est 
égal  à  [a  —  h)  [a  —  c)  [b  —  c).  Or,  si  l'on  multiplie  les 
trois  lignes  de  ce  déterminant  :  i°  par  a^ ,  h^ ,  c";  2°  par 
il" ,  Z>%  c';  3''  par  rt-,  5-,  C",  et  qu'après  chaque  opération 
on  ajoute  les  produits,  colonne  par  colonne,  on  aura  trois 
lignes  qui  pourraient  remplacer  les  trois  lignes  du  déter- 
minant (a),  ce  qui  donnera  précisément  l'égalité  (i). 

Des  théorèmes  analogues  ont  lieu  pour  les  équations  de 
tous  les  degrés,  et  l'on  pourrait  en  couvrir  des  pages  en- 
tières. 

8.  Nous  avons  reçu  plusieurs  tentatives  de  solutions  de 
la  question  01  :  Deux  pyramides  convexes,  qui  ont  1rs 
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faces  iriangidaivcs  égales  ^chacune  à  c/iacune,  al  scnihla- 
hlenient disposées ^sont  égales-^  mais  toutes  pèchent  en  un 
point.  On  oublie  le  cas  où  le  pied  de  la  hauteur  tombe  en 
dehors  de  la  base.  La  démonstration  relative  au  cas  où  le 
pied  de  la  hauteur  est  dans  l'intérieur  de  la  base  ne  con- 
vient plus  quand  ce  point  est  à  l'extérieur,  parce  que  les 
angles  formés  par  les  droites  menées  de  ce  point  norma- 
lement aux  côtés  de  la  base  peuvent  tous  augmenter  sans 
que  leur  somme  algébrique  cesse  d'être  nulle. 

9.  Extrait  d\ine  lettre  de  M.  Mannlieiin . —  «  L'énoncé 
de  la  question  (348  n'était  probablement  pas  assez  clair.  La 
solution  de  cette  question,  insérée  à  la  page  ô'a  du  numéro 
de  février,  est  incomplète.  M\L  Jaufroid  et  Mansion 
trouvent,  dans  le  cas  général,  une  équalion  en  w  qui  re- 
présente les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  l'ori- 
gine, les  rayons  vecteurs  tangents  à  la  courbe  et  ceux  qui 
passent  par  les  points  multiples.  Dans  le  cas  du  cercle, 
on  ne  trouve  que  les  rayons  vecteurs  tangents,  les  paral- 
lèles aux  asymptotes  ont  disparu,  el,  dans  le  cas  de  la 
conique  (le  pôle  étant  à  l'un  des  foyers),  c'est  le  contraire 
qui  a  lieu,  ce  sont  les  tangentes  qui  disparaissent. 

»  A  quoi  tiennent  ces  circonstances? 

))  Telle  est  la  partie  de  la  question  648  qui  reste  à  ré- 
soudre. 

»  Enfin,  si  l'on  se  rend  bien  compte  de  la  solution  de  ce 
dernier  point,  on  répondra  facilement  à  la  dernière  par- 
tie de  mon  énoncé  :  Former  des  équations  d'ordre  supé- 
rieur au  second  qui  présentent  des  circonstances  ana- 
logues. » 


iqo 


BULLETIN. 


XII. 

Lucas  (Félix),  ingénieur  des  Ponis  et  Chaussées.  — 
Éludes  analytiques  sur  la  théoiie  générale  des  courbes 
planes.  In-8  de  xx-240  pages  et  2  planches.  Paris, 
i864;Mallet-Ba(helier. 

L'auteur  s'est  efforcé  d'exposer,  au  moyen  des  procédés  clas- 
siques, quelques  théories  nouvelles.  <<  Les  coordonnées  de  Des- 
cartes, dit-il,  étant  seules  usitées  dans  nos  lycées  et  dans  nos 
écoles,  Id  pkipart  des  hommes  spéciaux  qui,  par  position  on 
par  goût,  s'adonnent  à  la  science,  ne  renoncent  pas  volontiers 
à  des  procédés  qui  leur  sont  familiers,  et  peuvent  reculer  de- 
vant l'adoption  des  nouveaux  artifices,  si  ingénieux  qu'ils  soient, 
de  la  Géométrie  moderne.  »  Nous  remarquerons  à  ce  propos 
que  nos  classes  de  mathématiques  spéciales  ne  sont  pas  des  aca- 
démies vouées  aux  questions  curieuses  et  difficiles  de  la  science  : 
elles  ont  un  but  très-précis  qu'elles  doivent  atteindre  dans  un 
temps  limité.  Il  s'agit  de  mettre  les  élèves  à  même  d'aborder 
l'étude  du  calcul  infinitésimal  et  de  la  mécanique.  On  comprend 
dès  lors  que  les  coordonnées  cartésiennes,  employées  presque 
exclusivement  par  les  géomètres  qui  ont  créé  et  développé  ces 
deux  sciences,  doivent  occuper  la  première  place  dans  l'ensei- 
gnement. Cela  n'empêche  point  les  professeurs  de  reconnaître 
les  avantages  des  coordonnées  trilinéaires  dans  quelques  ques- 
tions curieuses;  ils  en  donnent  une  idée  à  leurs  élèves,  mais 
une  étude  approfondie  et  continue  de  ces  nouveaux  moyens 
d'investigation  les  éloignerait  du  but  principal  à  atteindre. 

M.  Lucas  a  donc  bien  fait  d'employer  les  coordonnées  carté- 
siennes et  de  chercher  par  leur  secours  à  généraliser  |)lusieurs 
théories  de  la  Géométrie  analytique.  Son  ouvrage  pourra  être 
un   utile  auxiliaire  de  l'enscii^nement  de  nos  écoles;   car  rien 
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n'est  meilleur,  pour  riiUclligence  d'une  ihcurit,',  que  iren  étu- 
dier une  nouvelle  plus  générale.  Nous  regrettons  seulement 
que  M.  liUcas  se  soit  laissé  aller  à  écrire  des  formules  d'une 
grande  complication,  comme  celles  de  la  page  47-  Quand  des 
formules  se  compliquent  à  ce  point,  elles  n'ont  plus  d'utilité, 
car  on  aura  plus  tôt  fait  d'aborder  directement  une  question 
particulière,  que  d'en  déduire  la  solution  de  l'expression  géné- 
rale. 

L'ouvrage,  divisé  en  sept  livres,  est  terminé  par  un  appendice 
et  des  notes.  En  voici  les  sommaires  : 

I.  Diamètres.  —  Points  remarquables  et  brandies  infinies.  — 
II.  Pôles  et  polaires.  —  Polaires  diamétrales.  —  Courbes  jùvo- 
tantes.  —  III.  Géométrie  tangentielle.  —  Courbes  roulantes.  — 
Principe  de  dualité.  —  IV.  Centres  et  axes  des  moyennes  har- 
moniques. —  Transversales  et  sommets.  —  V.  Correspondance 
anharmonique.  —  Divisions  segmentaires  et  tangentielles.  — 
Homographie  et  involution.  —  VI.  Génération  anharmonique 
des  courbes.  —  Intersection.  —  Courbes  osculatrices.  —  Pro- 
priétés d'un  système  de  points  non  situés  en  ligne  droite.  — 
Groupes  associés  sur  les  coniques.  — Transformation  des  figures. 

—  Appendice.  —  Description  des  courbes  du  troisième  degré. 

—  Notes  I  à  X. 

XÏII. 

Chasles.  —  Déterininatioii  du  nombre  des  sections  co- 
niques qui  doivent  toucher  cinq  courbes  données 
d'ordre  quelconque  ou  satisfaire  à  d'autres  con- 
ditions. Constiuction  des  coniques  qui  satisfont  à  cinq 
conditions  données  ^  nombre  des  solutions  dans  chaque 
question.  In-4  de  i6  pages.  (Extrait  des  Comptes  ren- 
dus de  V Acadénne  des  Sciences,  séances  du  i*^'  et  du 
i5  février  1864.  ) 

Cet  important  travail  résout  complètement,  en  donnant  le 
nombre  des  solutions,  le  jiroblème  général  de  construire  une 
conique  qui  satisfasse  à  cinq  conditions  consistant  à  passer  par 
des  points  donnés,  toucher  des  droites  données  ou- des  courbes 
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d'ordre  quelconque.  L;i  mtlhode  suivie  donne  lieu  à  une  théo- 
rie fort  étendue,  susce)îtible  de  s'appliquer  à  la  constrution  de 
courbes  de  degré  quelconque  assujetties  à  satisfaire  à  un  nombre 
convenable  de  conditions.  La  Note  de  M.  Chasles  ne  contient 
que  des  considérations  générales  et  des  énoncés  dont  la  démons- 
tration sera  donnée  plus  tard  par  l'illustre  géomètre.  IVous 
nous  contenterons  de  donner  ici  les  formules  du  nombre  des 
solutions  des  divers  problèmes.  Dans  le  tableau  suivant,  P  in- 
dique le  nombre  de  points  par  lesquels  doit  passer  la  conique 
cherchée,  D  le  nombre  de  droites  qu'elle  doit  toucher,  C  le 
nombre  des  courbes  (ju'elle  doit  toucher,  S  le  nombre  des  solu- 
tions, en  supposant  que  S,,  S2,  S3,  etc.,  désignent  les  sommes 
des  produits  pris  i  à  i,  2  à  2,  3  à  3...  des  nombres  qui  indiquent 
le  degré  des  courbes  C;  enfin  S'  donne  le  nombre  des  solutions 
dans  le  cas  où  les  courbes  de  la  colonne  C  sont  des  coniques. 

p  I)  c  s  S' 

1 401         S,(S,-|-i)  6 

11.  ...     3         I  I         2S,  (Si-^i)  12 

111 2      2      I      4s=  16 

IV I  3  I  28^(28,  — i)  .                  12 

V 0  4  1  s,  (2S,  —  1)  6 

VI 3  o  2  S„(S,-+-S, -f-i)  36 

Vil....  2  1  2  2S„(S,-^-S,  —  I)  5G 

VIII...        1  2  2  2S,(2S„  — 0  56 

IX o  3  2  S,(4S,  — 2S, -M)  36 

X 2  o  3  53(83-1-5,-4-8,— 3)  184 

XI I  I  3  253(834-5,-8,)  224 

XII....  0  2  3  83(483  —  28,-1-3)  184 

XIII...  1  o  4  s,  (8,-1-534-5,- 3  S,-)- 3)  816 

XIV...  o  1  4  8,(28,4-283  —  28,4-3)  816 

XV....  o  o  5  85(834-8,4-83  —  38,4-38,)  3264 

Ainsi  le  nombre  total  des  coniques  tangentes  à  cinq  coniques 
données  est  de  3264.  Un  géomètre  allemand  avait  trouve  7776. 

Les  formules  V,  IX,  XII  et  XIV  sont  des  cas  particuliers  de 
la  formule  XV,  en  supposant  que  certaines  courbes  se  réduisent 
à  des  droites,  ce  qui  rend  leur  degré  égal  à  l'unité.  De  même  IV, 
VIII  et  XI  sont  des  cas  particuliers  de  XIII;  II  est  un  cas  ]>ar- 
licnlicr  de  VI,  etc.  P. 
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RECnERCIIE  IIES  POINTS  MULTIPLES  A  L'I^FIM 
DANS  LES  COIRBES  ALGÉBRIOliES 

(voir  pa;e  14o); 

Par  W.   pain  vin. 


§  II.  —  Points  doubles  à  V infini. 

VI.  Je  rappelle  d'abord  la  classification  des  points 
doubles.  En  un  point  double,  il  y  a  deux  tangentes;  trois 
cas  peuvent  se  présenter  : 


1°  Les  deux  tangentes 
sont  réelles. 

2°  Les  deux  tangentes 
sont  imaiiinaires. 


Point  double  ordinaire. 


Point  double  isolé. 


I.     Point  de  rebrous-  j    '"espèce    -^- 

.  sèment  :  )      ,  <  ..y^ 

•>«  X        1  \  (2     espèce    — ^^ — 

3°  Les  deux  tangentes   !  ^ 

se  confondent.        |  jj^    Point  de  rebrousscment  isolé. 

m.  Contact  de  deux  branches  de  la  courbe, 

J'ajouterai  cette  remarque,  que  dans  le  rebroussement 
de  deuxième  espèce  et  dans  le  contact  de  deux  brandies, 
la  tangente  a  un  contact  d'ordre  plus  élevé  que  dans  le 
rebroussement  de  première  espèce. 

\II.  Considérons  toujours  la  direction  asyinptotique 
j  —  ax  =  o  et  le  point  à  l'infini  correspondant 

,}     ==- 

(    >  —  ax  =  o. 
Ann.  de  Mnthcmat.,  2^  série,  t    III.  (Mai  1864.)  l3 
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Supposons  qu'on  ail  [équation  (5)] 


c'est-à-dire  que  l'équation  de  la  courbe  se  présente  sous 
la  forme 

(9)  (  y  —  ii-rYn„_:i-h  z{y  —  «x)('„_j-H  î;-©„_,  ^-  c'ç„_,  -^- .  .  .  =zo  ; 

la  valeur  (6)  de  X  est  alors  indéterminée. 

Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  1 

y—  n.T=^  Az 

y  rencontre  la  courbe  en  deux  points  coïncidents,  car  le 
premier  membre  de  l'équation  (9)  est  alors  divisible 
par  z^  quel  que  soit  ). ;  le  point  I  est  donc  un  point 
double. 

Les  deux  tangentes  proprement  dites  en  ce  point  double 
s'obtiendront  en  déterminant  1  de  manière  que  le 
premier  membre  de  l'équation  soit  divisible  par  z^. 
D'après  l'équation  (5),  nous  aurons  pour  déterminer  X 
l'équation 

(10)  -—%,   (1  >")  -i- -?!,_>('  J«)H-   ?n-3fl  W)=  O- 

On  a  ainsi  deux  valeurs  pour  X  ;  les  deux  tangentes  eu 
un  point  double  à  l'infini  sont  donc  deux  asymptotes 
parallèles;  c'est  visible  à  priori. 

VIII.  Discussion  de  l'équation  (10). 

1"  Les  deux  racines  de  l'équation  (10)  sont  réelles  et 
inégales  :  ou  a  un  point  double  à  l'infini  dont  les  deux 
tangentes  sont  deux  asymptotes  parallèles  à  la  droite 
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2"  Los  deux  laciues  sont  imaginaires  :  on  a  un  point 
double  isolé  à  l'infini . 

3°  Les  deux  raeines  sont  égales  :  on  a  à  linfini  un 
point  de  rebroussement  proprement  dit  ou  un  point  de 
rebroussement  isolé,  suivant  que  les  branches  de  courbe 
correspondant  à  cette  direction  asvniptoiiquo  sont  réelles 
ou  imaginaires. 

4"  Une  des  racines  est  infinie  :  une  des  tangentes  au 
point  double  est  alors  la  droite  à  l'infini  parallèle  à  la 
direction  asymptolique.  L  équation  de  la  courbe  est  de  la 
forme 

{y  —  axyi/„-i^z{r  —  «.■r)w„_,+  s-!p„_, -4-  3^w„_3  -i-.  .  .^o. 

5°  Les  deux  racines  sont  infinies  :  les  deux  tangentes 
au  point  double  se  confondent  avec  la  droite  à  l'infini  -,  on 
a  un  rebroussement  à  l'infini,  et  la  tangente  de  rebrous- 
sement est  la  droite  à  l'infini  parallèle  à  la  direction 
asymplotique.  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

[j  —  ax  Y  u „_3  H-  2  (  J  —  ax  i '<^„_3  4-  z- cp„_.,  -+-  z^rj„_,,-h  .  .  .  =  o . 

6"  Lorsque  le  coefficient  angulaire  «  a  la  valeur  parti- 
culière V —  I,  l'équation  de  la  courbe,  si  l'on  suppose 
ses  coefficients  réels,  se  présentera  alors  sous  la  forme 
[d'après  l'équation  (9)] 

(a:' -f-j^ )'«„_,  -+-  z{x-  -h  J-)»„_3  -+-  z-<o„-i  -+-  z^a„_3-f-  •  .  .^O. 

Les  deux  points  circulaires  à  l'infini  sont  deux  poinls 
doubles  de  la  courbe.  Ces  points  sont,  il  est  vrai,  imagi- 
naires, et  ne  s'offriront  pas  dans  la  représentation  réelle 
de  la  courbe.  Mais,  comme  je  l'ai  fait  remarquer  au  com- 
mencement, ils  ont  sur  la  classe  de  la  courbe  la  même 
influence  que  les  points  doubles  réels.  Et  on  doit  effectuer 
la  recherche  des  points  multiples  imaginaires  aussi  bien 
que  des  points  réels,   si   l'on   veut  connaître  toutes   les 

i3. 
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causes   de  la  diminulion   de  la  classe  dans  une  couibe 
donnée. 

Remarque.  —  L.es  tangentes  proprement  dites  aux 
points  doubles  peuvent,  comme  dans  le  cas  des  points 
simples,  avoir  avec  la  courbe  un  contact  d'un  ordre  plus 
élevé  que  le  premier. 

^  m,  —  Points  niuhlples  à  l  infini. 

IX.  Soit  une  direction  asymptotiqnc  (r  —  ax  =  o)  : 
l'équation  d'une  droite  quelconque,  passant  par  le  point 
à  l'infini  T  correspondant,  sera 

y  —  aon  =  \z. 

Si,  après  avoir  remplacé  j  par  la  valeur  que  fournit 
celte  équation,  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
courbe  est  divisible  par  z'',  quel  que  soit).,*le  point  Isera 
un  point  multiple  (Vordrep^  car  une  droite  quelconque 
y  rencontre  la  courbe  en  p  points  confondus  avec  le 
point  I. 

Pour  obtenir  les  tangentes  proprement  dites  en  ce 
point,  il  suffira  de  déterminer  "k  de  manière  que  le 
premier  membre  de  l'équation  soit  divisible  par  2''+*  ^  on 
obtiendra  ainsi  p  asymptotes  parallèles  à  la  direction 
asymptotic[ue  considérée. 

Les  valeurs  de  X  seront  données  par  l'équation  obtenue 
en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  z''  [équation  (5)J. 

La  discussion  présentera  des  variétés  du  même  geni'e 
que  celles  que  nous  avons  rencontrées  dans  les  points 
doubles  ;  il  n'y  a  là  aucune  difficulté  théoricjuc 

X.  Je  terminerai  cette  ]Notc  par  l'examen  des  diverses 
particularités  qui  peuvent  se  présenter  lorsque  plusieurs 
directions  asymptotiques  viennent  à  coïncider. 
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Soit,  par  exemple, 

cherchons  les  singulaiilés  ([u'on  pourra  rencontrer  au 
point  à  l'infini 

I  1 

y  y  —  n.v  =  G . 

i""   Cas.  —  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

o„_i  n'admettant  pas  le  facteur  [y  —  ax). 

Le  point  I  est  alors  un  point  simple;  l'asymptote  est  la 
droite  à  l'infini,  laquelle  a  avec  la  courbe  un  contact 
du  (p  —  i)'^"'°  ordre;  ce  cas  a  été  discuté  n°  5,  remar- 
que II. 

2"  Cas.  —  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

/  (j  —  aj:)Pii„_j,-{-  z{y  —  ax)P-^v„_p  i 

(II)       -hz'[y  —  av)P-^<v„_^-\^...-^zP-'{r—ax)t„_p  ;   =o. 

Le  point  I  est  alors  un  point  multiple  d'ordre  p\  car  une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  I  y  rencontre  la 
courbe  en  p  points  coïncidents. 

S''  Cas.  —  Le  degré  d'un  des  termes  précédant  2''  est, 
par  rapport  à  z  el  [y  —  ax)  à  la  fois,  inférieur  à  p\  ainsi 
l'équation  serait  de  la  forme 

y  _  ax)Pu„_p^.  .  .  -h  s*(7  —  n.T)P-''-' u „__,,+,  +  .  .  . 


'      (  ^zP .:f„-;,  +  ZP+'  '^n-,,-^  +  .  .  .  =  O 

le  degré  des  termes  qui  précèdent  2*  étant,  par  rapport  à 
z  ci  [y  —  ax)  à  la  fois,  au  moins  égal  à  p. 

Dans  ce  cas,  le  point  (2  =  0,   y — rtC  =  o)   est   un 
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point  multiple  d'ordre  [p  —  /),  car  une  droite  quelconque 
passant  par  ce  point  y  rencontre  la  courbe  en   (/;  —  i) 
points  coïncidents  seulement,  quel  que  soit  ?.. 

En  outre,  la  droite  à  l'intini  touche  la  courbe  au 
point  I-,  car,  en  cherchant  l'intersection  de  la  courbe 
avec  la  droite  à  Tinlini  z  :^  o,  on  trouve 

(r  —  ax  Y  (/„_p  =  o  ; 

donc  cette  droite  rencontre  la  courbe  en  p  points  con- 
fondus avec  le  point  I:  or,  sur  les  {p  —  /)  points  qui  ca- 
ractérisent le  point  multiple,  il  y  en  a  un  appartenant  à 
la  blanche  que  touche  la  droite  z  =  o,  et,  comme  celte 
droite  a,  en  outre,  p  —  {p  —  /)  =  i  points  communs,  j'en 
conclus  qu'elle  a  avec  la  branche  à  laquelle  elle  est  tan- 
gente proprement  dite  ('M-i)  points  communs;  donc  la 
droite  à  r  in  fini  a  (wec  la  courbe  un  contact  de  l'ordre  i. 

4"  Cas.  —  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

(IV)      (  j  -  a.x)Pii„_i,  +  zi''^,,_i,  +  zP+'  cp„_/,_,  4-.  .  .  =  O, 

c'est-à-dire  l'équaiion  ne  contient  aucune  des  puissances 
de  z  inférieures  à  p. 

Le  point  I  est  encore  un  point  multiple  d'ordre  p\  les 
p  tangentes  en  ce  point  .seront  données  par  l'équation 

)/  //„_/;  (  I ,  <•/  )  +  '^„-.,,  [i,n\  —  V. 

Cette  équation  a  une  seule  racine  réelle  si/?  est  impair, 
et  elle  n'a  que  deux  racines  réelles  ou  aucune  racine  réelle 
si  p  est  pair;  donc,  par  le  point  !(:::  =  o,)  —  «x  =  o), 
il  peut  ne  passer  aucune  branche  réelle  de  la  courbe,  ou  il 
peut  n'en  passer  qu'une  seule,  ou  il  peut  en  passer  deux 
iéelles  au  plus. 

Ce  qu'il  faut  ici  remarcpicr,  c  est  que  les  asyjnptotes, 
correspondant   aux   autres  points   à    1  infini,  coïncident 
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avec  les  directions  asvniptotiques  et  ont  avec  Ja  courbe  uu 
contact  du  [p  —  i)"^''"*  ordre. 
Soit,  en  effet, 

t'herchuns  rinlersectiou  ave(-  la  courbe  de  la  ciîoite 

passant  par  le  point  à  l'infini  [z  =  o,  j  —  a^x  =  o). 
On  a,  d'après  l'équation  (IV  ) 

[{a,—  a)x~lzY.'/.z  j 

On  voit  que  pour  obtenir  la  tangente  au  point 

I,(3n:=:0,     V  —  «,vC  =  o), 

il  faudra  faire  À  =::  o,  pourvu  toutefois  que  o„(a,  j)  ou 
Un-p  ne  contienne  pas  [y —  aix)  à  une  puissance  égale 
à  p5  le  premier  membre  de  l'équation  est  alors  divisible 
par  z''  :  c'est  dire  que  la  droitey  —  a,  a:  =  o  a  avec  la 
courbe  un  contact  du  {p  —  ^yeme  ordre. 

(  La  suite  prochainement.  ) 


THÉORÈMES  SIR  L'INTERSECTION  DINE  SPHÈRE 
ET  DINE  SURFACE  M  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.    g.  DARBOUX. 


\ .  Si  Ton  coupe  une  surface  quelconque  du  second 
degré  par  une  sphère,  la  ligne  d'intersection  jouit  des 
propriétés  focales  suivantes. 
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On  peut  trouver  trois  points  sur  la  sphère  tels,  tpie  si 
r,  /•',  /■"  désignent  les  distances  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe  à  ces  trois  points,  on  ait 

«/■-+-  a' r'  -^  a" r"  =  o, 
a,  n\  a"  étant  des  constantes. 

2.  Ces  points,  que  nous  pouvons  appeler  des  foyers  de 
la  courbe,  se  déterminent  de  la  manière  suivante  : 

On  mène  les  quatre  plans  tangents  communs  à  la 
sphère  et  à  un  des  quatre  cônes  du  second  degré  passant 
par  la  courbe  d'intersection  :  on  a  quatre  points  de  cou- 
tact  situés  sur  un  petit  cercle  de  la  sphère.  Trois  quel- 
conques de  ces  quatre  points  sont  les  points  cherchés. 

3.  Puisque  quatre  cônes  passent  par  la  ligne  d'inter- 
section, on  trouvera  quatre  groupes  de  foyers  situés  sur 
quatre  petits  cercles.  Les  plans  de  ces  quatre  petits  cercles 
formeront  un  tétraèdre  conjugué;  par  suite  les  cercles  se 
couperont  deux  à  deux  à  angle  droit. 

Les  seize  foyers  ne  peuvent  être  tous  réels  ;  en  effet,  il  y 
a  toujours  un  des  quatre  cercles  qui  est  imaginaire. 

4.  La  projection  stéréographique  de  la  courbe  d'inter- 
section donne  les  ovales  de  Descartes.  Il  suffit  de  placer 
le  point  de  vue  en  un  quelconque  des  seize  foyers.  Il  suit 
de  là  que  les  ovales  de  Descaries  ont  seize  foyers  disposés 
([uatre  à  quatre  sur  trois  cercles  orthogonaux  et  sur  une 
droite  qui  contient  leurs  centres,  l'axe  des  ovales  ('*'). 

5.  Les  lésultais  précédents  ont  lieu  quand  on  coupe  par 
des  sphères  ou  par  des  plans  les  surfaces  réciproques  des  sur- 

(')  Cette  droite  est  la  perspective  du  cercle  qui  passe  par  le  point  de 
vue  :  elle  contient  les  trois  jinints  qu'on  nomme  plus  parliculièrcmcril 
foyers  de  la  courbe. 

Si  l'on  transforme  les  ovales  do  Descaitcs  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, en  prenant  le  pôle  en  un  (juclconcpio  dos  seize  foyers  réels  ou 
imaginaires,  on  a  encore  des  ovales  de  Doscarlos. 
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faces  du  second  ordre,  eu  particulier  le  tore  et  la  cyclide. 

6,  Extension  du  théorème  de  M.  Dandelîn,  Coupons 
une  surface  de  révolution  du  second  degré  par  une  sphère. 
Menons  une  seconde  sphère  tangente  à  la  première  et 
tangente  en  même  temps  à  la  surface  de  révolution  en 
tous  les  points  d'un  parallèle.  Il  y  a  quatre  sphères  sa- 
tisfaisant à  ces  conditions.  Les  quatre  points  de  contact 
situés  sur  la  sphère  sécante  appartiennent  à  un  grand 
cercle.  Prenons  arbitrairement  deux  de  ces  points  :  on 
aura  pour  tout  point  delà  courbe  d'intersection 

r  -f-  kr'  :=a, 

r,  /'  désignant  les  dislances  du  point  de  la  courbe  aux 
deux  points  choisis.  On  a  ainsi  sur  la  sphère  l'analogue 
des  ovales  de  Descartes.  Au  reste,  la  projection  stéréogra- 
phique  de  la  courbe  sphérique  donne  les  ovales  dans  le 
plan  (♦). 

7.  Les  ovales  de  Descartes  ont  une  infinité  de  foyers 
situés  sur  une  couibe  plane  du  troisième  degré  dont  le 
j)lan  passe  par  l'axe  et  est  perpendiculaire  au  plan  des 
ovales.  On  a,  entre  les  distances  d'un  point  des  ovales  à 
deux  points  quelconques  de  cette  courbe,  une  relation  de 
la  forme 

f//--t-  fiV  =  const. 

L'é(juation  de  la  courbe  du  troisième  degré  est 


y 


(r  +  x)   |^^!_i:_..^(i_„»)j 


c  -\-  jni  —  n'^\ 

8.   La  surface  engendrée  par  la  révolution  des  ovales 

(*)  Si  la  sphère  se  réduit  à  un  plan,  on  a  A  =  i,  et  ;-(-'■'=  «•  C'est  le 
lliéorèmc  de  Datidclin  clendu  à  une  surface  de  révolution  {voir  Sauze, 
Nouvelles  Annales,  t.  XVII,  p.  3.'i).  Pour  une  autre  extension  de  ce  théo- 
rème, voii  CiiAsi.ES,  Annules  de  Gcii^onm-,  t.  XIX,  p.  167. 
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de  Descartes  autour  de    leur  axe  n'admet  pour  sections 
planes  que  des  cercles  et  des  ovales  de  Descartes. 

9.  Nous  avons  vu  que  la  courbe  d'intersection  d'une 
surface  du  second  degré  et  d'une  sphère  a  seize  foyers.  Si 
par  les  quatre  cercles  orthogonaux  qui  contiennent  ces 
seize  foyers  nous  faisons  passer  quatre  sphères  orthogo- 
Tiales  à  la  proposée  et  qui,  par  suite,  seront  orthogonales 
entre  elles,  sur  chacune  de  ces  sphères,  il  y  aura  une 
courbe  qu'on  pourra  appeler  focale;  car  trois  points  de 
cette  courbe  choisis  arbitrairement  seront  trois  foyers, 
c'est-à-dire  qu'il  y  aura  une  relation  linéaire  et  homogène 
entre  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à 
ces  trois  points.  Cette  courbe  focale  sera  du  quatrième 
degré,  mais  elle  ne  sera  coupée  qu'en  quatre  points  par 
un  petit  ceicle. 

10.  Menons  une  sphère  quelconque  qui  coupe  la  sphère 
donnée  suivant  un  petit  cercle  doublement  tangent  à  la 
courbe  d'intersection.  La  longueur  de  la  tangente  à  cette 
sphère  menée  d'un  point  quelconque  de  la  coui-be  s'ex- 
primera par  une  équation  de  la  forme 

f\  r'  étant  les  distances  du  point  à  deux  foyers  situés  sur 
la  même  courbe  focale. 


THÉORÈME  DE  DESARGIES  (*); 

Par  m.  poudra. 


SoitHG8Y5  une  conique  quelconque,  et  dans  son  plan 
une  droite  AV.  Soit  F  le  pôle  de  cette  droite  relative- 

{*)   Voir  les  OEfii/cj,    p.  2i5,   fig.    19,  cl  les  Nouvelles  Annales,   t.   XX, 

ti.  (l'|  c(    1 19, 
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ment  à  cette  conique.  La  polaire  d'un  point  quelconque  A 
de  celte  droite  A  V  sera  la  droite  HFD  passant  par  le  point  F 
et  par  les  deux  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  A  à  laconique;  cette  polaire  rencontrera  la  droite  AV 


en  un  pointDqui  sera  dit  conjugué  réciproque  du  point  A, 
parce  que  la  polaire  FA  de  ce  point  D  passe  par  le  point  A  et 
réciproquement.  A  un  autre  pointlî  de  la  droite  A  V  corres- 
pondrait de  même  un  point  conjugué  \  ,  et  ainsi  de  suite. 
On  peut  donc  concevoir  sur  la  droite  AV  une  série  de 
couples  de  points  conjugués,  tels  que  A,D5  B,\  ;.. .,  relati- 
vement à  la  <  oniquc  donnée,  Ces  points  formeront  une  in- 
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volulion.  Si  1  on  prenait  un  point  à  l'infini  sur  la  droite 
AV,  son  conjugué  serait  déterminé  par  le  diamètre  S^ST, 
qui  est  la  polaire  de  ce  point,  et  l'on  sait  (]ue  le  point  T 
ainsi  déterminé  est  le  centre  de  cette  involution. 

Considérons  maintenant  sur  la  droite  AF  une  série  de 
couples  de  points  en  involution  et  ainsi  formée.  Sur  la 
droite  AF  prenons  d'abord  deux  points  X  et  Q  conjugués 
harmoniques  des  points  A  et  F,  c'est-à-dire   tels  qu'on 

ait 

QF  _  XF 
QA  "~  XÂ' 

On  sait  que  chaque  segment  d'une  involution  est  divisé 
harmoniquement  par  les  deux  points  moyens.  Or,  comme 
les  points  X  et  Q  divisent  harmoniquement  le  segment 
AF,  nous  pouvons  considérer  ces  deux  points  X  et  Q 
comme  les  deux  points  moyens  de  l'iuvolulion-,  de  sorte 
que  le  point P,  milieu  du  segment  XQ,  sera  le  centre  de 
celle  involution,  et  l'on  aura 

pq'  =  px'  =  pâ.pf. 

Donc  si  sur  QX  comme  diamètre  on  décrit  une  cir- 
(onférence,  chaque  point  de  la  droite  AF,  tel  que  Z, 
aura  pour  point  conjugué  de  l'involulion  un  point  tel 
que  R,  situé  sur  la  polaire  du  point  Z  relativement  à 
cette  circonférence,  de  sorte  que  ces  points,  Z  et  R, 
seront  bien  conjugués  harmoniques  des  points  X,  Q  et 
formeront  sur  AF  une  involution  dont  le  centre  sera  le 
point  P. 

Voici  maintenant  l'énoncé  du  théorème  de  Desargues  : 
Si  par  une  des  extrémités  Z  d'un  segment  ZR  de  l'in- 
volution   située   sur  AF,  on  mène  à  la  conique  la  tan- 
gente ZG  et  qu'on  joigne  le  point  de  tangence  G   avec 
l'autre  extrémité  R  du  segment,  les  deux  droites  GZ, 
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GR  rencontreront  la  droite  A\  respectivement  en  deux 
points  B  et  E.  Si  Ton  prend,  dans  celte  involution,  un 
autre  segment,  on  obtiendra  par  la  même  construction 
deux  autres  points  analogues,  et  ainsi  de  suite;  on 
voit  donc  qu'à  chaque  segment  sur  AF  correspondra  un 
segment  sur  AV  :  ainsi,  lorsque  le  point  Z  sera  en  A,  le 
point  F  étant  le  conjugué  du  point  A,  il  en  résultera  que 
AD  sera,  sur  AV,  le  segment  correspondant  à  AF.  Il 
s'agit  de  démontrer  que  les  segments  tels  que  BE,  AD,..., 
ainsi  déterminés,  forment  sur  AV  une  seconde  involu- 
tion dont  le  centre  C  sera  déterminé  par  la  droite  yP  qui 
joint  le  centre  de  la  courbe  au  point  P,  milieu  du  seg- 
ment XQ,  et  centre  de  linvolution  située  sur  AF,  comme 
on  Ta  vu  plus  haut. 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  d'une  extré- 
mité Z  d'un  des  segments  on  peut  mener  à  la  conique 
deux  tangentes,  et  que  par  suite  à  un  segment  ZR  il  cor- 
respondra deux  segments  sur  AV.  On  voit  de  même  qu'à 
un  segment  tel  que  BE  sur  la  droite  A V  correspondront 
deux  segments  sur  AF. 

On  remarquera  encore  que  les  deux  involuiions  si- 
tuées sur  AV  auront  en  commun  le  segment  AD  qui  ne 
correspondra  sur  AF  qu'au  seul  segment  AF. 

La  démonstration  du  théorème  de  Desargues  repose  sur 
quatre  propositions  préliminaires. 

Première  proposition.  —  Sur  la  droite  AV  considérons 
les  deux  segments  AD,  BV  comme  faisant  partie  de  la 
première  involution.  Joignons  le  centre  7  de  la  conique 
aux  points  B  et  D  et  le  point  F  aux  points  V  et  A-,  la 
droite  7B  rencontre  AF  au  point  L,  et  la  droite  jD  ren- 
contre \  F  au  point  M.  Démontrer  que  la  droite  LM  est 
toujours  parallèle  à  la  droite  AV,  quels  ([ue  soient  les  deux 
segments  AD,  BV  de  linvolution. 
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Déinonstralioti.    —    Le  triangle  VFT,  coupé  par   la 
transversale  7MD,  donne 

7  D  _  DT     MV 
7F"  "~  DV  "  mP" 

De  même,  AFT,  coupé  parla  transversale  7LB,  donne 

7T       BT     LA 
7T'  ~  BÂ  '  LF' 

Donc  on  a 

DT     MV  _  BT     LA 
ÏJV  '  MF  ~BA  "  LF' 

Mais  puisque  le  point  T  est  le  centre  de  Tinvolution  des 
segments  BV,  AD,  on  a 

TA.TD=:  TB.TV, 
et  comme 

TA  =  TB  -+-  BA     et     TV  =  TD  H-  DV, 
on  aura 

(TB  ^  BA)  TD  ^  TB  (TD  +  DV) 

<iu 

BA.TD~TB.DV 
on 

DT        BT 

DV  "^  BÂ" 

on  aura  donc 

MV        LA 
MF  "~  LF  ' 

c'est-à-dire  que  LM  est  parallèle  à  AV,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Deuxième  proposition.  —  Par  le  pôle  F   menons   la 
droite  FNKI  rencontrant  en  N  la   droite  GE,   en  K  la 
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droite  7LB,  en  I  la  droite  GZB.  Par  le  point  I  traçons  la 
droite  13  parallèle  à  7LB  et  rencontrant  en  3  la  droite 
GFV.  Démontrer  quon  a 

EV.FK==:  FI.FN. 

Démonstration.  —  D'abord,  à  cause  des  parallèles  AV, 
FN,  on  a 

GV  _  EV 
GF  ~  m 

De  même,  à  cause  de  13  parallèle  à  SKB,  on  a 

F3  _   FI 
FS  ~  Fk' 

Sur  la  droite  GSPY.MV  les  couples  de  points  F,  \  \  G,  Y 
forment  une  involution  dont  le  centre  est  le  point  S  où 
la  droite  7B  rencontre  la  polaire  GV  du  point  B5  il  en 
résulte 

GF        GV 

YF  ""  Yv' 
d'où 


GF  +  YF 
YF 

GV  -f^  YV                   SG           YV  +  SY 

ou        ?.  .  =  1  := 

YV                          YF                YV 

SY 
^YV' 

donc 

SG  _  SV               YF        SG 
YF  ~~  YV     ^'"      YV  ~  SV* 

Mais 

Sg'  =  SF.SV,     d'où     ^:=^: 
SV        SG  ' 

donc 

YF  _  SF 
YV  ~  SG" 

Mais 

GF       GV              YF       GF 
YF  "  YV      '"'      YV  ~  GV" 

donc 

SF        G  F  GV  _  SG  _  GS 

SG  ~  g1^  '      *^"      GF  ~  SF  ~  SF  * 

Desargues    donne    immédiatcmcnl    ce    dernier    résultat 
comme  une  des  propriétés  de  l'involution. 
A  cause  de  FI  parallèle  à  VA,  on  a 

GB  _  GV 
GÏ  ~  GF' 

et,  à  cause  de  SB  parallèle  à  13, 

GB  _  GS  _  GV 
GÎ  "~G3  ~  Gf' 
donc 

GS  _  GS 
SF  ~  G  3  ' 
d'où  résulte  que  , 

G3=:SF     et,  par  suite,     GS  =  F3. 
Ainsi  on  a 

EV  _  GV        SG  _  F3  _  FI 
FN"~GF~SF~FS~  FR' 

d'où 

EV.FK=zFN.FI, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Troisième  proposition.  —  Les  trois  points  P,  M,  E 
sont  en  ligne  droite. 

Démonstration.  —  Comme  conséquence  de  l'involu- 
tion qui  existe  sur  AF  on  a 

PA  _  AZ     AR 
PF  ~  FZ  ■  FR' 

mais  les  deux  triangles  semblables  ARE,  FRN  donnent 

AR  _  AE 

FR  ~  FTÏ- 
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les  triangles  AZB,  FZI  donnent  pareillrinent 

AZ  _  AB 
FZ  ""  fT' 

Donc  on  a 

PA  _  AZ    AR  _  AE    AB 
PF  ""' FR  "  FR  ~  FN  '  FÎ  ' 

mais  par  la  donxiènie  proposition 

FN  .  FI  =  EV  .  FK, 
donc 

PA  _  AE.AB 
PF  ~"  KV  .  FK  ' 

mais  à  cause  des  triangles  semblables  ALl^,  FLK  ei  AFV, 

FLM  on  a 

AB  _  LA  _  MV 
FK~  LF~  MF' 

donc 

PA  _  AE       MV 
PF  ^  ËV   *   MF 

c  est  la  propriété  du  triangle  AFV  coupé  par  la  trans- 
versale EMP  aux  points  E,  P,  M,  qui  sont  ainsi  en  ligne 
droite. 

Quainèjfie  proposition.  —  Démontrer  qu  on  a 

CA .  CD  =  CB .  CE  — 

et  qu  ainsi  ces  segments  forment  sur  AV  une  involulion 
dont  le  point  C  est  le  centre. 

Déinonsiration.  —  De  ce  que  ML  est  parallèle  à  AV, 
les  trois  droites  7MD,  7OC,  7LB  donnent 

OL  _  CB 
ÔM  "~  CD' 

et  les  trois  droites  PME,  POC,  PLA,  dont  le  sommet  P 

Ann.  de  Maihémai.,  2"  série,  t.  III.  (Mai  18(14  ).  l4 
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est  sur  la  uiènie  droite  yVC,  tlomiciit  aussi 

PL  _  CA 
ÔM""  CE' 

donc 

rn  _CA 

CD"~  CË' 
CA.CD  =  CB  CE  = 


d'où 


Telle  est  donc  la  démonstration  de  ce  théorème  impor- 
tant de  Desargues,  théorème  qui,  je  crois,  a  échappé  jus- 
qu'ici aux  géomètres.  En  voici  maintenant  les  consé- 
quences. 

La  réciproque  de  cette  proposition  serait  celle-ci  : 
Étant  donnée  une  conique  HG8Y5  et  une  droite  AV 
dans  son  plan,  on  détermine  d'abord  sur  cette  droite  les 
couples  de  points  A,  D  •,  B,  V5..,,  conjugués  relativement 
à  la  conique  et  formant  sur  AV  une  involution  dont  le 
centre  est  le  point  T.  Etant  donnée  ensuite  sur  cette  même 
droite  AV  une  autre  involution  quelconque  dont  le  centre 
serait  un  point  tel  que  C,  on  demande  de  trouver  :  1°  le 
segment  commun  à  ces  deux  involutlons;  2"  les  couples  de 
points,  sur  AF  polaire  d'une  des  extrémités  de  ce  segment 
commun,  formant  sur  celte  droite  une  involution;  3°  de 
déterminer  le  centre  P  de  cette  involution  et  les  deux 
points  moyens  X  et  Q  qui,  dans  l'exemple,  sont  réels, 
mais  qui  peuvent  être  imaginaires. 

Pour  déterminer  le  segment  commun  AD  aux  deux 
involulions,  il  suffit  de  remarquer  que  toutes  les  demi- 
circonférences  décrites  sur  les  segments  d'une  même  involu- 
tion, comme  diamètres,  passent  par  un  nuMue  point.  Ainsi 
les  demi-ciiconférences  décrites  sur  AD,  B\,...  comme 
diamètres  passent  par  le  même  point  y.  De  mênuî,  celles 


(    21.     ) 

qu'on  décrit  sur  AD,  BE,.,.,  de  la  seconde  involulion 
passent  par  le  munie  point  o).  Donc  la  demi-circonfé- 
rence qui  passera  par  les  deux  points  y  et  o)  déterminera 
le  segment  commun  AD. 

AF  sera  la  polaire  de  l'extrémité  D  de  ce  segment 
et  DF  celle  de  l'autre  extrémité  A. 

Pour  avoir  sur  AF  les  couples  de  points  tels  que  Z,  R 
qui  forment  sur  cette  droite  une  involution,  ou  voit  qu'il 
suffit,  par  une  des  extrémités  B  d'un  des  segments  de  la 
seconde  involution,  de  mener  à  la  conique  une  tangente 
BG  qui  rencontrera  la  polaire  AF  au  point  Z,  puis  de 
joindre  le  point  de  tangeiice  G  à  l'autre  extrémité  E  du 
segment,  et  cette  droite  GE  rencontrera  AF  au  point  R 
conjugué  de  Z.  Et  ainsi  pour  les  autres. 

Enjoignant  le  centre  7  de  la  courbe  au  point  C  centre 
de  la  seconde  involution,  cette  droite  yC  rencontrera 
AF  au  point  P  centre  de  l'involution  sur  AF. 

Les  deux  points  moyens  X  et  Q  se  détermineront  par 
la  propriété 

Px'r=PQ"=PF.PA=PR.PZ=  .... 

Ici  .«^e  trouve  une  observation  importante  :  c'est  que  si 
le  point  P  se  trouve  du  même  côté  de  chaque  segment 
RZ,  AF,...,  les  deux  points  moyens  de  l'involution  sont, 
comme  on  le  sait,  tous  les  deux  réels;  mais  si,  au  con- 
traire, il  était  engagé  entre  les  extrémités  dun  des  seg- 
ments, auquel  cas  il  le  serait  pour  tous,  alors,  dans  ce 
cas,  les  deux  points  moyens  seraient  imaginaires;  c'est 
ce  qui  arrive  en  effet  pour  le  point  d'intersection  de  la 
droite  7C  avec  DF  qui  se  trouve  entre  les  extrémités  du 
segment  DF.  Ainsi,  il  y  aurait  aussi  sur  DF,  comme  sur 
AF,  une  involution,  mais  sur  DF  les  deux  points  doubles 
sont  imaginaires;  et  il  est  facile  de  voir  (jue,  quelle  que  soit 

•4- 
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la  position  du  point  (  i,  il  v  aura  toujours  une  df  s  deux, 
et  une  seulement,  pour  laquelle  les  deux  points  doubles 
sei'onl  réels. 

Une  autre  observation  à  faire,  c'est  que  la  droite  AV 
peut  avoir,  par  rapport  à  la  conique,  trois  positions  dis- 
tinctes :  i''  être  extérieure  à  la  courbe,  comme  dans  la 
figure;  2°  couper  la  courbe,  et  3°  lui  être  tangente.  Nous 
venons  de  voir  que,  lorsque  cette  droite  est  extérieure,  il 
y  a  deux  points  X  et  Q  réels,  et  deux  points  imaginaires. 
Si  la  droite  AV  coupait  la  courbe  et  devenait  dans  la 
figure  la  droite  \F,  auquel  cas  VF  deviendrait  VA,  le 
point  F  devenant  le  point  A  et  réciproquement,  alors  l'in- 
volution  sur  \  A,  qui  est  donnée,  deviendrait  une  involu- 
tion  sur  \  F,  de  manière  que  le  centre  C  d'involution 
deviendrait  un  point  de  cette  droite,  et  alors  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  centre  de  la  courbe  déterminerait  de 
même  sur  AF  le  point  P  qui  serait  de  même  le  centre 
d'une  involulion  dont  les  points  moyens  X  et  Q  seraient 
réels,  tandis  que  cette  même  droite  rencon tirerait  AV, 
dans  l'ancien  point  C  compris  entre  les  extrémités  d'un 
segment,  et,  par  conséquent,  les  points  doubles  de  l'invo- 
luiion  située  sur  AV  seraient  imaginaires. 

Enfin,  si  la  droite  AV  était  tangente  à  la  courbe  au 
point  T,  alors  les  points  F,  8,  A  se  trouveraient  réunis 
en  T,  point  qui  serait  une  des  extrémités  commune  à 
tous  les  segments  de  la  première  involution  AD^  B\  ,...5 
par  conséquent,  le  segment  AD  commun  aux  deux  invo- 
lutions  aurait  ce  point  T  pour  une  de  ses  extrémités,  et 
alors  la  polaire  AF  de  son  autre  extrémité  D  serait  une 
droite  passant  aussi  par  ce  point  T,  et  le  point  T  serait 
le  point  double  Q  de  l'involution  déterminée  sur  cette 
polaire  :  le  centre  de  l'involution  serait  toujours  le  point  P 
déterminé  par   Tinlei'sertion   de   cotte   polaire  et   de  la 
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droite  yC  qui  joiui  le  centre  7  de  la  courbe  avec  le 
centre  C  de  la  seconde  involution  située  sur  AV;  de 
sorte  que  le  second  point  double  X  serait  de  l'autre  côté 
de  P  relativement  à  Q  et  à  une  distance  PQ  =  PT. 

applications. 

Etant  donné  un  cône  ayant  pour  base  la  conique 
donnée;  étant  donnée  la  direction  d'un  plan  sécant, 
on  demande  de  trouver,  sur  la  base  du  cône,  le  point 
qui  deviendra  le  centre  de  la  section;  les  droites  qui 
deviendront  des  diamètres  conjugués;  celles  cjui  devien- 
dront les  axes;  les  droites  qui  deviendront  les  tangentes 
et  les  normales  à  la  courbe;  enfin  les  points  qui  devien- 
dront les  foyers. 

Par  le  sommet  w  de  ce  cône,  ou  mène  un  plan  paral- 
lèle au  plan  sécant  :  il  coupera  le  plan  de  la  base  suivant 
une  droite  AV,  laquelle,  relativement  à  la  base  du  cône, 
peut  avoir  trois  positions  :  être  extérieure  à  la  courbe, 
la  couper  en  deux  points,  ou  être  tangente. 

Rabattons,  sur  le  plan  de  la  base,  le  plan  mené  par  le 
sommet  en  le  faisant  tourner  autour  de  AV  comme 
charnière;  le  sommet  du  cône  se  rabattra  en  un  point 
quelconque  co  de  ce  plan. 

Sur  cette  droite  AV  on  commence  par  déterminer  la 
série  de  couples  de  points  A,  D  ;  B,  V; .  .  . ,  conjugués  re- 
lativement à  la  base.  Eu  décrivant  sur  chacun  des  seg- 
ments AD,  BV,.  .  .,  comme  diamètres  des  demi-circon- 
férences, elles  se  couperont  toutes  en  un  point  7,  et  la 
perpendiculaire  yT  à  AV  déterminera  le  centre  T  de 
l'involution  formée  par  ces  segments. 

Du  point  0),  c[ui  représente  le  sommet  du  cône,  on 
abaisse  sur  AV  la  perpendiculaire  œC  et  on  regarde  ce 
point  C  comme  le  centre  d'une  autre  involution  située 
sur  AV,   et  dont  les  points  conjugués  A,  D;  B,  E;.  .  ., 
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soient  tels,  que  Ton  ait 

ïTc'  —  CA.CD  =zCB.CE  = 

Puisque  la  longueur  Cro  est  connue,  on  pourra  donc 
avoir  autant  qu'on  voudra  de  couples  de  points  de  celte 
iiivolution  5  toute  demi-circonférence  dont  le  centre  sera 
sur  la  droite  AV  et  qui  passera  par  le  point  oj  délefmi- 
nera,  par  ses  intersections  avec  la  droite  AV,  deux  de 
ces  points. 

Connaissant  les  deux  points  w  et  y,  celle  de  ces  cir- 
conférences qui  passera  en  même  temps  par  00  et  y  don- 
nera les  deux  extrémités  A  et  D  du  segment  commun  aux 
deux  involutions. 

La  polaire  de  l'extrémité  D  de  ce  segment  sera  la  droite 
AF,  celle  de  l'autre  extrémité  A  sera  DF.  Ces  deux 
droites  se  coupent  en  F  qui  est  le  pôle  de  la  droite  AV 
relativement  à  la  conique.  Par  ce  point  F  passeront 
toutes  les  cordes  de  contact  des  deux  tangentes  menées  à 
la  conique,  d'un  même  point  quelconque  de  la  droite  AV, 
et  de  plus  chacune  de  ces  cordes  passant  par  F  et  pro- 
longée jusqu'à  la  dioite  AV  sera  divisée  harmoniquement 
par  ses  deux  points  d'inlersection  avec  la  conique. 

On  joint  le  centre  7  de  la  courbe  au  centre  C  de  la 
deuxième  involution  située  sur  AV  \  cette  droite  rencon- 
trera la  droite  AF,  ou  DF,  en  un  point  P  tel,  que  les 
points  A  et  F  ou  D  et  F  soient  du  même  côté  du  point  P. 
Dans  la  figure,  c'est  sur  la  droite  AF  que  se  trouve  ce 
point. 

Sur  la  droite  AF'  on  détermine  les  points  conjugués 
tels  que  Z,  R  d'une  involution  dont  le  point  P  est  le 
pôle.  Pour  cela,  par  une  des  extrémités  B  d'un  des  seg- 
ments BE  de  l'involution  située  sur  AV  et  dont  C  est  le 
centre,  on  mène  la  tangente  BG  rencontrant  AF  en  Z, 
puis  ou  joint  le  point  de  langencc  (}  avec  1  autre  exlré- 
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lîiité  E  de  ce  segment;  la  droile  GE  rencontrera  AF  au 
point  R  conjugué  de  Z,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres 
segments  de  cette  involution. 

Connaissant  sur  AF  les  segments  qui  forment  une 
involulion  dont  P  est  le  centre,  il  sera  facile  de  détermi- 
ner les  points  doubles  X  et  Q  de  cette  involution  ;  il  suffit 
de  prendre  X  et  Q  tels  que 

PX'  =  PQ'=PR.PZ  =  PF.PA  = 

Toutes  ces  constructions  achevées,  observons  que  le  plan 
mené  par  le  sommet  étant  parallèle  au  plan  sécant, 
il  en  résulte  que  toute  droite  joignant  le  sommet  <•«) 
du  cône  avec  un  des  points  quelconques  de  la  trace  AV  de 
ce  plan  sera  parallèle  au  plan  sécant,  c'est-à-dire  ne  le 
rencontrera  qu'à  l'infini,  et  qu'ainsi  la  droite  indéfinie  AV 
donnera  dans  le  plan  sécant  naissance  à  une  droile  à  l'infini. 
Par  suite,  tout  faisceau  de  droites  du  plan  de  la  base  du 
cône,  qui  a  son  sommet  en  un  point  tel  que  A  de  la 
droite  AV,  donnera  dans  le  plan  sécant  naissance  à  un 
faisceau  de  droites  parallèles  entre  elles  et  de  plus  paral- 
lèles à, la  droite  wA  qui  joint  le  sommet  du  cône  à  ce 
point  A.  De  même,  le  faisceau  de  droites  dont  D  serait  le 
sommet  donnera  naissance  à  un  faisceau  de  droites  pa- 
rallèles à  coD,  et  l'angle  formé  par  les  directions  de  ces 
deux  faisceaux  de  droites  parallèles  sera  égal  à  celui  des 
deux  droites  o)  A,  wD  qui  joignent  le  sommet  du  cône  aux 
deux  sommets  A  et  D  des  faisceaux  primitifs.  Si  l'angle 
de  ces  deux  droites  est  droit,  l'angle  de  ces  deux  directions 
sera  donc  aussi  droit. 

D'après  cela,  il  est  évident  : 

i"  Que  la  droile  qui  joint  le  sommet  w  du  (ône  avec 
le  point  F  percera  le  plan  sécant  au  centre  de  la  courbe; 

2"  Que  deux  dioiles  telles  que  BF,  VF,  qui  joignent  le 
point  F  à  deux  points  B  et  V  conjugués  dans  l'involulion 


(  ^i6  ) 
dont  Tesl  le  centre,  donneront  deux  diamètres  tonjugiiés 
dont  l'angle  sera  égal  à  l'angle  ^  wB: 

3"  Que  les  deux  droites  FA,  FD,  qui  joignent  le  point  F 
aux  deux  extrémités  A  et  D  du  segment  commun  aux 
deux  involutions,  donneront  les  axes  de  la  courbe 5 

4°  Que  les  droites  telles  que  GI3,  GE,  dont  Tune  est  la 
tangente  à  la  base  au  point  G  et  l'autre  est  la  droite  qui 
joint  le  point  G  au  point  E  conjugué  de  B  dans  l'invo- 
lution  doni  le  centre  est  C,  donneront  naissance  à  deux 
droites  dont  la  première  sera  une  tangente  à  la  courbe 
de  section  au  point  correspondant  à  G  ;  de  plus,  q'ue 
cette  tangente  sera  parallèle  à  la  droite  wB,  la  seconde 
sera  une  droite  parallèle  à  wE  :  or,  comme  les  deux 
points  B,  E  de  la  seconde  involution  sont  les  extrémités 
(le  demi-circonférences  passant  par  w,  il  s'ensuit  que  ces 
deux  droites  wB,  wE  sont  toujours  rectangulaires^  il  en 
résulte  que  si  la  droite  GB  reste  une  tangente  à  la  courbe, 
la  droite  correspondante  à  GE  sera  la  normale. 

5**  Eniin  les  droites  qui  joignent  le  sommet  w  du  cône 
aux  points  X  et  Q  perceront  le  plan  en  des  points  qui 
seront  les  foyers  delà  section. 

Eu  eil'et,  les  points  X  et  Q  divisent  liarmoniquement  les 
segments  tels  que  AF,  ZR, ....  Donc,  si  on  joint  le  point 
tel  que  H  de  la  courbe  aux  points  X,  Q,  F,  A,  ces  quatre 
droites  formeront  un  faisceau  harmonique  qui  donnera 
naissance  dans  la  section  à  un  autre  faisceau  harmonique^ 
les  droi  tes HF,  HA auron  t  pour  correspondantes  des  droi  tes 
qui  seront  parallèles  aux  droites  wD,  w  A  qui  sont  rectan- 
gulaires, donc  elles  seront  aussi  rectangulaires.  Mais  dans 
un  faisceau  harmonique,  si  deux  des  droites  conjuguées  du 
faisceau  sont  rectangulaiies,  les  deux  autres  doivent  être 
les  bissectrices  des  deux  premières.  De  même,  si,  en  un 
autre  point  quelconque  G  de  la  base,  on  mène  la  tan- 
gente GZB,  puisqu'on  joigne  ce  point  G  aux  (juatre  points 
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X,  Q,  B,  E,  on  obtiendra  un  faisceau  harmoni([ue  auquel 
correspondra  dans  la  sectioïi  un  autre  faisceau  liarmo- 
nique;  les  deux  droites  correspondantes  àGBet  àGEseront 
Tune  la  tangente  et  l'autre  la  normale,  et  par  suite  celles 
qui  correspondent  à  GX  et  à  GQ  seront  les  deux  bissec- 
trices de  l'angle  de  cette  tangente  et  de  cette  normale,  et 
cela  ayant  lieu  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  il  en 
résulte  que  les  points  correspondants  à  X  et  à  Q  sont  les 
foyers  de  la  courbe. 

Si  la  droite  AV  est  extérieure  à  la  base,  on  obtient 
pour  la  section  une  ellipse.  Si  elle  coupe  la  base,  on  aura 
une  hyperbole,  puisque  les  deux  points  où  cette  droite 
coupe  la  courbe  passent  à  l'infini-,  les  tangentes  en  ces 
deux  points  de  la  base  deviendront  les  asymptotes  de  la 
section.  Les  foyers  seront  toujours  les  points  correspon- 
dants aux  points  X  et  Q,  et  seront  situés  dans  la  partie 
concave  de  la  courbe.  Si  la  droite  A^  était  tangente  à  la 
base  en  T,  ce  point  T  passant  à  l'infini  avec  le  point 
double  Q,  on  obtiendrait  une  parabole  dont  l'un  des 
foyers  serait  à  l'infini. 

Outre  les  foyers  réels  sur  l'un  des  axes  de  la  section, 
il  y  en  a  deux  imaginaires  sur  l'autre  axe. 

Enfin,  en  prenant  pour  base  du  cône  un  cercle,  on 
voit  que  par  cette  admirable  proposition  de  Desargues,  on 
peut  déduire  les  propriétés  des  sections  coniques  des  pro- 
priétés connues  du  cercle  qui  forme  la  base  du  cône. 
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pl  en  particulier  des  contacls  nmilipies  des  sections  coniques 
avec  une  même  combe  d'ordre  quelcouque ^ 

Par  m.  E.   DE  JONQUIÈRES. 


Parmi  les  questions  reladves  au  contact  des  courbes 
planes,  les  premières  qui  se  présentent,  dès  qu'on  sort 
des  contacts  simples,  sont  les  suivantes  : 

Etant  donné  un  réseau  de  courbes  du  degré  m,  assu- 

,    m  (m  -\-  "i)  ...  , .  . 

jetlies  a  — ^^ -^  (    )   conditions  communes,   com- 
bien d'entre  elles  : 

1°  Touchent  deux  courbes  données? 

2°  Touchent  en  deux  points  une  courbe  donnée? 

3"  Ont  avec  une  courbe  donnée  un  contact  du  second 
ordre? 

Ces  questions,  sauf  le  cas  où  m  =:  i  (*^),  n'ont  pas  été, 
je  crois,  encore  résolues  d'une  manière  générale,  même 
dans  le  cas  le  plus  simple  où  les  courbes  données  sont  des 
lignes  droites,  et  où  les  conditions  qui  déterminent  le  ré- 
seau sont  des  points  communs  à  toutes  les  courbes  qui  le 
composent. 

Toutefois,  il  est  un  cas  particulier  où  les  géomètres  ont 


(')  On  sait  qu'une  courbe  du  dejjré  m  est  déterminée  par  — ^ — 

2 

conditions. 

(**)  La  théorie  des  sections  coniques  est  en  effet  beaucoup  plus  avancée, 
j;ràce  aux  remarquables  travaux  publiés  icccmnient  par  M.  Chasles  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'Acadciiiic  des  Sciences  {séaucca  des  i^'""  et  i5  fé- 
vrier et  7  mars  iSG.'i). 
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réussi  à  surmonter  les  difficultés  du  problème  :  c  est  celui 
où  les  courbes  du  réseau  sont  les  polaires  premières  de 
tous  les  points  du  plan  relatives  à  une  seule  et  même 
courbe  fixe  tracée  dans  le  plan,  qui  serait  ici,  par  consé- 
quent, du  degré  {m -\- \)  {*). 

Avant  d'aborder  les  contacts  multiples  des  sections  co- 
niques, je  vais  traiter  un  autre  cas  particulier  des  ques- 
tions ci-dessus  énoncées,  qui  ne  me  paraît  pas  avoir  encore 
été  examiné.  Je  veux  parler  de  celui  où  les  courbes  du 
réseau  d'ordre  /«,  indépendantes  d'ailleurs  de  toute  subor- 
dination de  polarité,  ont  en  commun  un  point  mul- 
tiple d'ordre  [m  —  i),   et,  en  outre,    2(7/?  —  1)    autres 

,  .     ,       .  ,    TO  (w  H-  3) 

points  simples,  ce  qui  équivaut  a 2   points 

communs.  Ce  sera  un  pas  de  plus  fait  vers  la  solution, 

encore  désirée,  du  cas  plus  général  où  les  courbes  du  ré- 

m  (m  -\-  ?)]  .  .        , 

seau  ont  en  commun  — ^^ —  2  points  simples. 

La  solution  que  je  présente  dérive  immédiatement  de 
l'emploi  de  la  métliode  de  transformation  des  figures,  qui 
a  fait  le  sujet  d'un  Mémoire  récemment  inséré  par  moi 
dans  les  Nouvelles  Annales  (**).  Dans  ce  mode  de  trans- 
formation, à  toute  droite  de  1  une  quelconque  des  deux 
figures,  il  correspond,  dans  l'autre,  une  courbe  d'ordre  m, 
douée,  en  un  point  fixe,  d'un  point  multiple  d'ordre 
[ni  —  i)  et  passant  par  1  [ni  —  1)  autres  points  inva- 
riables; et,  à  une  courbe  d'ordre  /z,  il  correspond,  dans 
l'autre  figure,  une  courbe  d'ordre  mn  douée  de  i[ni — i) 
points  multiples  d'ordre  //,  ainsi  que  d'un  point  multiple 
d'ordre  n[ni  —  i),  lesquels  équivalent  ensemble,  comme 


C)  CnASLEs,  Cours  de  la  Sorbonne,   iSSy.  —  Crejidna,  huroduzione  ad 
iina  teoria  dellc  curve  pianf,  p.  ■^g;  18G2. 

(*"J  Livraison  de  mars  i8t>''|,  p.  97. 
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on  sali,  à 

,    n{n  —  I )        n  (m  —  \\  \  nim  —  i )  —  il 
2f//?  —  i).  -^^ -'  H ï^ '-^^-^ 

2  2 

Il  [m  —  I  )  [mn  -+-  n  —  3) 

points  doubles. 

D'après  cela,  les  trois  questions  proposées  plus  haut 
(si  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  /"  et  /■'  les  degrés  des 
transformées  des  courbes  données  C",  C"',  et  par  D  et 
D' les  nombres  respectifs  de  leurs  points  doubles)  se  ré- 
duisent aux  suivantes,  savoir  : 

1°  Quel  est  le  nombre  N  des  tangentes  communes  aux 
deux  courbes  transformées  C',  C''? 

2"  Quel  est  le  nombre  T  des  tangentes  doubles  de  C''? 

3°  Quel  est  le  nombre  I  des  tangentes  d'inflexion  de  C''? 

Or,  on  sait,  par  la  théorie  des  courbes,  qu'il  existe, 
entre  les  nombres  r,  /',  D,  D'  et  ceux  qu'on  cherche,  les 
relations 

N  =  [r  (/•  —  i)  —  oD]  [r'  [r'  —  i)  —  2D'], 

T  = -/■(/■  — 2)  [r'  —  ç))  —  2D^r-  — /•  — 6)-t-2D(D— 1), 

I  — 3,.(r_2)— (SD. 

Si  l'on  y  substitue  à  r,  /  ',  D,  D',  les  valeurs  données  dans 
le  Mémoire  cité,  savoir  : 

r.        n  (m  —  i)(  mn  -\-  n  —  3  ) 

r  =  mn  ,       r  =  mn  ,      D  =z  — — : 

2 

n'{m  —  i)  (mn' -\- n' — 3) 
D  = » 

■,i 

on  trouve,   après  (juelques   réductions  très-simples,   les 
trois  formules 

i"  nn'{n  -+-  ?.m  —  3)  («'  H-  2/«  —  3), 
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•i"  -  rf-  [n  -Jr-  ini  —  3 )   —  n  {5 n  -{-  (S ni  —  1 5 ), 

3"  Zn[n  -\-  m  —  3 ) , 

(|ni  répondciil,  respeclivcnieiit,  aux  trois  queslions  pro- 
posées. 

Si  Ton  y  fait  m  =  2,  elles  conviennent  à  des  coniques 
passant  par  trois  points  donnés.  Les  deux  dernières  de- 
vienneui,  dans  cette  hypothèse, 

n  [n  —  I )  .  , 
[n-->rin  —  0),      ùn[ri  —  i), 

et  ont  été  déjà  données  par  quelques  géomètres,  qui  les 
ont  démontrées  d'une  manière  différente. 

Avant  d'obtenir  ces  deux  formules,  relatives  à  un  ré- 
seau de  sections  coniques  qui  passent  par  trois  points 
fixes,  au  moyen  de  la  méthode  de  transformation  dont  je 
viens  de  donner  une  application  plus  générale,  j'y  avais 
été  moi-même  conduit  il  y  a  longtemps  par  une  autre 
voie,  moins  rigoureuse  à  la  vérité,  mais  qui  a  l'avantage 
d'ouvrir  un  accès  vers  les  questions  d'un  oindre  plus  élevé^, 
où  il  s'agit  des  contacts  multiples  des  sections  coniques 
avec  une  seule  et  même  courbe  donnée.  Je  me  bornerai 
à  énoncer  ici  les  formules  principales  auxquelles  on  par- 
vient ainsi.  Elles  sont  exactes,  jecrois^  mais  on  pourra, 
si  Ton  veut,  n'y  voir  qu'une  première  indication  propre 
à  guider  dans  des  recherches  définitives  sur  ce  sujet  très- 
ardu. 

Formules  exprimant  le  nombre  ries  coniques  qui 
satisfont  à  cinq  conditions  dénommées. 

I.  Passer  par  deux  points  et  toucher  une  courbe  C"  en 
trois  points  distincts  : 

,..{n  —  \){n  —  '?) 

[rr  -'r  <on-  —  \C)n  —  12). 
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II.  l^asser  par  un  point  et  loucher  une  courbe  en  quatre 
points  distincis  : 

«(«  —  i)  («  —  2)  («  —  3)  ,  „ 

— — „    ;    -(n'-i-  io«-—  37 /r — I  i8«+  282). 

I .2.3.4 

III.  Toucher  une  courbe  en  cinq  points  distincts  : 

n  {n  —  i)  {n  —  2)  [n  —  3)  {n  —  4) 

I .2.3.4-5 

X(«'+i5«'  — 55//^  — 4()5//^-f-  i584«  —  35). 

Par  exemple,  il  y  a  1 1 35  coniques  qui  touchent  en  cintj 
points  une  courbe  du  cinquième  ordre. 


EXTRAIT  DINE  LETTRE  DE  DESCARTES  A  MERSENIVE, 

DU  8  OCTOBRE  1C29. 


Cousin,  t.  V|,  p.  56. 


u  De  diviser  les  cercles  en  27  et  2p,  cela  se  peut  méca- 
niquement, mais  non  point  géométriquement;  il  est  vrai 
qu'il  se  peut  en  27,  par  le  moyen  d'un  cylindre,  encore 
que  peu  de  gens  en  puissent  trouver  le  moyen,  mais  non 
pas  en  29,  et  si  l'on  m'en  veut  envoyer  la  démonstration, 
j'ose  vous  promettre  de  faire  voir  que  cela  n'est  pas 
exact.  )) 

Quelle  peut  être  cette  division  du  cercle  en  27  parties 
par  le  moyen  d'un  cylindre .-^  S'agii-il  de  figures  décrites  à 
l'aide  d'un  compas  sur  une  surface  cylindrique? 
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SOLLTION  DE  QIESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question  S33 

(voir  tome  XIX,  page  218); 

Par  m.   Nkstof.  PLISSART   (de  Likci:). 

Soient  deux  cercles  égaux  dans  le  même  plan;  P  //// 
point  v>ariahle  duquel  on  mène  des  tangentes  aux 
cercles,  et  dont  le  produit  est  constant.  Le  lieu  de  ces 
points  est  la  podaire  du  centre  d'une  ellipse. 

Cet  énoncé  me  semble  trop  général,  et  je  crois  que 
celle  propriété  n'est  vraie  que  dans  un  cas  particulier. 
Soient  en  effet  les  deux  cercles  C  et  C  égaux  et  P  un  point 
tel,  que  le  produit  des  tangentes  PR,  PR'  menées  de  ce 
point  axix  deux  cercles  soit  égal  à  la  quantité  donnée  h^. 
Je  prends  pour  axe  des  x  la  droite  CC  et  pour  axe  des  j' 
la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  celle  droite. 
Soit  /•  le  rayon  des  deux  cercles*,  je  représente  OC  par  a. 

On  a 

PRXPR'  =  /^ 


y/pc'  —  /^  X  sjva  —  r-=f,' 

Pc'xPC''  —  /=(PC'  +  PC'')  -+-/•'  =  /% 
X  el  y  étant  les  coordonnées  du  point  P  . 

X[(-^-l-  y-)-  +  j')]  — /•'(aar'^-h  la.^-h  2  j') -h  r' =  /.\ 
t''  -i-y-'f  ■=  ./--(arM-  -'.  ij?)  -\-  y'"-[i.  /■•'— 2  a-) 


[A. 

(a' -/•')---}-  /i'. 


(  2^4  ) 
Telle  esi  l'équation  du  lieu  du  point  P;  la  s}  méirie  de  la 
courbe  par  rapport  aux  axes  montre  suffisamment  que  si 
cette  équation  représente  la  podaire  du  centre  d'une 
ellipse,  ce  centre  ne  peut  être  que  rorigine,  et  les  axes  de 
cette  ellipse  doivent  coïncider  avec  les  axes  des  coordon- 
nées. Or  l'équation  de  la  podaire  du  centre  d'une  ellipse, 
rapportée  aux  axes  de  celle-ci,   est 

(  JT-  -h  r')-  =  a"-  x'^  -f-  h'-y'^ 

a  et  h  étant  les  demi-axes  de  lellipse. 

Pour  identifier  celte  équation  avec  l'équation  (A),  je 
dois  poser 

ou 

Pour  que  l'équation  (A)  représente  la  podaire  du 
centre  d'une  conique,  il  faut  que  l'équation  de  condition 
±  /r^  =  /•"'  —  ap-  soit  satisfaite. 

Si  7'<^  a,  on  prendra  pour  A'  le  signe  inférieur,  et  l'é- 
quation (A)  nous  donne  la  podaire  du  centre  d'une  hy- 
perbole, car  h'^  est  négatif-,  c'est  le  cas  où  les  deux  cercles 
donnés  par  l'hypothèse  sont  extérieurs  Tun    à  l'autre. 

Si  a  = /',  c'est-à-dire  si  les  deux  cercles  se  touchent 
extérieurement,  A  =  o  et  l'équation  (  A  )  se  réduit  à 

OU 

équation  qui  représente  les  deux  cercles  donnés. 

Si  /\>  a,  les  deux  cercles  se  coupent,  et  l'équation  (A) 
est  celle  de  la  podaire  du  centre  d'une  ellipse.  Si  la  con- 
dition ±  A^  =:  r- —  a- n'est  pas  satisfaite,  l'équation  (A)  ne 
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peut  plus  représenter  la  podaire  du  centre  d  une  conique  ^ 
elle  ne  peut  même  pas  représenter  la  podaire  d'aucun 
point  du  plan  de  cette  conique  Car,  comme  il  est  facile 
de  s'en  convaincre,  aucune  podaire,  elliptique  ou  hyper- 
bolique, hormis  celle  du  centre  de  la  courbe,  n'admet  de 
centre  de  figure  5  tandis  que  l'origine  est  évidemment 
un  centre  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (A). 
Voyons  maintenant  ce  qu'exprime  la  condition 

dzA-'=r'  — a'. 

Elle  exprime  que  le  carré  donné  k-  est  égal  au  carré  de 
la  tangente  menée  de  l'origine  à  l'un  des  cercles,  c'esi- 
à-dire,  que  l'origine  est  un  point  du  lieu.  Si  l'on  a  /\>  a. 
l'origine  est  à  l'intérieur  des  deux  cercles;  la  tangente 
menée  par  l'origine  est  imaginaire  ;  A"  est  le  carré  de  cette 
tangente  pris  positivement,  et  l'origine  est  un  point  isolé 
de  la  courbe  5  en  passant  aux  coordonnées  polaires,  l'é- 
quation devient 

p2=  (  2/-^-f-  2  a-)  cos-w  +  [2.  r-  —  2  a-)  sin'w. 

Si  l'on  a  iz  ^  r,  l'origine  au  lieu  d'être  un  point  isolé  est  un 
point  quadruple,  l'équation  polaire  de  la  courbe  est 

c^=rcos-td  (ar'  -f-  2  a-)  —  sin'w  (2a- —  2  r'). 

Les  asymptotes  de  l'hyperbole  génératrice  touchent  la 
podaire  à  l'origine. 


Question  663; 

Par  mm.   H.   PICQUET  et  Max.   CORISU, 

Élèves  de  l'institution  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Moutard). 

Les  points  milieux  des  ^n'ngt-huit  droites  gui  joignent 
deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans 

Ann.  de  Maihémal.,  i^  série,  t.  III.  (Mai  i86.'|.)  l5 


(  ii6  ) 
un  lètiaèdre.  quelconque  sont  sur  une  même  surface  du 
troisième   ordre    qui  contient   toutes  les  arêtes  du   té- 
traèdre. (Heltrami.) 

On  sait  que  si  l'on  considère  dans  un  plan  un  triangle 
ABC  et  les  centres  o,  o',  o",  o'*,  des  cercles  inscrit  et  exin- 
scrits, le  triangle  formé  par  trois  quelconqucs-des  centres 
est  tel,  que  le  quatrième  est  le  point  de  rencontre  de  ses 
hauteurs,  et  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  deinier  triangle 
passe  par  les  milieux  des  six  droites  qui  joignent  les  quatre 
centres  deux  à  deux  et  par  les  sominels  du  triangle  AEC. 
D'ailleurs,  ce  cercle  est  le  lieu  des  centres  des  hyperboles 
é(|uilalères  passant  par  les  quatre  centres  o,  o',  o",  o'"; 
car,  bien  qu'une  hyperbole  équilatère  soit  déterminée  par 
quatre  ])oinls,  comme  toute  hyperbole  équilatère  passant 
par  trois  des  centres  passe  par  le  quatiièjiie  qui  est  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  des  trois  pre- 
miers, il  en  passe  une  infinité  par  les  quatre  centres; 
d  autre  part,  toute  courbe  du  second  degré  passant  par 
les  quatre  centres  est  une  hyperbole  équilatère.  Il  en  ré- 
sulte donc  que  la  courbe  du  second  degré  passant  par  les 
points  milieux  des  six  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
les  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscritsau  triangle  ABC, 
et  par  les  sommets  du  triangle  ABCj,  est  le  lieu  des  centres 
des  courbes  du  second  degré  passant  par  les  centres  du 
ces  cercles. 

Il  est  donc  naturel,  pour  démontrer  le  théorème  pro- 
posé (jui  est  analogue  au  précédent  dans  l'espace,  de 
chercher  Téqualion  d'une  surface  du  second  degré  passant 
par  les  centres  des  huit  sphères  inscrite  et  exinscrites  au 
tétraèJre;  il  restera  dans  son  équation  deux  indétermi- 
nées, car  toute  surface  du  second  degré  passant  par  sept 
des  centres  passera  par  le  huitième,  et  il  faut  neuf  points 
pour  la  déterminer;  on  cherche! a  le  lieu  des  centres  de 
ces  surfaces,  ce  qui  donnera  trois  équations  entre   les- 
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(juclleson  éliminera  les  deux  indéterminées,  et  l'on  obtien- 
dra l'équation  de  la  surface  du  troisième  degré  cherchée. 
Pour  trouver  l'équation  de  la  surface  du  second  degré 
passant  par  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans  un 
tétraèdre,  nous  nous  servirons  d'une  propriété  énoncée 
dans  le  Traité  de  Géométrie  analytique  à  trois  dimen- 
sions àxxV^.  Salmon,  p.  ii3. 

Si  dans  V équation  d'un  lijperboloïde  on  suppose  que 
la  somme  des  coefficients  de  oc- ,  j"^  et  z^  soit  nulle,  cet 
lirperholoide  passe  par  le  centre  de  la  sphère  inscrit  dans 
un  tétraèdre  conjugué  de  la  surface,  et  par  conséquent 
par  les  sept  autres  centres  que  rien  ne  distingue  analjti- 
quement  dupremier.  Ce  tétraèdre  est  tel,  que  tout  sommet 
est  le  pôle  de  la  face  opposée  par  rapport  à  la  surface. 

Soient  donc 

P  =  o,     P'=  o,     P"=o,     P"'=ro 

les  quatre  faces  du  tétraèdre  ;  l'équation  d'un  hyperbo- 
loïde,   par   rapport   auquel   il  serait  conjugué,  est  de  la 

foiine 

«P'-h  /;P"H-cP"*+  dV""'=  o, 

car  le  cône  aP"  +  bV^  +  cP"^  =  o  coupe  la  surface  sui- 
vant le  plan  P'"^  =  o,  c'est-à-dire  lui  est  tangent,  et  la 
ligne  de  contact  est  située  dans  le  plan  V"  =  o.  Donc  le 
sommet  du  cône,  qui  est  évidemment  un  des  sommets  du 
tétraèdre,  est  le  pôle  du  plan  P'".  Soient  alors 

P  =a.r    -h  p r   -f-'/z    -^p, 
P'  =  a'j:  -h  [i'r  -^  i-  ^P', 

P'"  =  u!"x  -4-  p">  +  -/"z  -^p'", 

les  coeflicients  des  variables  étant  les  cosinus  des  angles 
(jue  la  ui>rmale  à  chaque  plan  fait  avec  les  axes.  Si  nous 
exprimons  que  la  somme  des  coefficients  de  .r',  y^  et  c' 
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est  nulle,  nous  aurons  la  relation 


OU 

(0 


«  ■+■  b  -\-  c  -\-  d  z=z  o . 


La  surface  passera  alors  par  les  huit  centres,  et  si  nous 
prenons  les  équations  du  centre,  nous  aurons 


(  2)  a.Pa-f-^'.P'a'  +  r.P"a"  ^  d .?'" y.'"  —  o, 

(3)  «.Pp  +  ^.P'P'4-c.P"['i"  +  rf.P"'p"'  =  o, 

(4)  «.Pv-f-i.P'7'-4-c.P"y"+f/.P'"7"'  =  o. 


1 
Pa 

P' 

a 

I 
P"a" 

I 
P"'a"' 

PP 

P' 

P' 

P"P" 

p'"|3'" 

Pv 

P' 

v' 

p"v" 

p'"^'" 

Le  résultat  de  réiiminaliou  de  a,  h,  c,  <i,  entre  les  équa- 
tions homogènes  (i),  (2),  (3),  (4)1  sera  l'équation 


(S) 


qui  représente  bien  une  surface  du  troisième  degré  pas- 
sant par  les  arêtes  du  tétraèdre;  car  si  Ton  fait,  par 
exemple,  P  =  o,  P'=r  o,  deux  colonnes  du  déterminant 
deviennent  identiques  et  Téquation  est  satisfaite. 

Il  faul  faire  voir  maintenant  que  les  points  milieux  des 
vingt-huit  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres 
des  sphères  inscrites  se  trouvent  sur  la  surface.  Pour 
cela,  prenons  deux  centres  quelconques;  chacun  d'eux 
est  donné  par  Tintersectiou  de  trois  des  plans  bissecteurs 
de  trois  des  dièdres  du  tétraèdre;  comme,  dans  les  équa- 
tions de  chaque  face,  les  coefficients  des  variables  sont 
les  cosinus  des  angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes,  les 
plans  bissecteurs  s'obtiendroiit  en  prenant  des  sommes  ou 
des  différences  d'équations  de  deux  faces.  Considérons, par 
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exemple,  la  droite  qui  joint  les  centres 

P  —  P'=o,  JP-+-P'=rO, 

P  —  P"  =  o ,     t"t     !  P  +  P"  =  o , 
P— P"'=o,  (  P  +  P'"=o. 

Les  plans  qui  les  détermineut  sont  des  plans  bissecteurs 

intérieurs  ou  extérieurs  suivant  la  position  de  l'origine,  et 

comme  nous  ne  précisons  rien  là-dessus,  il  en  résulte  que 

.      (  P'  —  P  "  =  o 
rien  ne  distingue  analytiquement  la  droite  <     „        „, 

qui  les  joint  des  vingt-sept  autres,  sauf  une  restriction 
que  nous  verrons  plus  loin,  et  la  proposition  sera  dé- 
montrée si  nous  faisons  voir  que  son  milieu  est  sur  la 
surface.  A  cet  effet,  cherchons  l'intersection  de  la  droite 

<  „ ,„ avec  la  surface  (S);  pour  cela,  dans  l'é- 
quation de  celle- ci,  remplaçons  P'  et  P'"  par  P",  il  vient  : 


Pti  II 
a 


p"2     ;      p// 


I  I  I 

Pa  P"a'  P"a" 
Pp  P"p'  P"p/'  P"p" 
Py  P"y'  P"/'  P'Y 
'  o 


7       V 


a'" 

/ 

a 

a 

u. 

a. 

Ê'" 

-+-  P 

P 

^' 

r 

^ 

7 

tf 

7 

i 

1 

y 

La  solution  P"*  =  o,  P'=  o,  V"  =  o,  qui  donne  un  som- 
met du  tétraèdre,  n'est  pas  celle  qui  nous  convient;  nous 
voyons  seulement  que  deux  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  surface  se  sont  réunis  en  un  seul.  Si  nous 
désignons  par  A  et  c^  les  deux  déterminants  du  second 
membre,  les  coordonnées  du  point  d'intersection  seront 


(  23o  ) 
fournies  par  les  équations 

P'=P",     P"'=P", 

P"A-|-  P^  =  o 
OU,  en  ordonnant, 

(^"-  a"')x+  (P"-  p'")  J  +  (/'-  /'>+/'-//'=  O. 

Le  défioininaleur  commun  des  valeurs  de  a",  )',  :;  est 

a"A  -t-  arî      ^"A  +  pS     -/"A  +  yl 
a   —  a  [i  —  [i  7   —  / 

a   —  a  p    —  p  7—7 

qu'on  peut  écrire 

a  p  V 

,'_,"         ji'__p"  y'_/ 

a" -a'"    p"— rr    /'— 7'" 

a  8  7 

,'_y'       p'_|i"       /_./' 

I 

//  '//  (-1//  r.///  //  ///      I 

y.    —  -y.        !i  —  [i        7    —  7      I 

Le  coefticieut  de  A  peut  se  simplifier  :  pour  cela,  ajoutons 
ia  première  rangée  à  la  seconde,  et  retranchons-la  de  la 
troisième,  il  viendra 


fi" 


a'       P'       7' 

a"      p"      y" 


<■       P       7 


7 

!■   «'     p'     7' 
I  _^'"  _^'"  _/ 

Quant  au  coefficient  de  cJ,  il  peut  s'écrire 

la  p  7  G 

j    a'— a"       P'  —  P"      '/'—'/"  l 

I    a"  -a'"      p"-p"'      7" --7'"      —I 

o  o  o  I 


=  A. 


(  =^3,  ) 
Ajoutons  à  la  première  colonne  la  dernière  muliipliée 
par  a",  à  la  seconde  la  dernière  multipliée  par  {"!)"  et  à  la 
troisième  la  dernière  multipliée  par  y",  nous  aurons 


7  o 

7' 

—  v'"  —  I 

7  ' 


c  p  7  o 

'■'  P'  7'  ' 

."  r  f  I 

";  nul  m 

ï  p  7  1 


Le  dénominateur  commun  est  donc  A^  —  J*. 

Le  numérateur  de  x  s'obtiendra  en  remplaçant,  dans 
les  coefficients  de  A  et  de  lî,  a,  a',  a",  a.'"  par/7,  p',  /;", 
p'"^  ce  qui  donne 


5^ 


et,  par  symétrie, 


Mo  — ^8: 


AA. 


^^. 


A^— (î' 


Nous   allons  faire  voir  que  ces  valeurs  représentent 
les  demi-sommes  des  coordonnées  des  centres  considérés. 

Ou  aura  les  coordonnées  du  premier  centre,  en  résol- 
vant les  équations 

(«-«')-^+(P  — P')J H- (7- 7')z +  ;•>-/>' =  o, 

(:,_a")x-h(P-S")/+(7-7")c+(/>-//)=o, 

a-a'>  +  (P_nj+(7-7"')^+/^-/^"'=o. 

Leur  dénominateur  commun  sera 


_a'       [i_fi'       7-7' 
_./"      fi_r      7-7'" 
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qu  on  peut  cciiie 

I 

a 

o 

y.  —  a 

o 

a  —  a 

o 

Ci  —  y. 

-y.'       3-r       7-7' 


fi-r  7-7" 
p-r  7-7" 

et,  en  retranchant  la  première  rangée  de  toutes  les  autres, 


I 

a 

P 

7 

I 

] 

I 

I 

1 

—  a' 

—  P/ 

-7' 

a 

a' 

a" 

a 

I 

—  a" 

-r 

-7" 

P 

P' 

fi" 

7 

I 

-  a'" 

-  p'" 

-7'" 

7 

r 

7 

II 
7 

7 

p'    fi"    ^'" 

7      7       7 


a      a       a        a 
P      li'      [S"      p« 
7     7'     7"     7" 
Le  numérateur  de  x  sera  évidemment 

de  sorte  que 

A„+^„  Aj  +  ^î 


-(A  +  5). 


Vil!, 

A+  (î 


Pour  avoir  les  coordonnées  de  l'autre  centre,  il  suflîl  de 
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C.     Q.     F.     D. 

Il  est  bon  de  remai'quer  que  sur  les  vingt-huit  droites 
seize  seulement  jouissent  de  la  propriété  de  passer  par  un 
sommet  du  tétraèdre,  et  il  en  passe  quatre  par  chaque 
sommet.  La  droite  à  laquelle  nous  venons  d'appliquer  le 
calcul  se  trouve  dans  ce  cas,  et  nous  avons  vu  qu'au  som- 
met par  où  elle  passe  deux  de  ses  points  d'intersection 
avec  la  surface  se  sont  réunis  en  un  seul  j  elle  n'est  pas 
pour  cela  tangente,  car  la  surface  présente  à  chaque  som- 
met un  point  singulier-,  en  ce  point  un  cône  du  second 
degré  lui  est  tangent  :  car  si  nous  faisons  P'=  x,  V"=j^ 
P'"=  2,  l'équation  de  la  surface  se  réduit,  comme  il  est 
facile  de  le  voir,  à 

xyz-{-{y.x  4-  P/  +  7^  -{-  p){ayz-ir  ^zx  -^--^xy)  =  o, 

et  le  cône  ctyz  -\-  ^j zx  -\-  y xy  =  o  est  tangent  à  la  surfac  e 
à  l'origine-,  nous  voyons  qu'il  renferme  les  trois  arêtes 
aboutissant  à  l'origine,  et  non  les  droites  telles  que 

X  —  3  ::=:  O, 

jr  — Z  =  0. 

Quant  aux  douze  autres  droites,  le  calcul  du  point  milieu, 
bien  qu'un  peu  différent  du  précédent,  lui  est  pourtant 
analogue,  et  il  n'est  pas  nécessaire  de  le  répéter.  Le  déno- 
minateur commun  des  valeurs  de  x^j^  z,  au  lieu  d'être  une 
dilTérence  de  carrés  de  déterminants,  serait  une  différence 
de  carrés  de  différences  de  déterminants.  Chacune  de  ces 
douze  droites  s'appuie  sur  deux  arêtes  opposées  du  té- 
traèdre j  car  si,  par  exemple,  nous  considérons  la  droite 

(  P  =  P', 

j  P"=  P'", 
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el   que  nous  remplacions  P'  par  P  et  P'"  par   P"  dans 
l'équation  de  la  surface,  nous  obtenons  le  facteur  PP",  ce 
qui  fournit  les  solutions 


P=.o, 

p  =P', 

P'=o, 

P"=o, 

P"=  P'", 

P"'=o; 

donc  la  droite  rencontre  les  arêtes  opposées 

|P=o,      jP"=o, 
(P'=o,      (P"'=o. 

Nota.  —  Ce  théorème  se  rattache  intimement  à  un 
théorème  de  M.  Painvin  [Propriétés  du  système  des  sur- 
faces du  second  ordre  conjuguées  par  rapport  à  un  té- 
traede fixe.,  p.  Sa,  théorème  XMI)  dont  voici  l'énoncé  : 

Lorsque  les  surfaces  conjuguées  passent  par  un  point 
fixe,  le  pôle  d^un  plan  fixe  décrit  une  surface  du  troi- 
sième ordre  passant  par  les  arêtes  du  tétraèdre.  Les  som- 
mets du  tétraèdre  sont  des  points  doubles  de  la  surjace. 

Son  équation  est 

Ax'îx^t  H-  Bj'i  j:z/  +  Czl.vyt  -+-  Dtlxfz  =  o, 

'  x,y,  2,  t  représentant  les  quatre  faces  du  tétraèdre.  On 
voit  donc  qu'elle  est  de  même  forme  que  celle  que  nous 
avons  trouvée.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  point  fixe 
est  le  centre  d'une  sphère  inscrite-,  le  centre  des  surfaces 
conjuguées,  qui  est  le  pôle  d'un  plan  qui  s'est  éloigné  in- 
définiment, décrira  alois,  d'après  le  théorème  de  M.  Pain- 
vin,  une  surface  du  troisième  degré  qui  est  celle  doal 
nous  avons  trouvé  l'équation. 

Note  du  Rédacteur.  —  C'est  par  erreur  que  nous  avons  indiqué  M.  Pic- 
quet  comme  ayant  démontré  la  seconde  égalité  de  la  question  681  (p.  73  ) 
pour  des  angles  quelconques.  M.  Picquet  ne  l'avait  démontrée  que  pour 
des  angles  dont  la  somme  est  égale  à  (.>)i  -4-  1)  tt. 
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Question  680 

(voir  2'  série,  I.  II,  p.  523); 

Par    m.    LAISANT, 

Lieutenant  du  génie. 

Ètaîit  donnée  une  courbe  quelconque  sur  une  sphère, 
si  d^un  point  O  de  la  sphère  on  mène  l'arc  de  grand 
cercle  OA  coupant  en  A  la  courbe,  et  qu'on  prolonge  OA 

.     OA' 

sin 

en   A'    de  manière  qu'on    ait  =  m,  le  lieu    du 

'                       .     OA 
siri 

2 

point  A'  sera  une  seconde  courbe  quon  peut  appeler 
courbe  semblable  à  la  première.  Démontrer  que  les  sur- 
faces déterminées  par  ces  deux  courbes  sont  entre  elles 
comme  m^  est  à  i .  (\  akkson.) 

Soient  OBB'  un  arc  de  grand  cercle  infîniineiit  rappro- 
ché de  OAA'  et  AB,  A'B'  deux  arcs  de  petits  cercles  per- 
pendiculaires au  diamètre  de  la  sphère  qui  passe  par  le 
point  O.  Eu  prenant  les  surfaces  OAB,  OA'B'  pour  sur- 
faces élémentaires  des  courbes,  ou  ne  néglige  que  des 
infiniment  petits  du  deuxième  ordre,  comme  il  est  aisé 
de  le  voir.  Mais  OA'B',  OAB  sont  évidemment  propor- 
tionnels aux  calottes  sphériquos  qui  auraient  les  cercles 
A'B',  AB  pour  bases,  ou  aux  hauteurs  de  ces  zones.  Donc 

OA'^ 
OA'B'        I  —  cDsOA'        /    ""^    2 


OAB  I  — cosOA        l      .     OA 

SI  11  — 


Si  ce  rapport  m^  existe  entre  des  éléments  correspon- 
dants quelconques  des  deux  courbes,  il  existe  donc  entre 
les  sommes  de  ces  éléments,  c'est-à-dire  entre  les  aires 
entières.  c.   y.   r.  d. 
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QIËSTIONS  mmim  (lg65j.  (Fin. 


Physique  et  Chimie. 

1 33 .  appareil  de  M.  Morin .  —  Comment  pourra-t-ou 
étudier  les  lois  de  la  chute  des  corps  au  moyen  de  la 
courbe  décrite,  quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs.  Montrer 
à  priori  que  la  courbe  doit  être  tangente,  au  point  A  ori- 
gine du  mouvement,  à  l'horizontale  passant  par  ce  point? 
Etant  donnée  la  courbe  y=J'(^x),  que  faut-il  pour  qde 
la  tangente  trigononiétrique  de  l'angle  que  fait  la  tan- 
gente à  la  courbe  avec  l'axe  des  x  représente  la  vitesse? 

134.  Comparaison  des  durées  de  deux  phénomènes  à 
l'aide  du  pendule. 

135.  La  fontaine  de  Héron  fournit  une  vérification 
très-simple  du  principe  de  Pascal  sur  la  transmission  des 
pressions. 

136.  Description  de  l'éleclroscope.  Qu'arrivera-t-il  si 
l'on  interpose  entre  l'électroscope  et  le  conducteur  une 
plaque  conductrice  ou  non  conductrice? 

137.  Théorie  de  Télectroscope  condensateur.  Usage  de 
cet  instrument  et  précautions  à  prendre  en  l'employant. 
Est-il  nécessaire  d'appliquer  une  couche  de  vernis  sur 
chaque  jdateau?  A  quoi  tient  le  plus  ou  moins  de  sensi- 
bilité de  l'appareil? 

138.  Analogies  du  chlore  et  de  l'iode.  Comment  pré- 
pare-ton le  chlorate  et  Tiodate  de  potasse? 

139.  Principe  d'Archimède.  Vérification  expérimen- 
tale. Que  se  passerait-il  si,  la  balance  supportant  le  li- 
quide, on  y  plongeait  un  corps  soutenu  par  un  point 
extérieur? 


140.  Propriété  de  Tacide  fluorhydrique.  Quelles  es- 
pèces de  lut  doit-on  employer  pour  souder  les  parties 
des  appareils  qui  servent  à  celle  préparation? 

141.  Etant  donnée  une  boussole  dMnclinaison,  placer 
son  limbe  de  manière  que  l'aiguille  magnétique  se  place 
verticalement. 

142.  Préparation  de  l'hydrogène  protocarboné.  Indi- 
quer la  réaction  par  l'acétate  de  soude.  Analyse  de  ce 
corps.  Feu  grisou.  Salzes. 

143.  Acide  azotique.  Production  de  vapeurs  rutilantes 
au  commencement  et  à  la  fin  de  la  préparation.  Purifica- 
tion de  l'acide  azotique  du  commerce. 

144.  Limite  d'épuisement  de  la  machine  pneumatique. 

Errata. 

Queslion  84  (p.  179).  —  Au  lieu  de  un  point  com- 
wuHf  lisez  deux  points  communs. 

Question  Ho  (p.  i83).  —  Au  lieu  de  deux,  lisez  trois. 
(A  traiter  indépendamment  de  la  théorie  générale  des 
sections  circulaires,  en  prenant  les  trois  plans  pour  plans 
coordonnés.) 

Question  129  (p.  184).  —  U/t  cône  et  un  cjlindrc, 
ajoutez  du  second  degré . 


BULLETIN. 

XIV. 

AorsT  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Marseille.  —  Recherches  sur  les  surfaces  du.  second 
ordre.  Première  partie.   In-8  de  iv-6o  pages.  Paris, 
Mallet-Bachelier. 
Description  et  propriétés  des  lignes  de  courbure  des  surfaces 
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tlu  second  ordre.  —  Des  spiières  doublement  tani^entes  aux  sur- 
faces du  second  ordre.  —  Transformation  des  fijjures  planes  en 
figures  ellipsoïdales.  —  Propriétés  focales. 

Si  on  laisse  de  côté  la  partie  relative  aux  lignes  de  courbure, 
sujet  qui  exige  des  notions  de  calcul  différentiel,  le  reste  de 
l'ouvrage  peut  être  entendu  par  un  bon  élève  de  Mathématiques 
spéciales. 

XV. 

DupTJis  (Jean),  censeur  au  lycée  de  Metz.  —  Becueil  de 
Tables  propres  à  abréger  les  calculs.  In-i8  de 
LX-160  pages.  1861.  —  Tables  de  logarithmes  à  cinq 
décimales,  d'après  J.  de  Lalande.  In-18  de  xii-220 
pages.  i863.  —  Tables  de  logantlimes  à  sept  déci- 
males, d'après  Callet,  Végn,  Bremiher,  etc.  -i.^  tirage. 
In-8  de  xii-58o  pages.  i863.  Librairie  Hachette. 

Les  logarithmes  des  nombres  et  des  lignes  trigonométriqucs 
sont  calculés  depuis  longtemps.  Une  nouvelle  Table  de  loga- 
rithmes ne  peut  donc  différer  des  précédentes  que  par  une  plus 
grande  correction  et  par  diverses  améliorations  que  suggèie 
l'expérience.  Voici  les  principaux  avantages  que  M.  DuptiJs 
signale  dans  ses  Tables  à  sept  décimales  : 

i  °  Chaque  page  des  logarithmes  des  nombres  contient  5o  lignes 
et  non  60.  Cette  disposition  offre  l'avantage  (pi'une  fois  le  livre 
ouvert  à  la  page  convenable,  on  peut,  sans  avoir  besoin  de 
lire  les  chiffres,  trouver  immédiatement  l'endroit  delà  page  où 
se  trouve  le  logarithme  cherché.  2"  Lorsque  la  troisième  déci- 
male d'un  logarithme  change,  au  lien  de  biiseï  la  ligne,  comme 
fait  CdUet,  M.  Diipuis  avertit  de  ce  changement  par  des  étoiles 
qui  précèdent  dans  tout  le  reste  de  la  ligne  la  quatrième  déci- 
male de  chaque  logarithme.  3°  Les  parties  propoi  tionnelles  des 
différences  sont  données  à  un  dixième  près  de  l'unité  du  derniei- 
ordre.  4°  Les  logarithmes  des  lignes  Irigonométriques  ont  leurs 
caractéristiques  exactes  :  1,  ?,,  etc.,  au  lieu  de  g,  8,  etc.  5"  Les 
lignes  trigonométriqucs  sont  placées  dans  l'ordre  symétrique  : 
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sin,  taiii;,  cotang,  cos,  et  les  marges  contiennent  les  parties  pro- 
portionnelles des  différences  des  logarithmes,  comme  dans  les 
excellentes  Tables  de  INI.  Hoùel. 

On  a  rejeté  pour  toutes  ces  Tables  l'usage  des  chilfres  anglais, 
ou  d'égale  hauleur,  dont  les  inconvénients  ont  été  signalés 
par  IM.  Bailleul,  l'habile  prote. 

Dans  la  partie  trigonométrique,  iM.  Dupuis  n'a  point  répété 
le  premier  chiffre  d'une  partie  décimale  commune  à  toute  une 
colonne,  en  sorte  qu'il  faut  aller  chercher  ce  chiffre  en  haut 
ou  en  bas  de  la  page.  Cette  disposition  nous  paraît  incommode, 
et  nous  aimerions  mieux  que  ce  chiffre  fût  répété  à  chaque 
ligne  ou  au  moins  de  dix  ligues  en  dix  lignes. 

M.  J.  Dupuis  a  certainement  proGlé  des  observations  faites 
sur  les  Tables  de  Callet  par  MM.  Terquem,  Lefort,  Houel,  dans 
ce  journal  même  :  nous  regrettons  de  ne  pas  trouver  ces  noms 
indicjués  dans  l'Avertissement.  Cependant,  mieux  inspiré  que 
M.  Saigey,  M.  Dupuis  n'a  point  maltraité  ses  devanciers.  (  Voyez 
la  jNotice  de  M.  Lefort  sur  la  nouvelle  édition  de  Callet,  par 
M.  Saigey,  Bulletin  de  bibliographie,  1861,  p.  68.) 

Enfin,  signalons  un  heureux  effet  de  la  publication  nouvelle, 
qui  a  fait  tomber  de  i5  francs  à  8  francs  le  prix  de  l'ouvrage. 
C'est  tout  profit  pour  le  public  auquel  on  faisait  payer  le  double 
de  sa  valeur  un  objet  de  première  nécessité. 

X\I. 

Bellavitis. — Elemcnti...  Elcnients  de  Géométrie.,  tic 
Trigonométrie  et  de  Géométrie  analytique,  exposés 
d'une  manière  facile  et  expéditivc,  pour  servir  d'intro- 
duction à  la  Géométrie  descriptive.  Pieiuier  fascicule. 
In-8  de  XII- 196  p;iges.  Padova,  1862. 

Cet  ouvrage,  d'une  grande  clarté,  se  borne  aux  notions  les  plus 
simples  et  les  plus  indispensables  à  ceu'c  qui  veulent  apprendre 
la  Géométrie  descriptive.  Ce  qui  doit  le  faire  reclKMcher  par  h  s 
géomètres,  c'est  une  exposition  du  calcul  des  r(iuiv(dcni.s,  calcul 
inventé  par  l'auteur  qui  en   a  fait   de  très-heureuses  applira- 
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fions.  Celte  méthode  n'était  exposée  jusqu'ici  que  dans  des 
Mémoires  faisant  partie  de  collections  peu  répandues  hors  de 
l'Italie. 

XVII. 

RoBERTS  (William).  —  Sur  un  système  de  courhes  et  de 
surfaces  dérivées^  et  en  particulier  sur  quelques  sur- 
faces analogues   aux    ellipses    de   Cassini.    In-4    àe 
24  pages,   (Extrait  des  Annales  de  Tortolini,  t.  IV, 
1862.) 

Extension  aux  surfaces  de  la  théorie  des  podaires  successives; 
—  podaires  à  indices  fractionnaires. 

XVIII. 

RoBEiiTS  (William) . — Application  des  coordonnées  ellip- 
tiques à  la  recherche  des  surfaces  orthogonales.  In-4 
de  12  pages.  (Extrait  du  ToM/Tza/ c?e  Crelle^  t.  LXIII.) 

On  y  trouve,  entre  autres,  ce  théorème  :  «  Étant  donnée  une 
série  d'ellipsoïdes  homofocaux,  soit  un  point  pris  arbitrairement 
sur  l'un  des  axes,  et  considérons  ce  point  comme  le  sommet  de 
cônes  circonscrits  aux  ellipsoïdes  du  système  homofocal.  Le 
lieu  des  couibes  de  contact  sera  une  surface  déterminée,  et,  en 
faisant  varier  la  position  du  sommet  sur  le  même  axe,  on  aura 
une  série  de  surfaces  renfermant  un  paramètre  arbitraire.  Pa- 
reillement, deux  autres  systèmes,  dont  chacun  contient  un  para- 
mètre arbitraire,  s'obtiennent  de  la  même  manière,  en  pre- 
nant des  points  situés  sur  les  deux  autres  axes  pour  sommets  do 
cônes  circonscrits.  Les  surfaces  qui  appartiennent  à  ces  trois 
systèmes  se  coupent  mutuellement  deux  à  deux  à  angles  droits.  » 

M.  Roberts  nous  a  adressé,  aw  sujet  de  ce  théorème,  un  ar- 
ticle qui  paraîtra  jirochaiiitmenl. 
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RECHERCHE  DES  POINTS  MULTIPLES  A  LMNFIIVI 
DANS  LES  COIRBES  ALGÉBRIQIES 

'voir  pajre  193)  ; 

Par  m.   pain  vin. 


§  IV.  —  Exemples. 

XI.  —  Je  vais  maintenant  indiquer  plusieurs  courbes 
faciles  à  construire  complètement,  et  présentant  les  di- 
verses particularités  que  je  viens  de  signaler. 

J'appliquerai  aux  deux  premiers  exemples  la  méthode 
générale  que  je  viens  de  développer. 

XII.  —  1°  Soit  la  courbe 

ou,  en  rendant  l'équation  homogène, 

(i)  lyx'^ — J'^z'  —  xz^  =  o. 

Les  directions  asymptotiques  sont  données  par  l'équa- 
tion 

Etudions  d'abord  le  point  à  l'infmi  I  (  }=  o,  z  =  o)  : 
Taxe  des  orest  la  direction  asymptotique.  Pour  cela,  cher- 
chons l'intersection  de  la  courbe  (i)  par  la  droite  quel- 
conque passant  par  ce  point 

(2)  J  =  AC; 

on  a 

(3)  2).x'r  —  jcz"^  —  X-3'  =  o; 

donc  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  [y  =  o, 

Ann.  de  Maihêmal.,  2<^  série,  t.  III.  (Juin  18G4.)  16 
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2  =  0)  ne  rencontre  la  courbe  qu'en  un  seul  point,  car  le 
premier  membre  de  l'équation  (3)  n'admet  que  le  far- 
leur^  ;  donc  le  point  I  est  un  puini  simple.  Exprimons 
quela  droite  (2)  est  tangente  :  il  faut  faire  pour  cela  /=o, 
et  le  premier  mendjre  de  1  t'f[uation  (3)  est  di\isible 
par  z''\  donc  la  droite  (j  =  o)  rencontre  la  courbe  au 
point  simple  I  en  trois  points  coïncidents;  le  point  I  à 
1  infini  est  donc  un  point  d  inflexion,  la  droite  j'  =:  o  est 
la  tangente  d'inflexion. 

Etudions  le  point  J  ( a:  =  o,  z  =  o)  :  l'axe  des  j  est  la 
direction  asymptolique.  Pour  cela,  cherchons  l'intcrsec- 
lion  de  la  courbe  (i)  par  la  droite  quelconque  passant  par 
le  point  J 

(4)  Ax— z  =  o; 

on  a,  en  remplaçant  z  par  À  x, 

(  5 )  —  )}y^x-  -f-  'xyx^  —  a'x'  =  o  ; 

le  premier  membre  de  1  éfjualion  (5)  est  divisible  par  X" 
(juel  que  soit  /,  le  point  J  est  donc  un  point  double.  Pour 
quela  droite  (4)  soit  tangente,  il  faut  annuler  le  coefTi- 
cient  de  x^,  ce  qui  donne  Â^  =  o  ;  ainsi,  au  point  double  J, 
les  deux  tangentes  proprement  dites  se  confondent  avec  la 
droite  z  =  o:  donc  le  point  J  est  un  point  de  rebrousse- 
vieiit  ;  la  tangente  de  rebroussemeut  est  la  droite  à  l'infini 
parallèle  à  la  direction  asymptolique.  Lorsqu'on  fait 
À  =  o,  le  premier  membre  de  1  équation  (5)  devient  divi- 
sible par  x^,  et  seulement  par  o;';  c'est  donc  un  rebrous- 
semeut de  première  espèce. 

XIU.  —  2"  Soit  la  courbe 

J'— j=— .r  =  0, 

ou,  en  rendant  lécpiation  homogène, 
;i  /'— J'2  —  Ts'=  o. 
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Lesdireclions  asymptotiques  sont  données  par  l'équa- 
lioii 

On  a  donc  la  seule  direction  asymplotiquej^  =  o,  c'est- 
à-dire  l'axe  des  x\  le  point  à  l'infini  correspondant  I  est 
{j=  o,  ~  =  o).  Cherchons  rintcrsection  de  la  courbe  (i) 
par  une  droite  quelconque  passant  par  ce  point 

(2)  Xj — -  =  0. 

(Je  prends  ici,  comme  dans  le  second  cas  de  la  courbe 
précédente,  \y — z  ■=  o  au  lieu  àe  j  —  A^  =  o;  c'est 
qu'en  prenant  cette  seconde  forme  on  est  conduit  à  une 
valeur  infinie  pour  X;  la  première  forme  est  alors  plus 
commode  pour  la  discussion,  et  on  pourra  constater,  dans 
l'étude  des  autres  courbes,  l'utilité  de  cette  remarque.) 

Cherchons  l'intersection  de  la  droite  (2)  avec  la 
courbe  (1),  on  a 

Le  premier  membre  de  l'équation  (3)  est  divisible 
par  j®,  quel  que  soit  ). ;  le  point  I  est  donc  un  point 
double.  Pour  que  la  droite  (2)  soit  tangente,  il  faut  annu- 
ler le  coefficient  de  j^',  ce  qui  conduit  à  X-=  05  ainsi,  au 
point  double  I,  les  deux  tangentes  proprement  dites  se 
confondent  avec  la  droite  z  =  o  ;  le  point  I  est  donc  un 
point  de.  rehrousseiiient  :  la  tangente  de  rebroussement  est 
la  droite  à  l'infini,  parallèle  à  la  direction  asynq^totique. 
Lorsqu'on  fait  X  =  o,  le  premier  membre  de  l'équation  (3) 
est  et  ne  peut  être  divisible  que  par  }  '5  c'est  un  rebrous- 
sement de  première  espèce. 

XIV.  —  Exemples. 

(I)  iyx'  —  y'--~.v  =  o. 

Un  point  d'iiillexion  à  liulini,  hi  direction  asynqjtotique 

16. 
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est  l'axe  des  x,  la  laiigente  d'intlexion  osl  l'axe  des  x. 
Un  point  double  à  riiifini,  dont  les  deux  tangentes  se  con- 
fondent avec  la  droite  à  Finlini,  c'est-à-dire  un  point  de 
rebroussement  dont  la  tangente  est  la  droite  à  l'infini  pa- 
rallèle à  la  direction  asymptolique  ;  la  direction  asympto- 
tique  est  Taxe  des  j-.  Courbe  de  neuvième  classe. 

(II)  y3  —  j^—x=0. 

Un  point  double  à  Tiiifini,  dont  les  deux  tangentes  se  con- 
fondent avec  la  droite  à  l'infini,  c'est-à-dire  un  point  de 
rebroussement  dont  la  tangente  est  la  droite  à  l'infini  pa- 
rallèle à  la  direction  asyraptotique,  laquelle  est  l'axe  des  jc. 
Courbe  de  troisième  classe. 

(III)  jc^ — ■2.Tr  -h  y-  :=  o. 

Un  point  d'inflexion  à  l'infini,  la  tangente  d'inflexion  est 
la  droite  à  l'infini  parallèle  à  la  direction  asymptotique, 
laquelle  est  l'axe  des  j.  Point  double  à  l'origine.  Courbe 
de  quatrième  classe. 

(IV)  .rj'-—ji  —  xz=o. 

Un  point  d'inflexion  à  l'infini,  la  direction  asymptolique 
est  l'axe  des  j'.  Un  point  double  à  l'infini,  la  direction 
asymptotique  est  l'axe  des  x.  Courbe  de  quatrième 
classe. 

(V)  .r^y_^{j  —  a:y  =  o. 

La  droite  à  l'infini  est  une  tangente  double,  les  directions 
asymptoticjues  sont  l'axe  des  x  et  l'axe  des  j  .  Un  point 
triple  à  l'origine  dont  les  trois  tangentes  se  confondent, 
une  seule  branche  est  réelle.  Courbe  de  quatrième  classe. 

(VI)  •r'j'(j  —-^y— (.r -■!-;•)'=  "■ 

J.a  droite  à  linfini  est  une  tangente  triple,  les  directions 
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asyinptotiqucs  sont  Taxe  des  x,  Taxe  des  )',  el  la  bissec- 
trice des  axes.    L'origine  est  un  point  quintuple  dont  les 
cinq   tangentes    se   confondent,    une   seule   brandie  est 
réelle.  Courbe  de  sixième  classe. 

(VII)  x(x  4- j)'-t- 3  j(x  + j) -!- 2.7?=  o. 

Un  point  double  à  l'infini,  dont  les  asymptotes  sont  à  des 
dislances  finies  et  réelles,  la  direction  asyniptoiique  est  la 
deuxième  bissectrice  des  axes.  Un  point  simple  à  l'infini, 
la  direction  asymptolique  est  l'axe  des  j.  Courl)e  de 
quatrième  classe. 

(VIII)  .r(.r+j)=+4j(x+j)-(-4.r=:o. 

Un  point  de  rebroussemcnt  à  l'infini^  la  direction  asymp- 
totique  est  la  deuxième  bissectrice  des  axes.  Un  point 
siniple  à  l'infini,  la  direction  asymptotique  est  l'axedes  )  . 
Courbe  de  troisième  classe. 

(IX)  x[x -h  y]-^x{.T -\-Y)-hx=  o. 

Un  point  double  isolé  à  l'infini,  la  direction  asymptotique 
est  la  deuxième  bissectrice  des  axes.  Un  point  simple  à 
l'infini,  la  direction  asymptotique  est  l'axe  des  }  .  Courbe 
de  quatrième  classe. 

(X)  j'(^-i)Hx-3)  =  i. 

Un  point  triple  à  l'infini,  dont  fait  partie  un  point  de  rc- 
broussenient  isolé,  la  diiection  asymptotique  est  l'axe 
des  y.  Un  point  de  rebioussemcnt  réel  à  l'infini,  la 
diiection  asymptotique  est  l'axe  des  x.  Courbe  de 
dixième  classe. 

(XI)  y^—3j+a:  =  o. 

Un  point  double  à  l'infiin",  dont  une  des  tangentes  est  la 
droite  à  l'infini  parallèle  à  la  direction  asymptotique, 
latiuelle  est  l'axe  des  .r.  Courbe  de  quatrième  classe. 
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(XII)  x'—ix'y  'hj^  =  o. 

Point  simple  à  l'infîîji,  la  tangente  est  la  droite  à  l'infini 
parallèle  à  la  direction  asymptolique  5  cette  tangente  a 
avec  la  courbe,  en  ce  point,  un  contact  du  troisième 
ordre;  la  direction  asymptotique  est  l'axe  des  }.  Un 
point  triple  à  l'origine.  Courbe  de  sixième  classe. 

(XIII)  (^'  +  j  =  )^-|-2jc(.r'  +  j')  —  ^2=0. 

Les  deux  points  circulaires  à  l'infini  (points  imaginaires) 
sont  des  points  doubles  de  la  courbe.  L'origine  est  un 
point  de  rebroussemeut.  Courbe  de  cinquième  classe. 

(XIV)  ^=j'+3.r'j4-j2  — 4^^  =  0. 

Un  point  double  isolé  à  l'infini,  la  direction  asympto- 
tique est  l'axe  des  j'".  Un  point  double  à  l'infini,  la  direc- 
tion asymptotique  est  l'axe  des  x.  Un  point  double  à 
l'origine.  Courbe  de  sixième  classe. 

(XV)  A-'j^-f- 2j(j;=— j^) +  a7=  =  o. 

Un  point  simple  à  l'infini  dont  la  tangente  est  la  droite  à 
l'infini  parallèle  à  la  direction  asymptotique,  laquelle  est 
l'axe  des j  .  Un  point  de  rebroussemeut  isolé  à  l'infini, 
la  direction  asymptotique  est  l'axe  des  x.  Un  point  de 
lebioussemcnt  à  l'origine.  La  courbe  est  de  sixième 
classe. 

(XVI)  x''j--ir  lxy{x-\-  27)  +  (x  ~  2j)-)==  o. 

Deux  points  de  rebroussenient  à  1  infini,  les  directions 
asymj)lotiques  sont  l'axe  des  x  et  l'axe  des  y.  Un  point 
de  rebroussenient  à  l'origine.  Courbe  de  troisième  classe. 

(XVII)  xy^ — j-f-i  =  o. 

Un  point  triple  à  l'infini  dont  les  trois  tangentes  se  con- 
londont,  une  seule  branche  est  réelle  ;  la  direction  asymp- 
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lolique  csl  l'axe  dosa:.  Un  point  d'inllexion  à  l'infini  ayant 
pour  tangente  l'axe  des  > .  Courbe  de  quatrième  classe. 

(XVIII)  y^^3j*  —  'iy.r-—x'-hi  =  o. 

Un  point  triple  à  Tinfini  dont  deux  tangentes  coùicident 
avee  la  droite  à  l'infini  parallèle  à  la  direction  asympto- 
lique,  laquelle  est  Taxe  des  x-^  les  tangentes  au  point 
triple  ont  avec  la  couiLe  un  contact  du  second  ordre. 
Courbe  de  treizième  classe. 

(XIX)  j?'j^  —  ix^j'''+x^ — I  =  o. 

Un  point  septuple  à  l'infini  dont  les  sept  tangentes  coïn- 
cident avec  l'axe  des  }  ,  le  contact  est  du  quatrième  ordre; 
une  seule  branche  est  réelle.  Un  poijit  quadruple  à 
l'infini,  dont  les  quatre  tangentes  coïncident  avec  Taxe 
des  x:  le  contact  est  du  deuxième  ordre.  La  courbe  est 
de  la  quarante-septième  classe, 

(XX)  x'j'  -+-  xy  '  -M  =  o. 

Deux  points  triples  dont  les  trois  tangentes  se  confondent, 
les  direclions  asymptotiques  sont  l'axe  des  j  •,  suivant 
l'axe  des  )',  le  contact  est  du  troisième  ordre;  suivant 
l'axe  des  x^  le  contact  est  aussi  du  troisième  ordre;  une 
seule  branche  est  réelle.  Courbe  de  quatorzième  classe. 

XV.  —  L'importance  de  la  recherche  des  points  mul- 
tiples à  l'infini  est  incontestable.  Cette  étude  permet,  en 
eilet,  de  voir  plus  nettement  la  manière  dont  la  courbe  se 
dirige  vers  l'infini,  et  de  construire  avec  plus  de  sûreté 
les  branches  paraboliques,  pour  lesquelles  l'asymptote 
est  transportée  à  l'infini,  mais  paiallèlcmenl  à  une  di- 
rection déterminée;  elle  est  surtout  indispensable  [)Our 
reconnaître  la  cause  de  la  diminution  de  la  classe  pour  la 
courbe,  car  celte  diminution  lient  à  la  présence  des  points 
multiples,  situés  tant  à  1  infini  (ju'à  dislance  finie. 
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On  verra  aussi,  par  les  exemples  que  j'ai  cités,  la  ma- 
nière dont  les  branches  de  la  courbe  sont  disposées  par 
rapport  à  l'asymptote,  suivant  que  le  point  à  l'infini  cor- 
lespondant  est  ou  un  point  simple  ordinaire,  ou  un  point 
simple  d'inflexion,  ou  un  point  double,  ou  un  point  de 
rebroussement,  etc. 

Je  donnerai  bientôt  l'étude  des  points  à  l'infini  sur  les 
surfaces-,  cette  recherche  présente  un  grand  intérêt,  et 
rattache  à  des  idées  générales  les  notions  partielles  qu'on 
donne,  dans  les  cours,  sur  les  cônes  asymptotes  des  sur- 
faces du  second  ordre. 


NOTE  SIR  LES  SlUFACES  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.   BRASSINNE. 

Dans  les  ouvrages  de  Géométrie  analytique  les  plus  ré- 
cents, il  n'est  pas  fait  mention  du  procédé  de  calcul  que 
Lagrange  emploie  [Mécanique  analytique^  1788,  t.  Il, 
section  9)  pour  simplifier  l'équation  des  surfaces  du 
second  ordre. 

On  n'a  emprunté  à  cet  important  chapitre  que  la 
transformation  des  coordonnées  rectangulaires  dans  l'es- 
pace, au  moyen  de  trois  déplacements  successifs.  Repro- 
duisons, en  l'abrégeant,  une  méthode  élégante,  qui  doit 
prendre  place  dans  les  éléments  ; 

1"  L'équation  de  la  surface  du  second  ordre,  ayant  un 
centre  et  deux  axes  coordonnés  x^y  dans  la  dircclion  d'un 
système  conjugué  rectangulaire,  est 

(1)  A.r--f-  A'j--+-  A"3=-t-  2D'.r;H-  2  B'S  3  =  i. 

Cette   forme,    toujours    possible  avec   des  axes    rectan- 
gulaires,  étant    admise,  il  est  aisé   de    démontrer  qu'il 


(  ^49  ) 
existe  un  système  conjugué  et  rectangulaire  pour  lequel 
l'équation  de  la  surface  est 

(2)  P.r'2-1-P'j'2+   V"z'-z=zl. 

Ou   regarde  P,  P',  P"  comme  des    inconnues,  et  après 
avoir  transformé  l'équation  (2)  au  moyen  des  formules 

a:'=y.  .r  +  p   r  +  7   z, 
y  =  a'.r  +  fi'  r  H-  7'  z, 

z'  =  c,"x-h  rr-^i"^, 
on  ridenlifie  avec  léquation  (1)  et  on  trouve  facilement  : 

/   ?yr-hP'<x''-hV"ryr-=A, 
1  Pp^-+-P'P/=+P",8"-=  A', 
|P7^+P'7'=+P"7"^=A", 
^    ^  j  P  aS  +  P'  y/  B'  -+-  P''  a"  [i"  =  o , 

I  P  y.y  +  P'  a'7'  +  P"  y" y"  =  B', 
\  Pp7  +  P'^'7'+P"!Î"7"=B". 

Or  Lagrange  prend  d'abord  pour  inconnues  Poe,  P[3,  Py, 
et  il  détermine  Pa  en  multipliant  la  première  relation  du 
groupe  (3)  par  a,  la  quatrième  par  (3,  la  cinquième  par  y, 
et  ajoutant  les  trois  résultats  5  il  obtient,  en  vertu  des  con- 
ditions connues  et  en  opérant  d'une  manière  analogue 

pourP|3,  Py  : 

Pa==  A  a  +  B'7, 

Pp=A'p  +  B"7, 

P7  =  A"7  +  Ii'a-+-B"p. 

Eliminant   de  ces  dernières    relations    -■>  -■>    on   arri\e 

7     7 
presque  sans  calcul  à  ré([ualioii  du  troisième  degré 

(4)  (P  — A)(P-A')(P-A")  — B"(P-A')-B"^(P— A)  =  o, 
dont  les  racines  ou  valeurs  do  P  sont  les  expressions  de 
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1       I       i  1 .  .  1  , 

—  1   -T')   —■)    eu  (Jesji'iianl  des  axes  par  a,   o,   c  :  or,   si 

(r      b'       c-  L  '       7  1 

l'on  a  A>A'>  A",  la  substitution  pour  Pclc-f-oo  ,  A,A'', 

—  oo  démontre  que  les  trois  racines  sont  léelles. 

2°  Sans  autre  calcul  que  la  résolution  de  l'équation  de 
la  surface  du  second  ordre,  on  voit  que,  dans  un  nombre 
infini  de  cas,  elle  prend,  avec  des  axes  obliques,  la  forme 

(5)  Aa-2-+- Ay^+IMz2=  I. 

On  peut  même  supposer  que  x,  y  sont  rectangulaires  et 
que  z  fait  avec  ces  directions  des  angles  0,  0' .  Si  par 
l'origine  O  on  mène  au  plan  xj  une  perpendiculaire  Or', 
on  passera  du  système  oblique  au  rectangulaire  a;,  j^  z', 
«;n  éliminant  de  l'équation  (5),  x,  y,  z  au  moyen  des 
formules 

.r'=  .r -h  zcosô,      y' =:}■ -\- zcosO',      ~'=zcosO". 

Le  résultai  sera 

/  ,         .,    ,         /M  Afos=0         A'fos'G' 

Ax'^4- A'r'^+    7  H --{ ^ 

]  \  eus'  (J  cos-  0  cos=  b 

'G) 

ArosO     ,   ,  A'cosô' 


eus  6"  cosû" 

Cette  équation  a  la  forme  (i)  que  nous  avons  supposée 
d'abord.  Remplaçant  A",  B',  B"  par  leurs  nouvelles  va- 
leurs et  faisant  A= —-■>   A'  =  y—i    M  =  ~r,   l'équation 

a  -  b  -  c  ■  '■ 

du  troisième  degré  devient 

•P^—  ■ '  (4-  +  -A-sin-(3+  -tV  sin^e 

cosû    \c  -        a^  b  '' 

I  1  I 


77771-  +  -7-7-,  +  77T-r.     - 


cus'Û"  \a''b''-        a''c'-        b''-c"J        a  ' b' ■  c' ' coy  0" 

Les  relations  des  racines  et  des  coefiicients  expriment  les 
trois  tlicorcmes  fondamentaux  surlesdiamèlrcs  conjugués. 
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THEOREMES-, 

Par  m.   Paul  SERRET. 


1.  Un  système  de  six  plans  quelconques  donne  lieu  à 
dix  diagonales,  réunissant  le  point  de  concours  de  trois 
des  six  plans  au  point  de  concours  des  trois  autres;  et  à 
rlix  sphères,  décrites  sur  ces  diagonales  comme  diamèti'es  : 
ces  dix  sphères  ont  le  même  centre  radical  et  la  même 
sphère  orthogonale.  Nous  nommerons  celle-ci  la  sphère 
radicale  des  six  plans  du  système. 

2.  La  sphère  radicale  d'un  système  de  six  plans  est 
le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  équilatères 

à  une  ou  à  deux  nappes,  tangents  aux  six  plaus  du  sys- 
tème. Et  le  lieu  des  centres  d'une  surface  du  second  ordre, 
tangente  aux  mêmes  plans,  et  dont  la  somme  des  carrés 
des  axes  demeure  égale  à  une  constante  quelconque,  est 
une  sphère  concentrique  à  la  précédente. 

3.  Un  système  de  sejH  plans  donnant  naissance  à  sept 
systèmes  de  six  plans,  les  sept  sphères  radicales,  relatives 
à  chacun  de  ces  systèmes,  se  coupent  dans  un  même 
cercle  :  le  cercle  radical  du  système  des  sept  plans,  et  le 
lieu  géométrique  des  centres  des  hyperboloïdes  équila- 
tères tangents  aux  sept  plans  du  système. 

ï.  Le  lieu  des  centres  dos  surfaces  du  second  ordie 
tangentes  à  uu  système  àc  sept  plans  est  le  plan  du  cercle 
radical  du  système. 

5.  Huit  plans  donnant  naissance  à  huit  systèmes  de  sept 
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plans,  et  à  huit  ceicles  radicaux 5  ces  liuit  ccicles  se 
coupent  dans  les  deux  mêmes  points  :  ces  points  sont  les 
centres  des  deux  liyperboloïdes  équilalères  tangents  aux 
huit  plans;  et  la  droite  cjui  les  réunit,  ou  Vaxe  radical 
du  système  des  huit  plans,  est  le  lieu  général  des  centres 
des  surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux  huit  plans. 

6.  iVe?//"  plans  donnent  naissance  à  neuf  systèmes  de 
huit  plans  dont  les  neuf  axes  radicaux  concourent  en  un 
même  point,  centre  radical  àQS  neuf  plans  et  centre  de  la 
surface  du  second  ordre  tangente  à  ces  neuf  plans. 

7.  Les  neuf  plans  étant  o  =  Pj  ^  P2  =  ...=  Pg,  l'é- 
quation 

rendue  linéaire  en  x,  7',  z,  représente  le  système  des 
plans  diamétraux  de  la  surface  du  second  ordre  tangente 
aux  neuf  plans. 

8.  Si  quatre  des  dix  diagonales  d'un  système  de  six 
plans  ont  leurs  ])oints  milieux  dans  un  même  plan,  les 
points  milieux  des  dix  diagonales  seront  dans  un  raêrae 
plan. 

]8  avril  iSG',. 
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706.  Ondonne  sur  un  plan  deux  circonférences  (O),  (O'). 
Par  vm  point  fixe  A  de  la  première,  on  trace  une  conique 
(C)  tangente  en  ce  point  à  cette  circonférence  et  double- 
ment tangente  à  la  seconde  (O').  Celte  conique  (C)  ren- 
contre (O)  aux  points  D  et  E;  la  droite  DE  coupe  la  corde 
de  contact  de  (C)  et  de  (O')  en  un  point  M  :  lorsque  Ton 


(  ^-^is  ) 

considère  toutes  les  coniques  telles  que  (C),  le  lieu  de  ce 
point  est  une  circonférence.  (Mankheim.) 

707.  On  donne  sur  un  plan  deux  coniques  homofo- 
cales  (O),  (O').  Par  un  point  fixe  A  de  la  première,  on 
trace  une  conique  (C)  tangente  en  ce  point  à  (O)  et  dou- 
blement tangente  à  la  seconde  (O').  On  mène  les  tangentes 
communes  à  (O)  et  à  (C),  ces  droites  se  coupent  en  M  : 
lorsque  l'on  considère  toutes  les  coniques  telles  que  (C), 
le  lieu  de  ce  point  es.t  une  conique  liomofocale  aux  coni- 
ques données.  (Makkheim.) 


SOLITION  DE  QlESTIO\S 
PROPOSÉES  dm  LES  KGIVELLES  ANMLES. 


Question  06 1 

(voir  tome  XX,  page  36); 

Par  m.  Charles  BRISSE   (*), 
Élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Lorsqu  une  conique  est  circonscrite  à  un  triangle,  la 
somme  des  carres  de  ses  demi-axes  principaux  est  égale         .„  VW^S*^ 
à  seize Jois  le  carré  de  la  tangente  menée  de  son  centre  yj»  /    / 

au  cercle  des  neuf  points,  multiplié  par  le  produit  des  ' 

distances  de  ce  centre  aux  cotés  du  triangle  et  divisé  par 
le  produit  de  ses  distances  aux  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  côtés  du  triangle.  (Faure.) 

Soient  a  =  o,  /3  =  o,  y  =  o  les  trois  côtés  du  triangle 
donné  que  je  prends  pour  triangle  de  référence  5  une  co- 
nique circonscrite  à  ce  triangle  a  pour  équation 

Si  Ton  pose,  conformément  à  la  notation  du  Mémoire  de 

C)  Ci-Jevaiil  Abraham  Schnée. 


2J4 


la  page  289  du  lonie  II  (2'' série). 


V  = 


non  ni 

b     n      o  l 

c     m      l  o 

Q      a       b  c 


OÙ  rt,  ^,  C  sont  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  de 
référence, 

o       n      m 

n       o      l        =2  Inin, 
m      l      o 

les  dislances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du  triangle 
seront  données  par  les  formules  [voir  Mémoire  cité) 

a  =  -  -— , 
V  (la 

^         ^db 

où  s  est  la  surface  du  triangle  de  référence. 

La  somme  des  carrés  des    demi-axes   principaux  est 
donnée  {^voir  même  IMémoire)  par  la  formide 

2  A  E 


A,''  +  '^V  =  —  a'-b^c^ 


V' 


ou 


E=  —  2  (/cosA  -H  wcosB  -I-/2  cosC), 


A,  B,  C  étant  les  angles  du  triangle.  En  substituant,  cette 
expression  devient 

_,  ,       /cosA  +  /«cosB  +  //cosC 


(  255  ) 
Les  dislances  du  centre  aux  droites  qui  joignent  Us 
milieux  des  côtés  du  triangle  sont,  changées  de  signe, 

-  =  —["1 ^  1' 

a  a\  \     da 

b  b\  \    (ib 

c  cx\dc  I 

Si  Ton  désigne  par  tj  le  carré  de  la  tangente  menée  du 
centre  au  cercle  des  neuf  points,  on  a  (  i'o//' Mémoire  cité) 

?(«',  ^',  v') 

CT  =  2 > 

où  o  =  o  est  réquation  du  cercle  des  neuf  points  que  voici 
d'ailleurs    : 

a(rta  —  b^  —  C7)  ces  A  4-  fi  ( —  ay.  -\-  bp  —  cy)cosB 
-\-y{  —  ace  —  b^  +'^7)  *-'OS  C  =  y  =  0, 

et  où 

E,=  2(rtcosA  +  b  cosB  +  ccosC). 

On  sait  d'ailleurs  que 

8S= 


donc 


acosA  -h  b  cos  B  4-  c  ces  C  =  -7- , 

abc 


_  i6S^ 
abc 


et  par  suite 


4-  —  cosC  [c V 

de  \     (le 


(  '^^>G  ) 
Oi',  011  a 

V  =  —  «'/'  —  L^  m-  — f-/2^-}-  2  l>ann  -+-  2  ai  ni  -+-  1  abl/n, 

—  ^  1 1[ —  la  -\-  inb  -f-  rtc), 
da  ^ 

dtj  ,  , 

-— -  :=  1  rii[la  —  mh  -f-  ne  ), 

■=.  inila  -'r  mu  —  ne), 

de 

V  —  «  -^-  =  (la  —  nib  -\-  ne)  (la  -\-  mb  —  ne), 

da 

V  —  b  -—  =  [la  -j-  nib  —  ne  )  ( —  la  -\-  nib  -\-  ne), 

d'^ 

V  —  e  — —  =:  ( —  la  -f-  nib  -\-  ne)  [la  —  mb  -\-  ne), 

de 

ce  qui  réduit  la  valeur  Je  cj  à 

abc 
o  =  —  7 —  2  (  /  cos  A  -{-  m  cos  B  -+-  n  cos  C  1 

X  ( —  /rt  +  nib  +  ne)  [la  —  mb  -{-  ne)  [la  -f-  mb  —  ne), 

et  donne 

„                Sabe  , ,        .  ^  ^. 

ibc)  = (  /  cos  A  H-  //»  cosB  +  n  cosC  ) 

X  ( — '/^  +  mô  -4-  ne)  [la  —  mb  -\-  ne) [la  -\-  mb  —  ne). 

Il  s'agit  de  démontrer  que  l'on  a 

„             ,       /cosA  4- /wcosB-l- /zcosC 
o  linna-  6'  c^ 

z= (  /  cos  A  -{-m  cos  B  -f-  rt  cos  C  )  —  o  Imn     ,,  ^    > 

ce  aui  est  une  identité. 


(  "7  ) 


Question  562 

(voir  tome  XX,  page  56); 

Par  m.  Charles  BRISSE. 

Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  la 
somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  principaux  est  égale 
au  d0uble-tiu  carré  de  la  tangente  menée  de  son  centre 
au  cercle  qui  a  les  sommets  du  triangle  donné  pour 
points  conjugués.  (FArRE.) 

Soient  a  =:  o,  j3  =  o,  y  =  o  les  trois  côtés  du  triangle 
donné  que  je  prends  pour  triangle  de  référence;  une  co- 
nique inscrite  à  ce  triangle  a  pour  équation  {voir  Salmon, 
Conic  Sections,  3"  édit.,  p.  loi) 

Py.^  -h  m^f>^  -{-  n^y^  —  awn  Py  —  inl'^'j.  —  "xlinaJ^  z=  o. 

Si  l'on  pose,  conformément  à  la  notation  du  Mémoire  de  la 
page  289  du  tome  II  (  2*  série), 


i 
b 

m 
V  =  Pm^n- 


l 


où  a,  b^  c  sont  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle 
de  référence, 

I     — I      —  I 


A  =  Pm'^n'^ 


-  I  I       —  I 

- 1       —  I  I 

Ani\,.  de  ilalhéniat.,  î*-'  série,  t.  III.  (Juin  i86/(  ) 


—  ^Pni'Tp, 


(  "-58  ) 
les  distances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du  triangle 
seront  données  par  les  formules  [voir  Mémoire  cité) 


a' 

~  L~da 

P' 

S  drj 

~Adb 

7' 

_S  dv 
V  de 

où  S  est  la  surface  du  triangle  de  référence. 

La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux  est  don- 
née [voir  même  Mémoire)  par  la  formule 

2AE 
V- 
où 

E  ==.  P-\-  ni"^  +  «'+  2  w«  ces  A  4-  2rt/cnsB  -f-  2///2COSC, 

A,  B,  C  étant  les  angles  du  triangle  do  référence.  En  sub- 
stituant, cette  expression  devient 

,       P  -\-  nP  H-  rP-\-  2  ///«  cos  A  -f-  2  «/  cos  B  -)-  2  lin  cos  C 

8P/«ViVi=^»2t» 

Si  Ion  désigne  par  cr  le  carré  de  la  tangente  menée  du 
centre  au  cercle  conjugué  au  triangle  de  référence,  on  a 
[voir  Mémoire  cité) 

^-^" K^ ' 

où  ffl  =  o  est  l'équation  du  cercle  conjugué  que   voici 
d'ailleurs  : 

a'^sin  2  A  -\-  p=sin2B-+-7'sin2C  =  o  =  ^, 

et  où 

_   32  S^ 


(  ^^9 
Dune 


Oi\  ou  a 


d\ 

— —  =  4  Imnintc  H-  bn  ), 

aa 

dx         .         , 

—r-  =  4  Imn  [  le  -\-  an  \ 
db  ' 

dv 

—  =  4  ^^tn  [am  +  Ib), 

de        ^         ^  " 

ce  qui  réduit  la  valeur  de  xs  à 

(i^  b^  c^  P  fU' n^ 

D  =  r— ; [['"^  +  ^ib)-s\n-2A-{-  [le  -\-  nay-swiB 

+  (/«<?  +  7/7)2  sin  oC], 
Si  l'on  développe  la  parenthèse,  on  obtient 

/-(c'sinaBH-  Z'-sinsC)  +  7«'(r-sin  2  A  +  «'sin'îC) 
+  «'  (  ^2  sin  2  A  ■+-  a-  sin  2  B  ) 
H-8S(w«  cosA  +  ni cosB  -+-  liu  cosC), 

on  sait  d'ailleurs  que 

c'sin2B  H-  i-sin2C  =  c^sins  A  +  o-sinaC 

1=  A'sinsA  +  a'sinîB  =  4S, 

ce  qui  donne  délinitivenieut 

2cT  =  8  P  m- n- a- ù- c^ 
^  P  -+-  m-  -\-  n-  -{-  "2  mn  ces  A  +  2  «/cos  B  -f-  2  Im  cos  C 

et  prouve  le  théorème. 


ï7- 


Pacl't.r  of  -: 


(     26o    ) 

Question  692 

(Toir  p.  139)  ; 

Par  m.  Ch.   DE  SAIM-PRIX. 

Soit  une  série  de  paires  de  quautitès  a^^  ^,  ;  «j,  b^\ 
«3,  &3;  .  .  . ,  les  a  étant  plus  grandes  que  les  b^  dont  la 
loi  de  la  formation  est  la  suivante  : 

trouver  la  limite  du  rapport  j^  lorsque  x  devient  infini. 


On  a,  par  la  loi  de  formation, 

a^  _  g^_,  +  h^^, b^_, 

bx  «J--1  fz- 


(Stp.ebop.  .  ) 


=  r 


I  H- 


La  limite  de  celte  fraction  continue  est  la  racine  posi- 
tive de  l'équation 

j  =  iH —      ou      7^  —  y  —  I  =  o. 

J 

On  aura  donc 

,.     ctx  1  +  s/5 

Inn  —  =  r  =  ■ 

bx  2 

JSoie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Louis  Chancel,  élève 
de  Sainte-Barbe  (Lyon)  ;  de  Marsilly  ;  Ch.  Pierre,  élève  du  lycée  de  Caen; 
de  Virieu;  prince  Georges  Gagarinn,  élève  de  l'Ecole  Polytechnique  de 
Zurich. 


Question  667 

(voir  2*  série,  l.  II,  p.  372"; 

Par  m.   de  marsilly. 

Théorème  a  démoktrer. — LeJiveloppe  des  circonfé- 
rences ayant  leurs  centres  sur  une  circonférence  C  et 
tangentes  à  un  diamètre  AR  ^e  C  est  l'épicycloïde  en- 


{ '-^(^^  ) 

gendrée  par  une  circonjérence  de  rajon  moitié  moindre 
que  C,  voulant  sur  C. 

Question.  —  Si  l'on  remplace  le  diamètre  AB  par  une 
droite  quelconque,  V enveloppe  est-elle  encore  une  épi- 
cycloïde  ?  (Catalan  .  ) 

Soient  C  le  centre  du  cercle  fixe,  O  le  centre  du 
cercle  mobile  dans  une  position  quelconque,  01  =  OjM 
son  rayon,  jM  le  point  de  l'enveloppe.  MO  est  nor- 
male à  la  courbe  et  moitié  de  PO  5  le  premier  fait  est 
une  propriété  des  enveloppes,  le  second  une  propriété 


du  cercle.  Je  mène  au  point  M  une  perpendiculaire  INIT 
à  MO,  c'est-à-dire  une  tangente  à  l'enveloppe  et  au 
cercle  mobile  O5  elle  rencontrera  en  T  le  diamètre 
AB;  je  joins  OT,  et  à  cause  de  10  =  MO,  j'ai  deux 
triangles  égaux  lOT,  MOT  comme  rectangles  et  avant 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Donc  les  angles  lOT. 
MOT  sont  égaux,  et,  par  suite,  leurs  compléments  COP, 
MOQlc  sont.  Achevons  les  triangles  isocèles  COP,MOQ; 
ils  seront  semblables  comme  avant  leurs  angles  égaux;  et 


(    262    ) 

puisque  MO  =  01  =  -  OP,  on  aura  0Q=-  OC.  Donc 

si  du  point  Q  comme  centre,  avec  un  rayon  OQ,  on  décrit 
un  ccicle  qui  passera  par  le  point  M  et  sera  tangent  en  O 
au  cercle  C,  ce  cercle  Q  aura  constamment  son  rayon 
égal  à  la  moitié  de  celui  de  la  circonférence  C",  partant, 
puisque  les  angles  MQO,  OCP  sont  égaux,  l'arc  MO  inter- 
cepté entre  les  côtés  de  l'angle  MQO  sur  la  petite  circonfé- 
rence sera  égal  à  la  moitié  de  l'arc  OP  intercepté  entre 
les  côtés  de  l'angle  OCP  sur  la  grande  circonférence;  en 

un  mot,  l'arc  MO  =  OB  =  -  OBP.  Donc  un  point  quel- 
conque de  l'enveloppe  appartiendra  à  l'épicycloide  en- 
gendrée par  un  point  de  la  circonférence  de  rayon  moitié 
moindre  roulant  sur  C,  et  se  trouvant  en  contact  avec  la 
circonférence  C  aux  points  A  et  B.  c.   q.  f.   d. 

Lorsqu'on  examine  la  formation  d'une  épicycloïde,  il 
est  évident  que  tous  les  points  de  rebroussement,  lorsqu'il 
y  en  a,  et  il  doit  toujours  y  en  avoir,  sont  sur  le  cercle 
fixe  ;  que  les  distances  de  ces  points  de  rebroussement, 
mesurées  sur  ce  cercle  fixe,  soit  par  les  arcs  interceptés, 
soit  par  leurs  cordes,  sont  les  mêmes  pour  toutes;  et  que 
leurs  distances  maxima  entre  les  cojdes  dont  il  s'agit  et 
le  point  le  plus  éloigné  de  l'arc  d'épicycloïde  correspon- 
dant est  constant.  Il  est  également  évident  que  si  AB 
cesse  d'être  un  diamètre,  mais  coupe  le  cercle  C,  et  que 
du  centre  C  ou  abaisse  une  perpendiculaire  KL  sur  AB, 
l'enveloppe  sera  symétiique  par  rapport  à  KL;  qu'elle 
aura  des  points  de  rebroussement  en  A  et  B;  mais  que 
ses  écarts  maxima  de  AB,  situés  sur  la  perpendiculaire 
KL,  et  égaux  au  double  de  la  perpendiculaiie  abaissée 
des  points  K  et  L  de  la  circonférence  C  sur  AB,  seront 
inégaux;  elle  ne  peut  donc  pas  être  une  épicycloïde.  Et 
cela    est  plus  vrai   encore  quand  AB   cesse  de  couper  la 


(  363  ) 
ciiconféieiice  C,  puisc[u'il  n'y  a  plus  de  rebroussement. 
Donc  l'enveloppe  ne  peut  plus  être   une  épicycloïde 
quand  AB  cesse  d'être  un  diamètre.  c.  q.   f.  d. 

ISote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  ^IM.  Mirza-Nizam,  Mou- 
lins, Contet,  Laquière,  Courtin  et  Godart,  Léon  Dyrion. 


Même  question; 
Par   m.   Paul  MANSION  (de  Marchin). 

Je  tirerai  la  démonstration  du  tliéorème,  d'un  théorème 
plus  général  que  je  vais  énoncer  :  j'y  emploie  le  terme 
hj  pocycloïde,  pour  désigner  la  courbe  engendrée  par  un 
point  d'un  cercle  roulant  dans  un  cercle,  en  ayant  sa 
concavité  tom^née  du  même  côté  ;  épicycloïde,  quand  les 
concavités  sont  tournées  en  sens  contraire.  Cela  posé  : 

Si  deux  cercles  égaux,  l'un  intérieur,  l'autre  extérieur, 
roulent  sur  un  troisième  cercle  fixe,  les  courbes  décrites 
par  les  points  des  deux  cercles  mobiles  primitivement 
en  contact  peuvent  être  considérées  comme  les  enveloppes 
d'un  même  cercle  dont  le  centre  serait  sur  la  circonfé- 
rence Cxe  et  dont  le  rayon  variable  serait  constamment 
égal  à  la  droite  qui  joint  le  point  décrivant  de  l'hypo- 
cycloïde  au  point  de  contact  correspondant. 

Soit  A  le  point  de  départ  commun  de  l'épicydoïde  et 
de  l'hypocycloïde;  Mie  point  de  contact  commun  des 
deux  cercles  dans  une  de  leurs  positions  quand  les  points 
décrivants  de  l'épicydoïde  et  de  l'hypocycloïde  sont  m 
et  ///.  Le  cercle  dont  le  rayon  est  Mni!  et  qui  a  son  centre 
au  point  M  passera  par  tji.  En  effet,  ^Im'  =  Mni , 
comme  cordes  d'arcs  égaux  dans  des  cercles  égaux,  car 
aie  Mm  =  arc  MA  =  arc  M///.  D'ailleurs,  ce  cercle  est 
constamment  langent  à  répicycloïde  et  à  l'hypocycloïde, 
car,   d'après   la  propriété   fondamentale  de  ces  courbes, 


(  26-4  ) 
Mm,  M/7i'leur  sont  respectivement  normales.  Le  théo- 
rème général  est  donc  démontré. 

Pour  en  tirer  le  théorème  particulier  énoncé  par 
M.  Catalan,  il  suffit  de  remarquer  que  Mvypocjcloïde^ 
engendrée  par  un  cercle  roulant  dans  un  cercle  de  rayon 
double,  est  un  diamètre  du  grand  cercle.  Mais  cette  pro- 
priété est  trop  connue  pour  la  démontrer  ici. 


Question  670; 

Par    m.    CONTET, 

Elève  du   lycée   de   Besançon. 

Dans  r hyperbole  équilatère,  le  produit  de  la  distance 
d  \in  point  de  la  directrice  au  centre,  par  la  tangente 
de  l'angle  sous  lequel  on  voit  de  ce  point  riiyberbole, 
égale  l'axe  trans\'erse.  (Faure.) 

Soit  l'hyperbole  équilatère 

La  distance  d'un  point  quelconque  P  f  — ,  |S  1  de  la  di- 
rectrice x=  -^  an  centre  de  l'hyperbole  est 
\  2 


=v/?'-l 


Les  tangentes  à  l'hyperbole  devant  passeï- par  le  point  P, 
on  aura  l'équation  de  condition 

a     ,         / 

fi  =  ni  —ZL  zt  a  s/ ni-  —  i  • 

dans  laquelle  le  coefficient  angulaiie  t/i  est  l'inconnue. 
Celte  équation,  mise  sous  forme  entière. 

«^  -2  a  fi  ,  ^  ^ 

2  V  2 


(  265  ) 
est  du  second  degré-,  ses  deux  racines  donnent  les  direc- 
tions des  tangentes  menées  du  point  P  à  l'hyperbole. 

L'angle  t^,  sous  lequel  on  voit  du  point  P  l'hyperbole, 
est  donné  par  le  calcul  suivant 


tangf: 


on  a  donc 


-V(^-f) 


/  taniï»'  =  ia. 


c.   Q. 


Question  025 

(voir  2"  série,  t.  1",  p.  382) ; 

Par    m.    JACQUIN. 

Les  six  points  milieux  des  côtés  et  des  diagonales 
d'un  quadrilatère,  les  deux  points  oit  se  coupent  les 
côtés  opposés,  le  point  d^ intersection  des  deux  diagO' 
nales^  sont  sur  une  même  ligne  du  second  degré. 

Lorsque  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  appar- 
tiennent à  une  circonférence,  la  ligne  du  second  degré 


sur  laquelle  se  trouvent  les  neufs  points  désignés  est  une 
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hyperbole  équilatère  qui passepar  le  centre  de  la  circon- 
férence  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bis- 
sectrices des  angles  que  forment  les  deux  diagonales  du 
quadrilatère. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère;  P,  Q,  R,  S  les  milieux 
des  côtés  AB,  BC,  CD,  DA-,  O  le  point  d'intersection  des 
diagonales  AC,  BD,  que  je  prendrai  pour  axes  des  coor- 
données. 

Soient  de  plus  OA  =  a,  OB  =  £,  OC  =  c,  OD  =  Jj 
les  équations  des  côtés  PS,  PQ,  QB,  B.S  du  parallélo- 
gramme PQRS  seront  respectivement 

2  07  =  rt,       2  J-  =  Z»,       2J,'  =  C,       1J  =  cl-y 

et  par  suite  celle  d'une  conique  passant  par  les  quatre 
points  P,  Q,  R,  S, 

[ix  —  a)[ix  —  r  )-+-).(  2/  —  l>)  [iy  —  d)  :=:  o. 

Cette  courbe  passera  au  point  O  si  l'on  a 

ac 

ac  -i-lCid  :=:  o,       d  où      1  =  —  Y~i' 

0(1 

Remplaçant),  par  cette  valeur,  l'équation  de  la  conique 
qui  passe  par  les  cinq  points  O,  P,  Q,  R,  S  sera 


(  I  )  bdx  1  .V j  —  acy  1  y  — 


=  0, 


et  sous  cette  forme  on  reconnaît  qu'elle  passe  aussi  par 
les  deux  points  H,  K,  milieux  dos  diagonales  AC,  BD  du 
quadrilatère. 

On  vérifie  facilement  que  ré([uation  (i)  de  la  conique 
est  satisfaite  par  les  coordonnées 

ac{b  —  d)  bd[n  —  c) 

ah  —  cd  '  <d>  —  cd 
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du  point  d'intersection  E  des  côtés  opposés  BC,  AD  du 
quadrilatère. 

On  vérifierait  aussi  de  la  même  manière  que  les  coor- 
données du  point  d'intersection  F  des  deux  autres  côtés 
satisfont  à  cette  équation.  Ainsi  les  neuf  points  en  ques- 
tion soni  situés  sur  une  même  conique. 

Si  le  quadrilatère  ABCD  est  iuscriptible,  ac  =  hd  et 
l'équation  (i)  se  réduit  à 

I    \  î         ,       rt  +  c  /;  -h  <-/ 

(2)  x^  —  j- X  -\ j'  =r  o. 

Dans  ce  cas,  elle  représente  une  hyperbole  équilalère, 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  formés  par  les  axes. 

Le  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  a  pour  équation 

x^-\-  j'H-  ixjr  coi,<i  —  [a  -{-c).v  —  (/;  -\-  d)y  +  ac  =  o, 

Q  désignant  l'angle  des  axes.  Les  coordonnées  du  cenlre 
de  ce  cercle  seront  données  par  les  équations 


2 
b  +  d 


X  H-/COS  0  =1 

y  +  .r  ces  0  = 

Multipliant  la  première  par  x  et  la  deuxième  par  j  et 
reirancliant  membre  à  membre,  on  obtient  l'équation  (2). 
Donc  l'hyperbole  passe  par  le  cenlre  du  cercle. 

Noie.  —  La  question  G70  (p.  joa)  a  encore  été  résolue  par  MM.  Selle- 
ron,  de  Trenquelléon,  Grouard,  Josselin,  Muzeau,  Dupain,  Mirza-Nizam, 
Picquet,  de  Saint-Prix  et  Titollier,  I.éon  Dyrion,  du  Mesiiil,  Courtin  et 
Godart,  de  Vi^jneral. 
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COMPOSITION  DE  MATHEMATIQIJES 
POIR  L'ADMISSION   A   L'ÉCOLE   POLYTECHNIQUE   EN   1865; 

Solution  par  M.  Alfred-Isidore-François  SALLES  (*), 
Élève  du  lycée  de  Montpellier  (classe  de  M.  Berger) 


On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  C  et  C',- 
d\in  point  A  de  C,  on  mène  des  tangentes  à  Cf  j  on  joint 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes  •  cette  droite  coupe 
la  tangente  menée  en  K  à  la  circonférence  C  en  un 
point  M  :  on  demande  Vèquation  du  lieu  décrit  par  M, 
lorsque  A  parcourt  la  circonférence  C. 

Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lieu  selon  la 
grandeur  et  la  position  relatis^e  des  circonférences  C 
etc. 

Indiquer  les  cas  oit  il  se  décompose  :  faire  voir  que  le 
lieu  des  points  M  est  tangent  à  la  circonférence  C  en 
chacun  des  points  d'intersection  de  cette  courbe  et  de  la 
circonférence  C. 

Je  prends  pour  axe  des  /  l'axe  radical  des  deux  circon- 
férences données  ;  pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres;  les 
équations  des  deux  circonférences  seront  alors 

( 1 )  .r'  +  j ^  —  la  X  —  /? -  =  o, 

(2)  x^-\-j^  —  2a'.r  —  /.'=o. 

a  désigne  la  distance  CO  du  centre  de  la  première  cir- 
conférence à  l'origine,  distance  que  nous  pouvons  tou- 
jours regarder  comme  positive  ;  a'  désigne  la  dislance  CO 


C)  Reçu  le  35*',  aujourd'hui  le  9".  Cette  composition  a  eu  la  note  18. 
Nous  la  reproduisons  textuellement  sans  ménie  corriger  quelques  légères 
incorrections  ou  inadvertances. 
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qui  peut  prendre  loiiles  les  valeurs  positives  ou  négatives, 

Fio   I. 

y 


excepté  cependant  la   valeur  a.    Les  polaires  du  point 
(a,  j3)  par  rapport  aux  courbes  (i)  et  (2)  sont 

ct'yx  —  a  )-\-^j  —  a  X  —  /-  =  o, 
a(x  —  a')  +  P J  —  a' ce  —  A*'  :=  o; 

les  abscisses  d'intersection  de  ces  deux  droites  s'obtiennent 
facilement  en  retranchant  leurs  équations.  On  trouve  ainsi 


y  = 


P 


la  valeur  x  =^  —  a  (*)  donne  un  théorème  de  Géométrie 
inutile  à  énoncer.  Si  maintenant  le  point  (a,  (3)  décrit 
une  courbe  quelconquey(a,  j3)  =  o,  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  deux  polaires  d'un  point  (a,  (3)  de  cette 
courbe  aura  pour  équation 


/  -^-, 


x' 


X 


(*)  Il  valait  mieux  déduire  de  là,  comme  l'ont  fait  quelques  candidats, 
une  construction  du  lieu  plus  simple  que  celle  de  l'énoncé.  On  mène  à  la 
circonférence  C  une  tangente  AB  au  point  \  de  cette  courbe  :  cette  droite 
coupe  l'axe  radical  Oy  en  un  point  B;  on  prolonge  AB,  et  sur  ce  prolonge- 
ment on  prend  BN=:  AB.  Le  point  N  décrit  L;  lii  u. 
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Si  le  point  {y-,p]  i-lécril  une  droite,  le  point  (a.',  j)  décrit 
une  conique.  En  cfTct,  si  on  a 

Aa  +  Bp-|-C  =  o, 
on  aura 

—  Axj-  -\-Bx'-hCy  —  BP  =  0, 

hyperbole  passant  aux  points  B,  B'  et  dont  l'équation  ne 
dépend  que  de  A~  ;  ainsi  ce  lieu  est  le  même  pour  tous  les 
cercles  qui  ont  même  axe  radical,  c'est-à-dire  pour  tous 
les  cercles  qui  ont  quatre  points  communs  (*).  Cette  re- 
marque est  susceptible  de  généralisation  ;  quelle  que  soit 
la  fonctiony(a,  j3)  =  o,  le  lieu  du  point  (x,  j^)  restera  le 
même  pour  toutes  les  coniques  qui  ont  quatre  points 
communs.  Cela  résulte  de  l'équation 


mais  c'est  aussi  une  conséquence  de  ce  théorème  connu  : 
les  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  à  toutes  les  co- 
niques circonscrites  à  un  quadrilatère  se  coupent  en  un 
môme  point.  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  particu- 
lier où  le  point  (a,  |5)  décrit  le  cercle  (i)  :  on  a 

«-  +  [i^  —  laa.  —  X-  =  o  ; 
donc  le  lieu  du  point  M  demandé  a  pour  équation 

(3)  x'-\-^~ '--hQ.a.v— P  =  o. 

Multiplions  par  y^  après  nous  être  assuré  que  Taxe  des  .r 
ne  fait  point  partie  du  lieu  :  l'équation  du  lieu  du  point  M 
s'écrit 

(4)  y'= — 

^^  '  "  k^  —  2  a.T  —  x' 

Avant  de  discuter  cette  équation,  qui  ne  dépend  nulle- 

(")  Dont  deux  à  l'infini.  P. 


{ -^J'  ) 

ment  du  cercle  (i)  (*),  je  vais  montrer  que  celle 
courbe  (4)  est  tangente  au  cercle  (i)  aux  points  B  et  B'. 
Cherchons  V intersection  de  (i)  et  de  (4)  (**)  :  on  a 
pour  déterminer  les  abscisses  d'intersection  l'équation 

{iax-\-P—  X-)  (2rt^-h.r'— A')4-  (X- +  j:-)'=  o, 

équation  qui  se  réduit  à 

4(«'+  â')j:^=o; 

mais  on  a,  en  désignant  par  Rie  rayon  du  cercle  (i), 

f,'  =  R2  —  a-. 

Donc,  comme  R  n  est  pas  nul,  l'inlerseciion  de  (i)  el  de 
(4)  est  fournie  par  l'intersection  de  (i)  avec  les  droites 
a:  =  o  et  a:  =  o.  Donc  (i)  et  (4)  sont  tangentes  en  B  et  B', 
et  cela  quel  que  soit  R^,  positif,  nul  ou  négatif.  On  a 
toujours  encore 

dy  o.il.-''  -f-  j;=)         //,,-,,  o       ,  M 

2  r  —  = (  <tf'    -{-  C>  h   X  —  5  nx-  —  X'  , 

•^  c/x        (X-2— 2rt.r  4--^'j=  ^  ' 

dy        a  f,-^  -+-  3  k-  X  —  3  ax-  —  x^ 

(*)  Le  rayon  de  ce  cercle  n'ayant  aucune  influence  sur  le  lieu  cherché, 
en  le  supposant  infini  on  parvient  à  la  construction  indiquée  dans  la 
note  précédente  (p.  269).  En  supposant  ce  rayon  nul,  on  ramène  le  pro- 
blème au  suivant  :  Une  circonférence  (C)  et  un  point  Jixe  F  sont  donnés;  on 
mène  une  tangente  à  (C)  au  point  A.  de  cette  courbe,  on  prend  sur  cette  tan- 
gente une  longueur  AM  vue  du  point  F  sous  un  angle  droit:  lorsque  A.  par- 
court la  circonjêrcnce  (C),  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  point  M  ?  Le  lieu  de 
la  composition  est  eiicore  identique:  1°  au  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  une  conique  et  à  une  certaine  parabole  ayant  le  même 
axe  focal  et  un  foyer  commun;  2°  au  lieu  des  points  de  contact  sur  une 
circonférence  mobile  ayant  môme  axe  radical  qu'une  circonférence  fixe, 
dcj  tangentes  communes  à  ces  deux  circonférences;  3°  au  lieu  de  la  se- 
conde composition,  rapportée  dans  le  numéro  de  décembre  i863,  p.  55i. 

{Communiqué.) 
(**)  Le  numéro  qui  rappelle  une  équation  peut  aussi  désigner  la  courbe 
que  cette  équation  représente;  mais  dans  ce  cas  il  faudrait  dire  l'inter- 
section des  courbes  (1)  et  (/|).  En  répétant  le  mot  courbe  devant  le  nu- 
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Discussion  de  la  courbe   (4). 

Je  distinguerai  trois  cas  : 

Premier  cas  :  A^  ^  o.  —  Comme  on  a  A*  =  R^  —  a^, 
R  sera  plus  grand  que  a  ;  d'ailleurs 

^'  H-  2  «.r  —  /•■•'  =  (  X  +  rt  +  R )  (^  -h  rt  —  R  )  ; 

la  courbe  (4)  devient  donc 

r'= — ^^ ■) 

•^         (R  — a:  — a)(R+^4-a) 

courbe  qui  ne  coupe  pas  l'axe  Ox ,  qui  rencontre  l'axe  Oy 


aux  deux  points  B,  B',  et  comprise  entre  les  deux  droites 

asymptotes 

j:  =  R  —  a, 

x-= — (R-}-«). 

Cela  donne  déjà  une  idée  de  la  forme  de  la  courbe.  Pour 
achever  de  le  déterminer,  je  vais  étudier  la  dérivée  (5). 
Pour  tout  point  de  la  courbe,  A' — lax  —  j:*^o,  et 
comme  nous  pouvons  nous  borner  à  considérer  les  points 


inéro,  on  éviterait  des  incorrections  choquantes  comme  celle-ci  :  un  et 
quatre  sont  tangentes.  P. 


(  ^73  ) 
situés  au -dessus  de  Ou.',  il  s'ensuit  c[ue 

(P—  lax  — x')'>o. 

L'étude  de  la  dérivée  rev  ient  donc  à  Télude  de  la  fonc- 
tiou  aA^H-3A"X — iax^ — -x^.  Considérons  l'équation 
du  troisième  degré 

x'^  -\-?>  nx'^  —  3  X - .r  —  a/,^  ^o; 

remplaçons  A^  par  R- — a-,  elle  devient 

f{x)  =x^  -\-  "iax-  —  3  (R- —  a''-)x  —  «(R- —  n-)  =  o. 

Celle  équation  a  trois  racines  réelles,  ce  que  montre  le 
tableau  suivant  ; 


(ti) 


y(^) 

^-. 

-+-0C 

1             K  —  a 

-2R* 

\                 "^ 

—  a{K'~  a') 

1                     n 

1                ~~^ 

27 

-(R  +  «) 

-4-2R' 

1           — » 

—  oc 

L'on  voit  par  là  que  la  tangente  de  la  courbe  (4)  est  hori- 
zontale seulement  en  un  point  dont  l'abscisse  est  comprise 

enlreoet — -;  les  deux  autres  racines  ne  conviennent 
o 

pas  évidemment  à  la  courbe.   On  conclut  de  là  que   la 

courbe    (4)    a  rigoureuseine/it    (*)    la  forme   indiquée. 

L'équation   (5)   peut   montrer  ce  que    nous   avons    déjà 


(*)  Ce  mot  était  bien  inutile  ici.  P. 

Ann.  de  Maihémat.,  ■>'■  série,  t.  111.  (.liiin  iSG.'i.)  l8 


(  ^74  ) 
vu  :  (jue   (4)  est   tangente   à   (i)  aux   points    B  et   B'. 

Eu  etlel,  faisons  dans  (5)  x=:o^  il  vient  —-  z=z  -•   c'est 

^     '  dx         h 

précisément  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  B  au 
cercle  (i). 

Dans  ce  cas,  l'équation  (4)  ne  peut  jamais  s'abaisser. 
En  effet,  pour  que  cela  eût  lieu,  il  faudrait  que  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  de  j^  aient  des  racines  com- 
munes, ce  qui  est  impossible,  le  numérateur  n'ayant  que 
des  racines  imaginaires,  le  dénominateur  que  des  racines 
réelles.  Lorsque  a  =  o,  le  cercle  (i)  est  décrit  sur  BB' 
comme  diamètre;  la  courbe  admet  alors  le  point  O  pour 
centre,  la  dérivée  s'annule  para:=o,  l'équation  (4)  de- 
vient 


y'  = 


k'  —  x'       '    R2 


courbe  que  l'on  rencontre  dans  divers  problèmes  sur  le 
cercle. 

Deitxiènie  cas  :  Jx^  =  o.  —  Dans  le  cas  précédent_,  les 
cercles  (i)  el  (2)  se  coupaient  en  deux  points  réels  :  ici, 
ils  sont  tangents.  L'équation  (4)  devient 


y'  = 


[x  -f-  '3.a).x 


et  se  décompose  en  deux  a:  =  o  :  c'est  l'axe  des  j ,  qui  ap- 
partient au  lieu  (car  les  polaires  du  point  O  relatives  à 
tous  les  cercles  laugenls  à  Oj  en  O  coïncident),  et 


J-  — 


cissoïde,  courbe  connue  qu'il  me  semble  inutile  de  discu- 
ter ici,  et  dont  il  n'y  a  pas  lieu  de  rappeler  les  propriétés: 
la  construction  de  la  courbe  donnée  par  Newton,  la  con- 
struction  de  la  tangente  en  un  point  fondée  sur  le  centre 


(  27^  ) 
iiistanlaiié  de  rolation,   ou  bien   sur   la   propriété   doul 

FiG.  3. 

y 


jouit  la  cissoïde  d'être  la  podaire  d'une  parabole,  etc.,  etc. 
On  peut  remarquer  encore  que  dans  ce  cas  la  courbe  (4) 
est  tangente  aux  points  B,  B'  confondus  en  O  :  en  effet, 
Oy  fait  parti  du  lieu. 

Troisième  cas  :  k-  <^  o. —  Les  deux  cercles  se  coupent 

FiG.  4- 

y< 


en  deux  points  imaginaires.  Comme  on  a  toujouis 
A'  =  [l*-^rt^,  il  suit  que  R  <^  «,  Téqnation  (4)  s'écrit 
toujours 

■^    ~  (R-hx  +  rt)(R  —  X  — rt;~(R  -}-.r  -f-  «)(R  — .r  _  r/V 

i8. 


{  2;^  ) 

Les  deux  asyniploles  qui  limitent  la  courbe  sont 

3c  =  — {a — R); 

elles  sont  toutes  deux  à  gauche  de  Oy.  La  courbe  coupe 
Taxe  des  x  en  deux  points 

x  =  ài  v/«'  — R'. 

On  leconnaît  facilement  cjue 


Le  point  L  est  donc  un  point  isolé-,  le  point  L'  est  un  point 
de  la  courbe.  Il  nie  semble  que  ces  deux  points  i,  et  L' 
sont  les  points  limites  de  M.  Poncelcl.  D'ailleurs,  comme 
la  dérivée  (5)  ne  s'annule  pas  pour 


^=:  — va'  — R', 

il  s'ensuit  que  la  courbe  a  la  forme  indiquée.  Le  point 
L'  est  un  point  double  ;  en  effet,  dans  l'équation  qui  pré- 
cède (5),  on  voit  que  lorsque  x-^-|-/i^  =  o,  auquel  cas 
j  =  G,  cette  équation  devient 

'  dx 

Pour  trouver  les  tangentes  au  point  L',  il  faudrait  recou- 
.     ,    d^Y 


(*)  Inachevé.  Plusieurs  candidats  ont  pensé  que  la  courbe  touchait  l'axe 
des  X  au  point  L',  parce  qu'ils  obtenaient  un  carré  parfait  en  faisant 
y  =  o.  Mais  le  point  en  question  étant  multiple,  cette  circonstance  ne  pou- 
vait rien  apprendre  sur  la  direction  de  la  tangente. 
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REMARQIES 

Sur  les  compositions  de  Trigonométrie  et  de  Malliéniatiques  faites  en  1863 
pour  l'admission  à  l'École  Polytcciiniqne. 


CompositioJi  de  Trigonométiie. 

On  a  indiqué,  l'année  dernière  (  voir  le  numéro  de 
juin  i863,  p.  281),  les  fautes  qui  se  rencontrent  le  plus 
fréquemment  dans  la  composition  de  Trigonométrie.  Il 
serait  inutile  d'en  reproduire  le  tableau,  qui  est  à  peu 
près  le  même  tous  les  ans.  La  plupart  sont  des  fautes 
d'inattention  et  tiennent  au  manque  d'habitude.  Un 
élève  qui  a  résolu  une  dizaine  de  triangles  n'est  pas  ex- 
posé à  prendre  un  sinus  dans  la  colonne  des  tangentes, 
ou  à  commettre  d'autres  bévues  de  ce  genre.  Quant  aux 
formules  fausses,  outre  qu'il  est  bien  facile  de  les  éviter 
en  consultant  l'instruction  qui  accompagne  les  tables,  un 
peu  d'attention  suffit  souvent  pour  s'apercevoir  de  leur 
inexactitude.  Par  exemple,  il  est  visible  que  la  formule 

[a  —  b]  cos  —  C 

2 


ces-  (A  — B' 

2  ^ 


est  fausse,  puisqu'elle  donnerait  c  =  o,  pour  a  =  b. 
quel  que  soit  C.  On  est  également  inexcusable  lorsqu'on 
écrit  des  résultats  dont  l'absurdité  est  évidente.  Le  meil- 
leur calculateur  peut  se  tromper,  mais  il  n'inscrira 
jamais  des  valeurs  comme  les  suivantes  : 

A  ==35",        B  =  48%      C  =  34", 
ou 

r/  =  2245,       ^  =r  5?8,       r  =  4^- 

Il  verrait  l>ien,  dans  le  premier  (as.  que  la  somme  d<s 
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angles  est  moindre  que  i8o  degrés,  et  dans  le  second, 
([ue  le  côté  a  est  supérieur  à  la  somme  des  deux  autres^ 
mais  certains  candidats  calculent  pour  ainsi  dire  les  yeux 
fermés,  et  on  en  a  vu  trouver  pour  les  angles  des  va- 
leurs négatives,  sans  manifester  le  moindre  doute  au  su- 
jet d'un  si  étrange  résultar. 

M.  Hoiiel  nous  a  communiqué,  à  l'occasion  des  remar- 
ques de  i863,  plusieurs  observations,  que  nos  lecteurs 
seront  bien  aises  de  trouver  ici.  On  avait  dit  que  les  er- 
reurs de  transcription  provenaient  sans  doute  de  l'habi- 
tude d'épeler  le  logarithme  trouvé  dans  la  table,  au  lieu  de 
l'énoncer.  Tel  n'est  pas  l'avis  de  M.  Hoûel, 

))  Vous  dites  qiae  pour  éviter  les  erreurs  de  transcrip- 
tion des  logarithmes,  il  vaut  mieux  les  énoncer  que  les 
épeler.  Je  suis  arrivé  à  une  conclusion  toute  contraire, 
et  pour  diminuer  le  nombre  des  erreurs  je  ne  trouve  pas 
de  meilleur  remède  que  d'épeler  le  nombre  tout  entier, 
en  énonçant  chacjue  chiffre  mentalement,  à  intervalles 
égaux,  eji  mesure.  Pour  cela,  au  lieu  de  zéro,  qui  est  de 
deux  syllabes,  je  dis  simplement  O.  Cela  fait,  le  nombre 
reste  parfaitement  gravé  dans  l'oreille  pendant  le  temps 
nécessaire  pour  sa  transciiplion.  Cette  transcription 
faite,  on  recommence  de  nouveau,  et  avec  beaucoup  d'at- 
tention, la  lecture  du  nombre,  et  il  est  très-aisé  de  voir 
si  cette  seconde  lecture  s'accorde  avec  la  première.  » 

Le  moyen  semble  fort  bon,  puisqu'il  est  entendu  que 
ce  n'est  pas  d'une  simple  épellation  qu'il  s'agit,  mais 
d'une  épellation  en  mesure.  Mais  ce  n'est  pas  ainsi  que 
les  élèves  la  praticjucMil.  Ils  écrivent  chilfre  par  chillic, 
en  faisant  autant  de  voyages,  de  leur  copie  h  la  table, 
(ju'il  y  a  de  chillVes  à  écrire.  C'est  évidemment  une  mau- 
vaise méthode. 

Au  reste,  en  conseillant  dénoncer  le  logarithme  à 
iranscrire,   nous  ne  prétendons  pas  qu'on  doive  l'énoncer 
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eji  entier,  iuais  seuiemeiil  par  tranches,  Ainsi,  3243u2j 
se  prononcerait:   trois  cent  vingt-quatre 5  trente-deux; 
vingt-sept. 

«  Je  vous  signalerai  en  outre,  continue  M.  Hoùel, 
une  autre  recommandation  qu'il  serait  bon  de  faire  aux 
candidats  et  que  je  fais  constamment  h  tous  ceux  que  je 
vois.  Malheureusement,  étant  seul  à  parler,  je  parle  dans 
le  désert  :  c'est  de  se  servir,  pour  les  interpolations,  de 
la  règle  à  calcul,  cet  admirable  petit  instrument  que  Ton 
a  discrédité  en  voulant  le  faire  servir  à  trop  d'usages, 
mais  qui  n'en  est  pas  moins  précieux  quand  il  s'agit  de 
multiplications  ou  de  divisions  qui  ne  dépassent  pas  deux 
ou  trois  chiffres.  Il  existe  contre  cet  instrument,  dans  le 
corps  enseignant,  un  préjugé  regrettable. 

M  II  y  a  bien  encore  une  critique  que  j'aurais  à  faire 
sur  l'usage  du  nombre  cabalistique  de  y  décimales.  Un 
savant  distingué  m'écrivait  dernièrement  que  l'inutile 
emploi  d'un  si  grand  nombre  de  décimales  était  ce  qui 
avait  le  plus  nui  à  la  propagation  des  logarithmes.  Mais 
ceci  ne  dépend  pas  âei  professeurs  ni  des  élèves  (*). 

»  En  pratique,  il  est  beaucoup  plus  commode  de  s'ac- 
coutumer à  considérer  les  différences  tabulai r(!s,  tantôt 
comme  additives,  tantôt  comme  soustraclives.  Pour 
éviter  les  erreurs  qui  peuvent  naître  de  cette  cause,  il 
faut  toujours,  après  l'interpolation,  s'assurer  que  le  lo- 
garithme est  compris  entre  les  deux  (jui  correspondent 
aux  arguments  entre  lesquels  se  trouve  l'argument  donné. 
C'est  une  précaution  indispensable,  surtout  pour  les 
connnencants.    » 


(")  M.  Hoiiel  a  raison  :  quatre  ou  cinq  décimales  sudisent  ordinaire- 
ment. Mais  les  programmes  ayant  prescrit  l'usage  des  tables  à  sept  dé- 
cimales, il  faut  bien  que  les  élèves  se  servent  de  ces  tables.  S'il  y  a  temps 
perdu,  cela  regarde  les  sayanis  piaitqups  auxquels  nous  devons  les  pro- 
jjramnies. 
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Nous  n'ajouterons  rien  à  ces  sages  recommandations, 
mais  nous  rappellerons  aux  candidats  qu'ils  doivent 
mettx-e  sur  leur  copie  tous  les  calculs  accessoires,  dont  la 
connaissance  est  indispensable  au  correcteur  pour  recon- 
naître l'origine  et  l'importance  des  fautes  commises.  Il 
convient,  à  cet  effet,  de  diviser  la  page  en  deux  colonnes 
(non  compris  la  marge,  qui  doit  être  laissée  vide  pour 
les  corrections).  Dans  l'une  se  trouveront  les  calculs 
accessoires,  dans  l'autre  les  valeurs  définitives  des  loga- 
rithmes et  les  calculs  clfectués  sur  eux  pour  arriver  aux 
résultats. 

Composition  de  Mathématiques . 

La  composition  de  Mathématiques  a  donné  au  correc- 
teur l'occasion  d'observer  que  la  plupart  des  élèves  ne  se 
font  pas  une  idée  bien  nette  de  ce  qu'on  doit  entendre 
par  la  discussion  d'un  problème.  Presque  tous  s'imagi- 
nent qu'il  n'y  a  qu'à  examiner  isolément  les  cas  singu- 
liers et  pour  ainsi  dire  exceptionnels  qui  se  présentent. 
Un  cas  particulier  très-simple,  dont  la  solution  est  évi- 
dente, peut  servir  à  vérifier  une  formule,  mais  il  n'entre 
en  général  dans  la  discussion  d'un  problème  que  d'une 
manière  incidente  et  comme  marquant  inie  limite  à  cer- 
taines modifications  que  la  solution  éprouve  quand  on 
fait  varier  les  données  d'une  manière  continue. 

Voici  la  marche  qu'il  convenait  de  suivre.  La  défini- 
lion  du  lieu  étant  géométrique,  son  aspect  général  de- 
vait se  déduire  de  la  construction  même  indiquée  par 
l'énoncé.  La  symétiie  de  la  courbe,  par  rapport  à  la 
ligne  des  centres,  l'existence  de  branches  infinies,  les 
directions  asymptotiques,  tout  cela  résultait  sans  clfort 
d'un  premier  coup  d'oeil  jeté  sur  la  question. 

Les  auties  piopriétés  de  la  courbe  étant  plus  cachées, 
on  aurait  risqué  de  pcrdie  son  temps  à  les  diercher  ])ar 
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une  voie  puremenl  géométrique.  Il  fallail  donc  recourir 
au  calcul  et  tout  d'abord  choisir  des  axes  convenables. 
La  ligne  des  centres  se  présentait  naturellement  comme 
axe  des  x.  Quant  à  l'axe  des  r,  on  pouvait  prendre  la 
sécante  commune,  les  points  d'intersection  des  deux 
circonférences  devant  nécessairement  appartenir  au  lieu; 
mais  cela  n'était  pas  indispensable.  En  prenant  pour 
origine  le  centre  de  la  première  circonférence,  ce  qui 
simplifiait  l'équation  de  la  tangente  à  cette  ligne,  on 
arrivait  à  une  équation  susceptible  d'être  simplifiée  par 
un  déplacement  de  Torigine,  ce  qui  conduisait  à  prendre 
l'axe  radical  pour  axe  des  j.  Beaucoup  d'élèves  ne  l'ont 
pas  vu.  Ayant  trouvé  un  terme  de  la  forme  (x  —  a)^, 
au  lieu  de  changer  x  —  a  en  :r,  ce  qui  abrégeait  beau- 
coup, ils  ont  développé  et  obtenu  une  expression  com- 
pliquée. Il  était  pourtant  possible  de  tirer  un  bon  parti  de 
l'équation  obtenue,  en  conservant  [x — a)-.  Il  aurait 
suffi  pour  cela,  suivant  l'excellent  conseil  de  M.  P.  Serret 
[voir  p.  49)5  de  ne  pas  développer,  dès  le  commence- 
ment, les  diverses  fonctions  qui  entrent  dans  le  calcul, 
et  de  les  retenir  au  contraire  juscju'à  la  fin  sous  leur 
forme  la  plus  concise. 

Toute  transformation  algébrique  sans  but  nettement 
déterminé  constitue  une  opération  niécaiiiquc,  inintelli- 
gente, ne  pouvant  conduire  à  un  résultat  que  par  hasard. 
Or,  il  n'est  pas  prudent  de  compter  sur  le  hasard  dans 
une  composition.  L'Algèbre  est  comme  un  instrument 
qui  n'a  de  valeur  que  par  l'intelligence  qui  le  met  en 
œuvre.  Sous  ce  rapport,  le  correcteur  a  reconnu  chez  un 
grand  nombre  d'élèves  la  mauvaise  habitude  d'abandon- 
ner la  réflexion  pour  le  calcul.  On  a  groupé  des  termes, 
complété  des  cariés,  décomposé  des  produits,  etc. ,  tout  cela 
sans  but  apparent,  et,  disons-le  aussi,  sans  lésultat.  Que 
pouvait  espérer  l'élèvr  qui,  après  avoir  obtenu  une  éfjua- 


lion  fort  simple,  ce  qui  est  déjà  un  grand  bonheur,  a 
perdu  beaucoup  de  papier  et,  chose  bien  plus  précieuse, 
beaucoup  de  temps,  à  la  compliquer  sous  celte  forme 
étrange  : 

+  (jr'H-j2j  (Ri  _2RV^  -+-  2RVte  —  R'dx)  =  o? 

Sans  doute,  il  était  à  la  recherche  de  quelque  artifice 
de  calcul  et  il  espérait  le  trouver  sur  sa  route.  Mais  les  ar- 
tifices de  calcul  sont  comme  l'esprit,  il  ne  faut  pas 
courir  après.  D'ailleurs,  ces  décompositions  savantes, 
au  moyen  desquelles  on  résout  en  deux  traits  de  plume 
des  problèmes  fort  difficiles,  ont  été  imaginées  le  plus 
souvent  après  coup,  par  des  gens  dénués  d'initiative,  qui 
connaissaient  le  résultat  d'avance  et  s'arrangeaient  de 
manière  à  le  retrouver. 

L'équation  obtenue,  il  s'agissait  d'en  tirer  parti.  Il 
fallait  pour  cela  traiter  un  cas  assez  étendu,  par  exemple 
celui  des  cercles  extérieurs,  et  faire  ensuite  varier  les 
données  d'une  manière  continue.  On  obtenait  aisément, 
et  par  l'application  des  plus  simples  règles  de  la  Géomé- 
trie analytique,  une  courbe  composée  de  deux  branches, 
symétriques  par  rapport  à  Taxe  des  x^  rencontrant  cet 
axe  en  un  même  point,  qui  est  pour  chaque  branche  un 
point  d'inflexion.  Il  existe  deux  asymptotes  parallèles 
à  l'axe  des  j. 

Pour  obtenir  ensuite  la  courbe  dans  les  autres  cas,  on 
pouvait  faire  décroître  progressivement  la  ligne  des  cen- 
tres, et  Ton  trouvait  une  cissoïde  dans  le  cas  des  cercles 
tangents  extérieurement,  deux  branches  séparées  Tune  de 
l'autre  dans  le  cas  des  cercles  extérieurs,  de  nouveau  une 
cissoïde  dans  le  cas  des  cercles  tangents  intérieurement-, 
une  courbe  analogue  à  celle  trouvée  en  premier  lieu,  dans 
le  cas  des  cercles  extérieurs,  laquelle  passe  tout  entière 
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à  l'infini  quand  les  deux  cercles  deviennent  concentriques. 
L'équation  de  la  courbe  montrait  que  le  rayon  de  la  cir- 
conférence (C)  ne  pouvait  avoir  aucune  influence  sur  la 
forme  du  lieu.  Ainsi,  les  cas  de  R  >  R',  R  =  R',  R  <  R', 
examinés  par  quelques-uns,  ne  présentaient  aucun  in- 
térêt. 

D'ailleurs,  la  partie  de  l'énoncé  où  l'on  demandait  la 
forme  de  la  courbe  suivant  les  diverses  positions  rela- 
tives des  deux  cercles  traçait  clairement  la  marche  à 
suivre  dans  la  discussion. 

Telles  sont  les  observations  du  correcteur  en  ce  qui 
concerne  le  fond  de  la  question.  Pour  ce  qui  regarde  la 
forme,  il  a  trouvé  quelques  compositions  très-bien  rédi- 
gées, d'autres  passablement,  et  d'autres  tout  à  fait  mal. 
Quelques-unes  même  ressemblaient  à  des  notes  prises  <à 
la  volée,  comme  on  les  éciirait  en  assistant  à  un  cours. 
En  voici  des  échantillons  textuels  : 

«  On  voit  donc  que  ces  directrices  (celles  des  asymp- 
totes) sont  deux  fois  l'axe  dey,  et  les  deux  autres  sont 
imaginaires.  » 

u  Le  lieu  prend  la  forme  o  =  o.    » 
«   Telle  est  l'éq.  des  2  tg.    » 
((   Si  X  —  Xi  =  o,  j\  =^y  donc  tg.   » 
Il   Le  lieu  est  tangent  en  R  à  l'axe  des  .r.    ■» 
(i   Cherchons  l'intersection  de   (i)  avec  (6);  ou  avec 
une  comb.  de  (i)  et  de  (6).    » 

((    En  substituant  nous  aurons  pour  (  5).    » 
<•    Deux  points  A',  A"  d'abscisses  «',  d"  {*).    » 
.(   Une  pp  h  00".    )> 


(")  On  dit  quelquefois  une  t'////?5t'  d^ axes  a  et  h,  uu  cercle  de  rayon  R,elc., 
mais  à  tort;  dirait-on  un  cercle  de  myon  deux  mètres?  Le  respect  de  la 
langue  et  la  profondeur  peuvent  très-bien  se  concilier,  comme  l'ont 
montré  par  leur  exrmple  les  plus  (jrands  (jiMimèlres. 
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u   11  me  vient  pour  le  lieu.    » 
«  r  sera  imaginaire  pour  des  valeurs  >•  ou  <^.    » 
Les  élèves  peuvent  èlre  rangés  dans  trois  catégories  : 
i"  ceux  qui  calculent  sans  réfléchir;  'iP  ceux  qui  calcu- 
lent d'abord  et  réfléchissent  ensuite;  3"  ceux  qui  com- 
mencent par  réfléchir  et  ne  calculent  que  pour  développer 
leur  pensée.   Ces  derniers  sont  seuls  capables  de  bien 
rédiger,  car,  maîtres  de  leur  sujet,  ils  peuvent  en  exposer 
les  diverses  parties  dans  l'ordre  le  plus  convenable  et  avec 
la  précision  nécessaire.  Une  bonne  exposition  est  donc 
une  preuve  d'intelligence  et  de  goût,  qualités  précieuses 
dont  le  correcteur  comme  l'examinateur  ne  peuvent  man- 
quer de  tenir  compte  dans  leur  appréciation.  P. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Frenet,  professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Lyon . 

«  Permellez-moi  de  recourir  à  la  publicité  de  voire 
excellent  journal  pour  une  petite  question  de  priorité. 
Dans  le  beau  Traité  de  Calcul  dijjèreniiel  que  vient  de 
publier  M.  Bertrand,  on  trouve;,  n"  590,  des  formules 
relatives  aux  courbes  à  double  courbure,  et  qui  sont  l'ex- 
pression du  théorème  que  voici  : 

))  Le  rapport  des  Jlexions  d'une  courbe  en  un  point 
»  est  égal  au  rapport  des  accroissements  que  subissent, 
»  en  passant  de  ce  point  à  un  point  infiniinent  voisin, 
»  les  cosinus  des  angles  d'une  droite  quelconque  ai>ec  la 
»   tangente  et  l'axe  [*).  » 

(*)  L'rt.rc  est  ici  la  perpciniiculairo  ;hi  )^lan  oscillateur  (  r/jr^v,  p.  35). 
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»  Ces  formules,  attribuées  par  M.  Bertrand  à  M.  Ser- 
ret,  je  les  ai  revendiquées  pour  mon  compte  dans  un  tra- 
vail qui  fait  partie  du  tome  XII  des  Noin^elles  Annales 
de  Malliéinaliques.  Il  est  vrai  que  ce  volume  est  celui  de 
l'année  i853,  tandis  que  l'extrait  d'une  lettre,  où  M.  Ser- 
ret  les  a  démontrées  pour  la  premièie  fois,  figure  dans 
l'édition  du  grand  ouvrage  de  Monge  (p.  56i),  publiée 
par  M.   Liouville  en   i85o.   Mais  je  renouvelle  ici  une 
affirmation  déjà  consignée  dans  le   tome  XII  des  Nou- 
velles Annales,   et  que  le  témoignage  de  M.  Liouville 
appuierait  au  besoin  :  c'est  que,  dès  l'année  1847,  ^'^^~ 
lustre   rédacttnir  du  Journal  de   Mailuhnatiques   avait 
entre  les  mains  un  manuscrit  de  moi  contenant  ces  for- 
mules et  plusieurs  de  leurs  conséquences.  Aussitôt  que 
la  nouvelle  édition  de  l'œuvre  de  Monge  me  fut  connue, 
et  ce  ne  fut  qu'en    i852,  j'adressai  une   réclamation   à 
M.  Liouville,   qui  voulut  bien  raccueillii-  et  fit  insérer 
mou  travail  dans   le  journal  qu'il  dirige.  Toutefois,  je 
suis  bien  loin  de  nrétonuer  que  M.  Bertrand,  dont  j'ai 
d'ailleurs  personnellement  éprouvé  l'esprit  de  justice  et 
l'extrême  obligeance,  ait  pensé  que  ]M.   Serret  avait   le 
premier  donné   ces  formules,   car  il  a  ignoré  jusqu'ici 
l'existence  de  tout  document  imprimé  sur  ce  sujet-là  an- 
térieurement à  i85o.  Mais  la  vérité  est  qu'il  existe  un  tel 
docuraenl,  dont  l'impression  remonte  au  mois  de  juillet 
1847;  ^'^^^  le  programme  même  de  la  Thèse  dont  le /o«;'- 
nol  de  Mathématiques  de    i852   contient    le    résumé. 
Dans  l'exemplaire  de  ce  programme  que  j'ai  l'honneur 
de  vous  envoyer  avec  cette  lettre,  vous  trouverez,  Mon- 
sieur le  Rédacteur,  l'énoncé  littéral  du  tbéorème  que  je 
cite  en  commençant,  théorème  qui  n'est  que  la  traduc- 
tion géométrique  de  mes  formules,  et  dans  l'expression 
duquel  JNI.  Serret  s'est  naturellement  rencontré  avec  moi, 
en  écrivant  une  des  Notes  dont  il  a   enrichi  la  sixième 
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édition  du  Traité  élémentaire  de  Lacroix  (*).  Celte  pièce 
imprimée,  que  je  remets  en  vos  mains,  et  qui  porte  une 
date  irrécusable,  me  paraît  justifier  pleinement  ma  récla- 
mation de  priorité.  » 

Note  du  Rédacteur.  —  Thèse  sur  les  fonctions  qui  servent  à  déterminer 
l'attraction  des  sphéroïdes  quelconques;  par  F.  Frenet,  ancien  élève  de 
l'École  Normale,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  collège  royal 
de  Toulouse.  Toulouse,  typographie  de  A.  Chauvin  et  C'^  ;  1847  ;  in-4  de  36  p. 
A  la  page  35  commence  le  Programme  d'une  Thèse  sur  quelques  propriétés 
générales  des  courbes  à  double  courbure.  Le  théorème  revendiqué  s'y  trouve 
au  premier  alinéa  dans  les  termes  cités  plus  haut.  La  réclamation  de 
M.  Frenet  est  donc  parfaitement  fondée.  Il  est  fâcheux  que  M.  Frenet  ait 
été  moi'ns  explicite  dans  l'extrait  qu'il  a  donné  en  1802.  Pour  qu'un  théo- 
rème frappe  l'esprit  du  lecteur,  il  faut  qu'il  soit  énoncé,  et  il  ne  suffit 
pas  qu'on  puisse  le  conclure  du  rapprochement  de  quelques  formules. 


BULLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gauthier-ViUars,  quai  des  Augustins,  .55.) 


XIX. 

Î.E  Roux  (F.-P.),  professeur  de  Géométrie  élémentaire  et 
de  Géométrie  descriptive  à  l'Ecole  du  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers.  —  Cours  de  Géométrie  élémen- 
taire. Paris,   1862-64-  In-i2  de  5o2  pages. 

Cours  méthodique,  où  la  rigueur  ne  nuit  pas  à  la  simplicité. 
I/auteur  ne  définit  pas  la  ligne  droite,  en  quoi  nous  l'approu- 
vons. Les  figures  en  blanc  sur  fond  noir  contiennent,  quand 
cela  peut  se  faire,  l'objet  de  la  démonstration,  les  hypothèses 

(")  M.  Serret  s'exprime  ainsi  : 

<(   Si  (X.  et  ),  désignent  les  angles  formés  avec  une  droite  Jixe  D  par  la  lan- 

»  gente  et  par  l'axe  du  plan  osculatcur  en   un  point  d'une  courbe  à  double 

d.cos  ).         ....         1     I      I     ■  I 

>>  courbure,  le  rapport est  indépendant  de  la  droite,  et  sa  valeur  est 

d.cosa 

»  égale  au  rapport  de  la  première   courbure  à    la   seconde.    »    (Lacroix. 
t)''  édition,  t.  11,  p.  I49.) 
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et  (juelqiiefois  les  caUuls  qui  justifient  la  conclusion.  L'élève 
qui  veut  revoir  la  Géométrie  peut  donc,  à  l'inspection  des 
figures,  embrasser  l'ensemble  des  raisonnements. 

XX. 

Remoorteiie  (G.-E.  Vak),  capitaine  de  cavalerie  belge. 
—  Traité  de  Géométrie  plane,  suivi  (V un  recueil  de 
problèmes  généraux  et  d\ine  théorie  développée  des 
maximums  et  des  minimums.  Gand,  Annoot-Braeck- 
nian.  In-8  de  264  pages:  1864. 

«  Une  ligne  droite  est  une  ligne  telle,  que  si,  de  chacun  de  ses 
points,  l'œil  fixe  un  autre  quelconque  de  ceux-ci,  tous  les 
points  de  cette  ligne  places  en  avant  de  l'œil  se  confondront 
pour  lui  en  un  seul.  «  Cela  revient  à  peu  près  à  la  définition 
donnée  par  Platon,  au  rapport  de  Proclus,  que  la  ligne  droite 
est  celle  de  laquelle  les  parties  du  milieu  ombragent  les  extrê- 
mes; m.iis  Platon  a  peut-être  dit  cela  de  la  ligne  droite  dans  un 
de  ses  dialogues,  sans  y  attacher  l'idée  d'une  définition  pour 
des  commençants.  L'auteur  paraît  être  de  ceux  qui  se  désolent 
de  ne  pouvoir  démontrer  le  pnstulatum  d'Euclide.  Il  n'ose  l'ad- 
mettre comme  évident,  mais  il  donne  la  démonstration  de  Le- 
gendre  sur  l'égalité  de  la  somme  des  angles  d'un  triangle  à  deux 
droits,  sans  se  dissimuler  son  insuffisance.  La  Géométrie,  elle 
aussi,  a  ses  esprits  timorés  :  l'inquiétude  les  poursuit, 
...  et  post  equitem  sedet  atra  riira. 

XXI. 

Castelnau,  professeur  au  collège  Stanislas.  —  Note  sur 
quelques  opuscules  mathématiques  de  feu  P.-L.  Fri- 
zo/i.In-Sde  16  pages.  Paris,  1864. 

Pierre-Laurent  Frizon,  né  à  Paris  le  5  décembre  1776,  mort 
à  son  domaine  de  Belébat,  le  i4  février  1861,  chef  de  bureau 
au  Ministère  de  la  Marine,  a  laissé  sur  les  Mathématiques,  qu'il 
aimait  passionnément,  un  grand  nombre  de  manuscrits.  M.  Cas- 
telnau en  publie  deux  extraits,  qui  pourront  être  suivis  de  plu- 
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sieurs  aiUres,  si  le  public  s'y  intéresse  :  i°  Détermination  im- 
médiate de  la  somme  des  puissances  semblables  des  racines 
d'une  équation;  2"  Règle  pour  former  immédiatement  l'une 
quelconque  des  réduites  d'une  fraction  continue  en  fonction  des 
numérateurs  et  des  dénominateurs  de  ses  fractions  intégrantes. 
Le  premier  travail  est  une  fort  bonne  démonstration  de  la 
règle  de  Waring.  Il  est,  comme  le  second,  tiré  d'un  Mémoire  sur 
lequel  I\I.  Cauchy  a  fait,  en  1S2G,  un  Rapport  favorable.  On  ne 
peut  qu'encourager  M.  Castelnau  à  continuer  ces  extraits. 

XXII. 

Cremona.  —  Sur  les  hjperholoïiles  de.  rotation  qui  pas- 
sent, par  une  cubique  gauche  donnée.  Iii-4  de  4  pages. 
(Extrait  du  Journal  de  Crelle^  t.  LXIII.) 

INuGve  Ricerche...  Nouvelles  Recherches  de  Géomé- 
trie pure  sur  les  cubiques  gauches  et  spécialement  suj- 
la  parabole  gauche.  In-4  de  i4  pages.  (Extrait  des  J/e- 
nioires  de  l'yJcadémie  des  Sciences  de  l'Institut  de 
Bologne.  ) 

Ces  deux  Mémoires,  peu  susceptibles  d'extraits,  font  suite  au 
Mémoire  du  même  auteur  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales. 

XXII J. 

Van  der  Meksbrugghe,  répétiteur  à  l'Ecole  du  génie  civil 
à  Gaud.  —  Sur  quelques  propriétés  générales  des 
polygones  réguliers.  Iu-8  de  12  pages.  (Extrait  du 
Bulletin  de  V .Académie  royale  de  Belgique,  a*"  série, 
t.  XVII.) 

Sm  désignant  la  somme  des  /«'"""  puissances  des  projections 
des  côtés  d'un  polygone  régulier  sur  un  axe  quelconque;  « 
désignant  le  côté  de  ce  polygone,  et  //  le  nombre  des  côtés, 
on  a 

1.3.5. ..(/«  —  !) 

b„=:o     ou     S„,=^ -, — ; na"', 

2  . 4  •  b .  .  .  w 

suivant  que  m  est  pair  ou  impair. 


289 


NOTE  SIR  LES  HOMOGENES-, 

Pak   AELT. 


M.  Terquera,  d'excellente  mémoire,  a  souvent  préco- 
nisé dans  ce  journal  l'emploi  des  équations  homogènes  en 
Géométrie  analytique.  Mais  il  faut  convenir  que  pour 
rendre  facile  aux  étudiants  l'intelligence  et  la  pratique 
de  cette  théorie  d'aillenrs  si  utile,  il  était  indispensable 
d'en  expliquer  la  signification  géométrique.  C'est  ce  que 
M.  Painvin  vient  de  faire  en  montrant  (ci-dessus,  p.  i45) 

que  par  la  substitution  de  -  et  -  à  a:  et  r,  dans  une  équa- 
tion à  deux  variables,  on  obtient  l'équation  d'une  projection 
centrale  [d'une  perspective)  de  la  figure  que  représentait 
la  première  équation .  Je  crois  pouvoir  ajouter  ici  quelques 
éclaircissements  qui  à  la  vérité  n'étaient  pas  nécessaires 
pour  l'objet  que  M.  Painvin  avait  immédiatement  eu  vue. 

Premièrement ,  puisque  z  =  o  doit  être  l'équation 
d  une  droite,  cette  lettre  z  doit  représenter  une  fonction 
linéaire  des  deux  autres  variables.  De  plus,  pour  ne  pas 
blesser  le  princi^je  même  de  lliomogénêité^  les  termes 
de  cette  fonction  doivent  être  de  degré  nul. 

La  transformation  dont  il  s'agit  revient  donc  à  rem- 
placer 

x' 


par 


y      par 


<ix'  -f-  by'  -H  I 

y' 

nx'  -+■  by-'  -f-  I 


sauf  à  effacer  les  accents  et  à  écrire  pour  dénominateur  la 
lettre  z. 

Ann.  de  Maihcmai.,  2«  sprie,  t.  Itl.  (Juillel  1864O  *y 
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Et  dès  lors  on  voit  bien  ce  que  c'est  que  faire  2  =  1; 
c'est  annuler  les  coeflicienls  des  variables  dans  la  fonc- 
tion ax' -{- bj' -h  i -^  c'est  donc  rendre  infinis  les  seg- 
ments que  la  droite  ax'  -\-  hj' -\-  1  =  0  fait  sur  les  nou- 
veaux axes.  Et  puisqu'on  reproduit  alors  la  première 
équation,  c'est  que  l'équation  transformée  représente 
une  figure  où  une  droite  à  une  distance  finie  correspond 
à  une  droite  qui  dans  la  figure  primitive  est  tout  entière 
à  l'infini. 

Mais  pour  plus  de  précision,  je  vais  montrer  que  quel 
que  soit  l'angle  B  des  axes  des  x  et  j  avec  lesquels  a  été 
construite  la  figure  représentée  par  la  première  équation, 
et  quel  que  soit  aussi  l'angle  B'  des  nouveaux  axes  avec 
lesquels  aura  été  construite  la  figure  de  l'équation  en  x' 
et  y',  ces  figures  peuvent  être  placées  de  sorte  que  l'une 
d'elles  soit  la  projection  centrale  (ou  perspective)  de 
l'autre. 

Je  remarque  d'abord  qu'en  vertu  des  relations 


a.v'  -H  by'  +  i  "  nx'  -+-  by'  -\-  i 

ou  de  leurs  équivalentes 


'=  —  •■^ 


ax  -h  hjr  —  I  a:c  -\-  bj  —  i  ' 

les  axes  des  x  et  des  x'  doivent  se  correspondre,  comme 
aussi  ceux  des  axes  des  }  et  des  y'.  De  sorte  que,  si  O  et 
O'  sont  les  deux  origines,  le  centre  C  de  la  projection 
centrale  est  nécessairement  sur  la  droite  00'. 
En  second  lieu,  un  point  quelconque  de  la  droite 

nx  -\-  bj  —  1  =  0 

de  la  première  figure  passant  à  l'infini  sur  la  seconde  ,  si 
on  appelle  A  et  R  les  points  où  elle   rencontre  les  axes 
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des  X  et  des    r,  de  sorte  que  OA  =  -,  et   OB  =  -»    le 

plan  CAB  est  nécessairement  parallèle  au  plan  de  la  se- 
conde figure.  De  plus,  à  cause  de  la  correspondance  des 
axes  OX  et  0\  avec  les  axts  O'X' et  O' Y' respective- 
ment, l'angle  ACB  est  égal  à  l'angle  Q'  de  ces  deux  der- 
niers axes. 

Donc,  si  on  construit  sur  AB  un  segment  capable  de 


l'angle  S'  et  qu'on  fasse  tourner  ce  segment  autour  de  AB, 
le  point  C,  centre  delà  perspective,  est  quelque  part  sur 
celte  surface.  D'ailleurs,  un  plan  A'CB'  mené  par  le 
point  C  parallèlement  au  plan  des  xj  doit  couper  le  plan 
desX'Y'  selon  une  droite  A'B'  dont  les  points  se  pro- 
jetteront à  l'infini  sur  le  premier  des  deux,  c'est-à-dire 
selon  la  droite  dont  l'équation  est 

ax'  -+-  by  -}-  I  =  G. 

Menant  donc  le  plan  A'O'B'  parallèle  au  plan  ACB,  on 
doit  avoir 

0'A'=--,      B'0'=-|, 
a  0 

c'est-à-dire  que 

A'0'  =  AO     et     B'0'  =  BO. 

'9- 
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El  comme  les  triangles  ACB,  A'O'B',  sont  semblables, 

on  a  m.anifesleraent 

CA_  OA 
CB  ~  ÔB  ' 

Imaginons  donc  qu'après  avoir  décrit  sur  AB  le  seg- 
ment capable  de  l'angle  6',  on  construise  dans  le  même 
plan  (soit  dans  le  plan  desory)  la  circonférence  qui  est  le 

lieu  des  points  dont  les  distance  aux  extrémités  de  AB 

OA 
sont  dans  le  rapport  — -;  enfin,  soit  D  le  point  de  ren- 
contre de  ce  segment  et  de  cette  circonférence.  Si  on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  AB,   le  point  D  décrira  un 
cercle  qui  sera  le  lieu  des  points  C. 

La  détermination  du  plan  A'O'B'  relative  à  une  situa- 
lion  particulière  de  ce  point  C  est  facile,  puisque  le 
triangle  A'CB'  est  semblable  à  AOB  et  que  le  côté  AB' 
est  connu  comme  troisième  côlé  du  triangle  A'O'B'  dont 
on  connaît  l'angle  en  O'  avec  les  deux  côtés  qui  le  com- 
prennent. 

Nota.  —  On  propose  de  donner  la  signification  géomé- 
trique de  la  transformation  homogène  dans  le  cas  d'une 
équation  entre  les  trois  coordonnées  de  l'espace  x,)'  et  z. 


NOTE 

Sur  le  lien  des  poials  dont  la  somme  des  distances  à  deni  droites  G&es 
est  constante  ^ 

Par  m.   a.   PICART, 

,  Professeur  au  lycée  Charlemagiie. 


I.    Normale  à  la  surface. 

Désignons  par  a  la  somme  conslantc  des  distances  d'un 
point  de  la  surface  aux  deux  droites  fixes.  On  recontiaîl 
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aisément  que  la  somme  des  distances  à  ces  droites  d  un 
point  extérieur  à  la  surface  est  plus  grande  que  a.  Le 
point  de  contact  d'un  plan  tangent  est  dont  le  point  de  ce 
plan  dont  la  somme  des  distances  aux  deux  droites  est 
minimum 

Dès  lors  se  présente  la  question  suivante  : 

Quel  est  sur  un  plan  le  point  dont  la  somme  des  dis- 
tances à  deux  droites  fixes  est  minimum  ? 

Nous  supposerons  que  le  plan  ne  rencontre  pas  la  plus 
courte  distance  des  droites  entre  les  deux  pieds  de  cette- 
plus  courte  distance,  sans  quoi  le  point  chercLé  serait 
évidemment  le  point  d'intersection. 

Soient  X  et  Y  les  deux  droites  et  P  le  plan.  Que  l'on 
prenne  la  droite  Y'  symétrique  de  Y  par  rapport  à  P,  la 
somme  des  dislances  d'un  point  quelconque  du  plan  aux 
deux  droites  X,  Y'  est  la  même  que  la  somme  des  dis- 
tances de  ce  même  point  aux  deux  droites  X,  Y.  Or  le 
point  du  plan  dont  la  somme  des  distances  aux  deux 
droites  X,  Y'  est  minimum,  est  évidemment  le  point  où 
la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites  rencontre  le 
plan  (*).  De  là  on  déduit  facilement  que  les  perpendicu- 
laires abaissées  Je  ce  point  sur  les  deux  droites  fixes  X,  Y 
sont  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P,  et  sont  éga- 
lement inclinées  sur  ce  plan.  Donc  : 

Théorème  I. — La  normale  menée  à  la  surface  par  un 
point  de  cette  surface  est  la  bissectrice  de  l'angle  que 
forment  les  perpendiculaires  ahuissées  de  ce  point  sur 
les  deux  droites. 

On  peut,  du  reste,  reconnaître  à  posteriori  que  si  M 
est  un  point  de  la  surface,  le  point  M',  infiniment  voisin 


(*)  J'indique  ici  la  solution  générale  du  problème;  je  ne  m'arrête  pas 
aux  cas  particuliers. 
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de  M,  situé  dans  le  plan  des  deux  perpendiculaires  MA, 
MB,  sur  la  droite  qui  fait  avec  MA  et  MB,  de  part  et 
(J'autre,  des  angles  égaux,  appartient  aussi  à  la  surface; 
car,  1  désignant  l'angle  M 'MA,  on  a 


par  suite, 


M'A'  =  MA  —  MM' ces  À, 
M'B'  =  MB  +  MM'cosX, 

M'A'  +  M'B'=MA  -f-MB. 


De  même,  le  point  M"^  infiniment  voisin  de  M,  situé 
sur  la  perpendiculaire  au  plan  MAB,  appartient  aussi  à  la 
surface,  puisque  ses  distances  aux  deux  droites  fixes  sont 
égales,  respectivement,  aux  distances  du  point  M  à  ces 
deux  droites.  La  normale  en  M,  devant  être  perpendicu- 
laire aux  deux  droites  MM',  MM"^  est  donc  bien  la  bissec- 
trice de  Tangle  AMB. 

Si,  sur  la  normale  à  la  surface,  on  prend  un  point  M'", 
infiniment  voisin  de  M,  la  différence  des  distances  de  ce 
point  M"'  aux  deux  droites  fixes  est  égale  à  la  difïérence 
des  distances  du  point  M  à  ces  deux  droites.  D'ailleurs, 
la  différence  des  distances  du  point  M"  aux  deux  droites 
est  aussi  égale  à  la  différence  des  distances  du  point  M  5 
donc  : 

Théorème  II.  —  La  normale,  en  un  point  M,  au  lieu 
des  points  dont  la  différence  des  distances  MA,  MB  à 
deux  droites  fixes  est  constante,  est  la  bissectrice  de 
Vatigle  formé  par  l'une  de  ces  perpendiculaires  et  le 
prolongement  de  Vautre. 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  points  dont  la  somme  des 
distances  à  deux  droites  fixes  est  constante,  et  le  lieu 
des  points  dont  la  différence  des  distances  à  ces  deux 
mêmes  droites  est  aussi  constante,  se  coupent  ortliogo- 
nalenient. 
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II.  Lignes  de  courbure  de  la  surface. 

Nous  ne  considérerons  dans  cette  première  Note  que  le 
cas  où  les  deux  droites  sont  rectangulaires  et  situées  dans 
le  même  plan,  nous  réservant  de  traiter  dans  une  autre 
le  cas  général. 

La  normale  en  M  est  bissectrice  de  l'angle  des  deux 

perpendiculaires  MA,  MB,  abaissées  sur  les  deux  droites 

fixes  OX,  OY5  elle  rencontre  AB  en  un  point  I  tel  que 

AI        A!\I 

— -  =  -—•  Prenons  le  point  M'  de  la  surface,  infiniment 

BI       BM  ^ 

voisin  de  M  dans  le  plan  normal  AMB  ;  il  se  projette  sur 

les  deux  droites  en  A'  et  B'  5  et  si  Ton  désigne  par  X  l'angle 

que  forme  MM'  avec  MA,  par  cp  et^^  les  angles  que  forme 

le  plan  MAB  avec  les  plans  perpendiculaires  aux  droites 

OX,  OY,  menés  par  le  point  M,  on  a 

AA'  =  MM'sin).siny, 
BB'  =  IMM'sin>sin^. 

Soit  H  le  point  où  la  droite  A'B'  rencontre  AB5  si  du 
pdint  H  comme  centre  on  décrit,  entre  AB  et  A'B',  deux 
arcs  de  cercle  AP  et  BQ,  on  aura 

AP  =  AA'sinA=::-MM'  sinXsincpsinA, 
BQ=  BB'sinB  =  MM'sinîisiniLsinB; 

par  suite, 

HA       sin<psinA 
HB        sin-^sinlî 

Soit  K  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  XOY  :  on  a 

sin  o  _  BK      AR  _  MA  ces  A 
sini}/  ~iiiB  '  MÂ~  MB'cosB' 
d  où 

HA MA   sin  A  ces  A 

HB  ~  MB  '  suTb^cÔsB  ' 
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ou,  les  angles  A  et  B  étant  complémentaires, 

HA  _  MA 
HB  ~"  MB' 

Le  point  d'intersection  des  deux  droites  infiniment 
voisines  AB,  A'B',  est  donc  le  point  I.  Dès  lors  la  normale 
en  M'  qui  coupe  A'B'  en  un  point  infiniment  voisin  de  I 
forme  avec  le  plan  normal  IMM'  un  angle  infiniment 
petit  du  second  ordre  5  MM'  est  donc  l'élément  d'une  ligne 
de  courbure  de  la  surface.  Par  conséquent,  en  chaque 
point  de  la  surface,  l'une  des  lignes  de  courbure  est  diri- 
gée dans  le  plan  normal  que  déterminent  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  droites  fixes. 

De  là  et  du  théorème  II  on  déduit  : 

Théorème  III.  —  Les  lignes  de  courbure  ci  un  système 
(lu  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  à  deux 
droites  rectangulaires  et  situées  dans  un  même  plan  est 
constante,  sont  les  intersections  de  cette  surjace  avec 
toutes  les  surfaces  lieux  des  points  dont  la  di^érence  des 
distances  aux  deux  mêmes  droites  est  une  quantité 
constante  quelconque. 

Si  l'on  désigne  par  r  ei  t  les  distances  d'un  point  aux 
deux  droites  OX,  OY,  les  deux  familles  de  surfaces  défi- 
nies par  les  équations 

r  -h  t  =  a, 

r  —  t=:  b, 

appartiennent  donc  à  un  système  triple  orthogonal. 

Quelle  est  la  troisième  famille  de  ce  système? 

On  sait  que  dans  le  paraboloide  à  plans  directeurs 
perpendiculaires  il  existe  une  génératrice  de  chaque  sys- 
tème qui  coupe  orthogonalement  toutes  les  génératrices 
de  l'autre  système.  Nous  appellerons  ces  deux  génératrices 
les  génératrices  principales  de  la  surface. 
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Ces  généralrices  principales,  perpendiculaires  entre 
elles,  définissent  une  famille  de  paraboloïdes  à  plans 
directeurs  rectangulaires. 

Considérons  F  un  des  paraboloïdes  avant  pour  généra- 
trices principales  les  deux  droites  fixes  OX,  OY;  et  soit 
M  un  point  commun  à  ce  paraboloïde  et  à  la  surface 
[r  -{-  t  =  a)-^\e  plan  des  génératrices  MA,  MB  est  le  plan 
tangent  à  ce  paraboloïde  :  MM'  est  donc  un  élément  de  la 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

De  là  résulte  le  ibéorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Les  lignes  de  courbure  du  second 
système  de  la  surface  r-\-t  =i  a  sont  les  intersections  de 
cette  surface  avec  la  famille  de  paraboloïdes  ayant  pour 
génératrices  principales  les  deux  droites  fixes. 

Ces  paraboloïdes  constituent,  avec  les  familles  d(;  sur- 
faces définies  par  les  équations 

r  -\-  t^  a^      r  —  t^=zb, 

un  système  triple  orthogonal. 

Ce  système  a  été  obtenu  par  M.  A.  Seriet  [Journal  de 
JJouville,  t.  XII).  Mais  il  n'était  peut-être  pas  sans 
intérêt  d'y  parvenir  par  une  voie  purement  synthétique. 


EXEMPLES  DE  TRWSFORMATIOKS  DE  PROPOSITIONS 
GÉOMETRIQIES; 

Par  m.  J.-C.-G.  ZENTHEiN  (de  Copenhague). 


Dans  la  Géométrie  analytique,  on  détermine  les  courbes 
planes  au  moyen  d'équations  entre  deux  quantités  va- 
riables, X  et  r,  et  les  propriétés  analytiques  des  équations 
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révèleul  les  propriétés  géométriques  des  courbes.  En  re- 
préseiilaut  par  x  el  j  diflerentes  grandeurs,  variables  avec 
le  point  déterminé  par  ces  coordonnées  (par  exemple,  ses 
distances  à  certaines  droites  ou  à  des  points  donnés,  les 
rapports  entre  ces  distances,  etc.),  on  pourra,  au  moyen 
d'une  même  équation,  représenter  différentes  courbes,  et 
les  propriétés  de  celte  équation  commune  exprimeront 
des  propriétés  analogues  de  ces  différentes  courbes. 

On  a  par  là  un  moyen  de  transformer  les  propositions 
connues  relatives  à  certaines  courbes  en  d'autres  qui  se 
rapportent  à  des  courbes  moins  examinées.  L'emploi  de 
ce  moyen  pour  la  transformation  honiographique  et 
pour  la  transformation  par  des  polaires  réciproques  est 
connu;  mais  comme  en  dehors  de  ces  applications  on  ne 
s'en  est  pas  beaucoup  servi  ('*'),  je  n'hésite  pas  à  en  ajou- 
ter une  nouvelle. 

Si  X  el  y  représentent  les  carrés  des  distances  à  deux 
points  fixes  F  et  Fi  du  point  qu'on  veut  déterminer  par 
ces  coordonnées,  on  peut  leur  donner  les  expressions 

où  'i  et  y?  sont  les  coordonnées  du  point  [x^  j)  prises 
dans  un  système  orthogonal  ayant  pour  axe  des  abscisses 
la  droite  FFi  et  pour  origine  le  milieu  du  segment  FFi 
Au  moyen  de  ce  système  auxiliaire,  ou  voit,  tout  aussi 
bien  que  par  une  discussion  géométrique,  d'abord  qu'un 
couple  de  coordonnées  détermine  (outre  deux  points  fixes 
imaginaires  à  l'infini)  deux  points  qui  peuvent  coïncider 
ou  devenir  imaginaires,  ensuite  qu  une  équation  de  la 
forme 

(\)  ax  -\-  by  =  r, 


C)  On  trouve  la  pliiparl  des  autres  applications  connues  dans  le  n<'  208 
de  Sai.mo.v,  II ighcr  plane  citn-cs;\)\\h\\n ,  i852. 
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qui  pour  un  système  ordinaire  de  cottrdonnées  représente 
une  droite,  représente  maintenant  un  cercle,  dont  le 
centre,  toujours  réel  quand  les  constantes  de  l'équation 
sont  réelles,  est  situé  sur  la  droite  indéfinie  FFi-  Pour 
a  =  o,  b  =  o  on  c  =  o,  on  sait  que  la  droite  représentée 
par  l'équation  (i)  dans  le  cas  des  coordonnées  ordinaires 
est  parallèle  à  Tun  ou  à  l'autre  des  axes  ou  passe  par 
l'origine  5  en  employant  nos  nouvelles  coordonnées,  on 
trouve  que  le  cercle  représenté  par  l'équation  (i)  a  l'un 
ou  l'autre  des  points  F  et  Fi  pour  centre  quand  «  =:  o  ou 
Z>  =  o,  et  qu  il  divise  harmoniquement  le  segment  FFj 
quand  c  =  o.  Les  équations  J  =  o  et  x  =  o  représen- 
tent respectivement,  suivant  le  système  qu'on  adopte,  les 
axes  de  coordonnées  ou  les  cercles  qui  se  réduisent  aux 
points  F  et  Fi.  Si  dans  deux  équations  de  la  forme  (i) 

y  a  la  même  valeur,  les  deux  droites  qu  elles  représen- 
tent, dans  le  premier  système,  seront  parallèles,  et  les 
cercles  qu'elles  représentent  dans  l'autre  auront  le  même 
centie  (seront  aussi  parallèles).  Si  les  coordonnées  sont 
prises  dans  un  système  orthogonal, 

,     .  ^        aa:,  -^  by,  —  c 

\ja'-\-b- 

exprime  la  dislance  du  point  (a^i,  j'j)  à  |la  droite  (i)  5  si 
elles  sont  prises  dans  un  système  de  coordonnées  obli- 
ques, la  même  distance  aura  pour  expression  /?i.§,  ni  va- 
riant seulement  avec  7  ,  et  si  elles  sont  prises  dans  le 
b 

système  représenté  par  les  équations  (a), 


-—  a  =  no, 


nù  //  aussi  dépend  seulement  de  j,  sera  l'expression  de 
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la  puissance  {*)  de  chacun  des  points  (xj,  j-,)  relaiive- 
ment  au  ceicle  représenté  par  l'équation  (i). 

Au  moyen  de  ces  considérations,  on  peut  trouver  pour 
un  système  de  cercles  des  propositions  analogues  à  celles 
qui  concernent  un  système  de  droites;  mais  nous  avons 
pour  but  de  transformer  d'autres  propositions. 

Si  X  et  j  sont  des  coordonnées  orthogonales  ou  obli- 
ques, l'éqnation 

(3)  x.y=:d 

représente  une  hyperbole  équilatère  ou  ordinaire  qui  a 
les  axes  coordonnés  pour  asymptotes.  Une  droite  quel- 
conque parallèle  à  la  droite 

(  4  )  «.r  H-  AjK  =  G 

rencontre  l'hyperbole  en  deux  points  (réels  ou  imagi- 
naires) qui  sont,  au  signe  près,  à  la  même  distance  de 
la  droite 

(5)  ax —  by  =  o. 

Les  droites  (4)  et  (5),  si  l'hyperbole  est  équilatère, 
forment  en  sens  opposé  les  mêmes  angles  avec  les  asymp- 
totes, et  en  tout  cas  elles  divisent  harmoniquement  les 
angles  formés  parles  asymptotes.  Uneûioite  parallèle  à  la 
droite  (4)  menée  par  le  point  où  la  droite  (5)  rencontre 
la  courbe  sera  une  tangente. 

Si  j:  et  ^  sont  des  coordonnées  du  nouveau  système, 
l'équation  (3)  représente  une  cassinieime  ou  une  ellipse 


(")  On  appelle  puissance  d'un  point  relativement  à  un  cercle,  la  valeur 
constante  du  produit  des  deux  segments  que  détermine  ce  cercle  sur  une 
droite  passant  constamment  par  le  point,  ces  segments  étant  comptés  de- 
puis le  point  lixe  jusqu'à  ceux  où  la  droite  rencontre  le  cercle.  La  puis- 
sance ainsi  définie  sera  j>osilive  ou  négative,  suivant  que  le  point  sera 
extérieur  ou  intérieur  au  cercle. 
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de  Cassini,  c'est-n-clire  le  lieu   des  points  dont  les  dis- 
tances à  deux  points  fixes  donnent  un  produit  constant. 
Les  équations  (4)  et  (5)  représentent  maintenant  deux 
cercles  (dont  l'un  est  imaginaire)  qui  divisent  harmoni- 
quement  le  segment  FFi  et  dont  les  deux  centres  A  et  B, 
tous  deux  réels,  divisent  aussi  harmoniquement  le  même 
segment.  Un  cercle  quelconque  qui  a  son  centre  au  point  A 
[centre  du  cercle  (4)]  rencontrera  la  courbe  en  quatre 
points   formant  deux  couples  de  points  qui  respective- 
ment ont  les  mêmes  coordonnées  et  sont  situés  symé- 
triquement par  rapport  à  la  droite  FFi.  L'un  des  couples 
ou  tous  les  deux  peuvent  être  imaginaires.  On  voit  que 
la  puissance  d'un  point  de  1  un  de  ces  couples  relative- 
ment au  cercle  (5)  est  au  signe  près  la  même  que  celle 
d'un  point   de  l'autre.    Si  l'un   des  couples    est   sur  le 
cercle  (5),  l'autre  y  sera  également,  et  par  conséquent  le 
cercle  qui  a  son  centre  en  A  et  passe  par  un  des  points 
de  reiicontre  de  la  courbe  avec   le   cercle   (5),   passant 
aussi  par  l'autre  point  du  même  couple,  est,  eu  ces  deux 
points,  tangent  à  la  courbe.  Par  conséquent  : 

Deux  points  A  et  B  divisant  harmoniquement  le  seg- 
ment FF  ^  forme  par  les  deux  foyers  d\ine  cassinienne. 
si  l'on  décrit  un  cercle  (B)  qui  a  son  centre  au  point  B 
et  qui  divise  aussi  haiinoniqueme?tt  le  serment  FFj,  tout 
cercle  qui  aura  sojj  centre  au  point  A  rencontrera  en 
général  la  courbe  en  quatre  points  dont  les  puissances 
relativement  au  cercle  (B)  ne  diffèrent  que  par  le  signe. 

Et  lorsqu'on  fera  passer  ce  cercle  par  un  des  deux 
couples  de  points  P  et  P',  symétriquement  situés  par  rnp  - 
port  à  la  droite  FFj  auxquels  le  cercle  (B)  rencontre  la 
courbe,  il  sera  tangent  à  la  cour!  c  en  ce  couple  de 
points. 

Si   le  point  B  esl  pris  sui-  le  prolongement  de  FF,,  le 
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cercle  (B)  sera  réel,  et  l'un  des  couples  de  points  où   il 
rencontre  la  cassinienne  pourra  être  réel. 

Les  foyers  F  et  Fj  et  le  point  P  de  la  courbe  étant 
donnés,  on  pourra,  par  des  constructions  bien  simples, 
déterminer  le  point  B  et  ensuite  le  point  A,  et  la  droite 
AP  sera  la  normale  de  la  courbe  au  point  P.  Nous  pour- 
rons ainsi,  quand  les  deux  fojers  et  un  point  d^une 
cassinienne  seront  donnés,  construire  la  tangente  et  la 
normale  en  ce  point  de  la  courbe. 

Si  le  point  P  est  situé  sur  la  droite  FFj,  le  point  A  sera 
le  centre  du  cercle  qui  au  point  P  a  un  conlaci  du  troisième 
ordre  avec  la  courbe. 

Si  les  points  F,  F,  et  A  sont  donnés  en  ligne  droite, 
on  pourra  construire  le  cercle  (B)  qui  est  le  lieu  des  pieds 
des  normales  menées  par  le  point  A  à  toutes  les  cas- 
siniennes  ajant  F  et  F,  pour  foyers. 

Dans  les  i\^o«i^eZ/e5  Annales  (1861,  p.  70),  le  théo- 
rème 26  énonce  qu'w/i  sjstème  de  cassiniennes  ordi- 
naires de  mêmes  fojers  est  coupé  ortliogonalenietit  par 
un  système  d^hyperboles  équilatères  passant  par  les 
foyers  et  dont  les  centres  coïncident  avec  celui  des  cas- 
siniennes. Cela  se  prouve  très-facilement  au  moyen  de 
notre  théorème.  En  etiet,  faisons  passer  une  hyperbole 
remplissant  les  conditions  indiquées  par  un  point  arbi- 
traire P  d'une  quelconque  d'entre  nos  cassiniennes  ho- 
mofocales;  menons  par  le  point  P  la  corde  conjuguée  du 
diamètre  FFi,  et  supposons  qu'elle  rencontre  FFj  en  B'. 
On  aura  la  relation 

Mais  on  a  aussi 

BP'=BF.RF,, 

et  cette  relation  ne  détermine  sur  FFj  qu'un  seiil  point  B 
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(le  point  de  rencontre  avec  la  droite  qui  au  point  P  est 
tangente  au  cercle  passant  par  P,  F  et  Fj).  Donc  les  points 
B  et  B'  coïncident.  Le  point  A,  qui  est  le  conjugué  liar- 
mouique  de  B  relativement  au  segment  FFj,  aura  par 
conséquent  PB  pour  polaire  relativement  à  l'hyperbole; 
d'où  il  suit  que  la  droite  PA,  qui  est  normale  à  la  cassi- 
nienne  au  point  P,  est  tangente  à  l'hyperbole  au  même 
point.  Donc,  etc. 

La  première  partie  de  notre  théorème  sert  h  trouver, 
au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  les  foyers  d'une  cas- 
sinienne  déjà  décrite  et  dont  on  connaît  l'axe. 

Les  hyperboles  qui  ont  les  mêmes  asymptotes  sont 
semblables  et  semblablemenl  placées,  ayant  leur  centre  de 
figure  pour  centre  de  similitude.  On  détermine  des  points 
correspondants  par  les  droites  dont  les  équations  ont  la 
forme  (5).  Aces  hyperboles  correspondent,  comme  nous 
l'avons  montré,  un  système  de  cassiniennes  homofocales, 
et  les  équations  de  la  forme  (5)  représentent,  au  même 
temps,  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  la  droite  FF, 
et  divisant  liarmoniquement  le  segment  FFj.  Prenons 
deux  de  ces  cassiniennes  que  nous  désignerons  par  (C) 
et  (c),  et  deux  de  ces  cercles  (A)  et  (A,)  -,  supposons  que 
P  et  P'  forment  le  couple  d'intersection  de  (C)  et  (A) 
dont  les  coordonnées  x  et  y  sont  positives  et  qui  seul 
peut  être  réel;  appelons  P,  et  V\  les  points  analogues 
pour  (C)  et  (Al),  p  et  //  pour  (c)  et  (A),  p^  et  p\  pour 
(c)  et  (A,). 

D'une  transformation  de  théoièmis  connus  relatifs  à 
des  figures  semblables  et  semblablement  placées  on  con- 
clut :  1°  que 

FP       FP,  _  F,P_  F,  P, 

ï>  ~'  F>,  "~f>~f;7^' 

et  a"  que  le  cercle  passant  parles  points  P,  P',  P,  et  P'^ 
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et  relui  qui  passe  par  les  points  /?,  p\  /;,  et  p\    ont  le 
même  centre. 

Au  moyen  de  notre  système  de  coordonnées,  on  peut 
encore  trouver  beaucoup  d'autres  propriétés  des  cassi- 
niennes.  Il  sera  aussi  utile,  pour  trouver  des  propriétés 
d'autres  courbes,  par  exemple  celles  des  ovales  de  Des- 
cartes ou  des  courbes  aplanétiques  qui  auront  l'équa- 
tion 

a.x'^  -\-  b  .  j^  ^=c, 

équation  qui  pour  des  coordonnées  ordinaires  représente 
une  parabole  tangente  aux  deux  axes. 

J'ai  inséré  la  plus  grande  partie  de  ce  que  je  viens 
d'exposer  dans  le  Journal  de  M athéinaiiques  de  Co- 
penhague, comme  faisant  suite  à  un  essai  d  une  théorie 
générale  et  géométrique  de  celte  espèce  de  transforma- 
tions. 

Nous  ajouterons  encore,  sans  démonstration,  une  ma- 
nière de  faire,  au  moyen  de  projections,  la  transforma- 
tion d'xine  figure  dont  les  points  sont  déterminés  par  des 
coordonnées  ordinaires,  orthogonales  ou  obliques,  j:  etj^, 
en  une  autre  dont  les  points  corrt^spondants  sont  déter- 
minés, dans  le  nouveau  système  que  nous  avons  employé, 
par  des  coordonnées  X  et  Y,  liées  à  x  et  y  par  les  équa- 
tions 

X  =  >  .  jr,     Y  =  ju. .  j, 

1  cl  iJL  étant  des  quantités  constantes.  La  manière  est  la 
suivante  : 

On  projette  centralemcnt  la  figure  donnée  sur  une 
sphère  touchant ^  aux  points  S  et  Si,  les  deux  plans  gui 
projettent  les  axes  coordonnés,  et  au  point  T  le  plan 
mené  par  le  centre  de  projection  parallèlement  au  plan 
de  la   figure.  .Avec  le  point  T  comme  centre,  on  pro- 
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jette  stéréographiqiicinent  la  figure  formée  par  la  pre- 
mière projectio?i,  et  l'on  a  la  figure  cherchée;  les  pro-^ 
jections  des  points  S  et  Si  sont  les  points  fixes  du  sys- 
tème des  coordonnées . 

On  trouve  comme  corollaires  les  propositions  sui- 
vantes : 

1°  Lorsque  deux  plans  tangents  à  un  cône  du  second 
degré  aifisi  que  le  plan  des  génératrices  de  contact  tou~ 
client  une  sphère^  les  deux  premiers  aux  points  S  ei  S,, 
le  dernier  au  point  T,  si,  en  prenant  T  comme  centre, 
on  projette  stéréographiquenient  la  courbe  d'intersec- 
tion des  deux  surfaces,  la  projection  sera  une  cassi- 
nicnne  ayant  pour  foyers  les  projections  de  S  et  de  Si . 
Réciproquement,  la  courbe  sphérique  dont  la  projection 
stéréo  graphique  est  une  cassinienne  se  trouve  sur  un 
cône  du  second  degré  situé  de  la  manière  que  nous 
venons  d'indiquer. 

2°  Les  quatre  plans  tangents  communs  à  un  cône  du 
second  degré  et  à  une  sphère  étant  réels  et  ayant  pour 
points  de  contact  awec  la  sphère  Q,  R,  S  et  T,  si,  prenant  le 
point  T  comme  centre,  on  projette  stéréographiquement 
la  courbe  d^ intersection  des  deux  surfaces,  la  projection 
sera  une  ligne  aplanétique  dont  les  foyers  sont  les  pro- 
jections des  points  Q,  R  et  S.  Réciproquement,  la  courbe 
sphérique  dont  la  projection  stéréographique  est  une 
ligne  aplanétique  se  trouve  sur  un  cône  du  second  degré 
situé  de  la  manière  que  nous  venons  d 'indiquer. 

Nous  voyons  donc  qu'une  ligne  aplanétique  a  trois 
foyers,  ce  qu'on  peut  aussi  prouver  sans  employer  des 
considérations  sléréomélriques.  Si,  par  une  extension  de 
la  définition  de  ces  courbes,  on  adopte  aussi  des  lignes 
iiplanétiques  dont  deux  foyers  sont  imaginaires,  il  suffit 
que  1  un  des  couples  de  plans  tangents  communs  au  cône 
et  à  la  sphèie  soit  réel. 

Ann.  de  Malhémal.,  i^  série,  t.  III.  (Juillet  lS6/(  )  20 
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M.  Quelclet,  dans  le  tome  V  des  Nouveaux  Mémoires 
de  V  jdcadémie  de  Bruxelles  y  a  démontré  que  la  courbe 
sphérique  qui  donne  pour  projection  stéréographique 
une  ligne  aplanélique  dans  une  certaine  position  parti- 
culière par  rapport  à  la  sphère,  est  située  sur  un  cône 
du  second  degré.  Néanmoins,  on  ne  trouverait  pas  le  cône 
dont  ce  savant  fait  usage  comme  un  cas  particulier  de 
ceux  que  nous  venons  d'indiquer.  Mais  on  doit  se  souve- 
nir qu'une  courbe  sphérique  située  sur  un  cône  du  se- 
cond degré  est  aussi  sur  trois  autres.  M.  Quetelet  prend 
pour  base  de  son  cône  un  cercle  dont  le  centre  est  le 
point  de  l'œil  ou  le  centre  de  projection,  dont  le  plan  est 
tangent  à  la  sphère  et  dont  le  rayon  est  égal  à  celui  de  la 
sphère  ;  notre  cône  devient  dans  ce  cas  un  cylindre  hy- 
perbolique. 


NOTE  SIR  LA  TRANSFOUMATIOX  PAR  RAYONS  YECTEIRS 
RÉCIPROQUES; 

Par  m.  moutard. 


La  transformation  d'une  surface  algébricpie  par  rayons 
vecteurs  réciproques  fournit  en  général  une  transformée 
d'un  degré  double;  il  n'y  a  d'exception  à  cette  règle  que 
lorsque  la  surface  proposée  contient  le  cercle  de  l'infini 
ou  le  pôle  de  transformation. 

Désignons  : 

1°  Par  ni  le  degré  d'une  surface  ; 

2°  Parp  le  degré  de  multiplicité  du  pôle,  c'est-à-dire 
le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  surface  avec  une 
transversale  quelconque  issue  de  ce  pôle  qui  sont  confon- 
dus en  ce  point  (p  =:=  o,  pour  un  pôle  extérieur)  \ 
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3°  Par  q  le  degré  de  multipiicilë  du  cercle  de  l'infini, 
c'est-à-dire  le  nombre  des  nappes  de  la  surface  qui  le 
contiennent  5 

4°  Enfin,  par  în\  //,  q' ,  les  nombres  analogues  aux 
précédents,  relatifs  à  la  surface  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques. 

Ces  six  nombres  sont  liés  entre  eux  par  les  trois  rela- 
tions : 

/w'  =  2  /«  —  p  —  27, 

p'  =  m  —  27, 

g'  =  m—p  —  q, 

ou  leurs  équivalentes 

m  =  7.171'  — p'  —  27', 

p  =.  m'  —  27', 

//  =  ;«'—;/  — 7'. 

Lorsque  p  -^  aq  =  ni^  la  transformation  n'altère  ni  le 
degré  de  la  surface,  ni  le  degré  de  multiplicité  du  pôle,  ni 
le  degré  de  multiplicité  du  cercle  de  l'infini. 

Certaines  de  ces  surfaces  jouissent  en  outre  de  la  pro- 
priété de  se  transformer  exactement  en  elles-mêmes,  pour 
un  choix  convenable  du  pôle  et  du  paramètre  de  trans- 
formation .  Je  propose  de  leur  donner  le  nom  d'anallag- 
maliques  [ù  privatif,  ùxx^rc-u,  ]o,  change),  et  j'appellerai 
pôle  principal  (*)  tout  pôle  pour  lequel  cette  condition  est 
réalisée,  et  sphère  principale  une  sphère  ayant  pour 
centre  un  pôle  principal,  et  pour  carré  de  son  rayon  le 
paramètre  de  transformation  correspondant. 

Toute  surface  anallagmatique  peut  être  définie  comme 
le  lieu  des  intersections  successives  d'une  sphère  assu- 

(*)  Voir  dans  VInsiitut  l'cxliait  du  procès-verbal  de  la  séance  de  la 
Société  Philonialbiquc  du   i5  décembre  iSfio. 

20. 
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jetlie  à  couper  orlhogonalement  la  sphère  principale,  et 
dont  le  centre  décrit  une  surface  directrice  fixe.  Lorsque 
la  surface  directrice  admet  des  génératrices  rectilignes,  la 
proposée  admet  des  génératrices  circulaires  5  lorsque  la 
directrice  est  développable,  l'un  des  systèmes  de  lignes  de 
courbure  de  la  proposée  consiste  en  circonférences  de 
cercle. 

Les  surfaces  du  troisième  ordre,  qui  contiennent  le 
cercle  de  l'infini,  et  les  surfaces  du  quatrième  ordre,  qui 
contiennent  ce  cercle  comme  ligne  double,  sont  en 
général  anallagmatiques  par  rapport  à  cinq  pôles  diffé- 
rents, parmi  lesquels  trois  au  moins  sont  réels.  Les  cinq 
sphères  principales  se  coupent  deux  à  deux  orlhogona- 
lement 5  de  là  dérive  pour  les  cinq  pôles  principaux  une 
relation  de  positions  remarquable;  la  droite  qui  joint 
deux  quelconques  d'entre  eux  est  nécessairement  per- 
pendiculaire au  plan  des  trois  autres,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  chacun  des  tétraèdres  qui  a  pour  sommets 
quatre  des  pôles  principaux  est  tel,  que  ses  hauteurs  con- 
courent en  un  même  point,  et  ce  point  de  concours  est 
lui-même  le  cinquième  pôle  principal.  Si  on  prend  pour 
pôle  de  transformation  le  point  de  concours  des  hauteurs 
de  l'une  quelconque  des  faces  de  ces  tétraèdres,  avec  un 
paramètre  de  transformation  convenable,  la  transformée 
est  symétrique  de  la  proposée  par  rapport  à  la  face  du 
tétraèdre.  Nommant  un  pareil  T^o'int  pôle  secondaire,  on 
voit  qu'il  existe  en  général  dix  pôles  secondaires  pour  les 
anallagmatiques  du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 
Dans  le  cas  du  troisième  ordre,  les  cinq  pôles  principaux 
et  les  dix  pôles  secondaires  sont  situés  sur  la  surface. 

Les  sphères  doublement  tangentes  à  une  anallagma- 
tique  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre  la  coupent  sui- 
vant deux  cercles.  Toutes  ces  sphères  forment  cinq  sys- 
tèmes différents  dont  les  centres  sont  situés  sur  les  cin<i 
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surfaces  directrices  correspoudantes  aux  cinq  pôles  prin- 
cipaux; ces  directrices  sont  des  surfaces  homofocales  du 
second  degré,  dont  le  centre  commun  jouit  de  propriétés 
remarquables.  Pour  le  troisième  degré,  ce  centre  est  rejeté 
à  l'infini. 

Tout  pôle  principal  d'une  anallagraatique  du  quatrième 
ordre  est  le  sommet  d'un  cône  du  second  degré  dont  cha- 
que génératrice  est  doublement  tangente  à  la  surface,  et 
dont  la  courbe  de  contact  est  située  sur  une  sphère  con- 
centrique aux  surfaces  directrices.  On  conclut  aisément 
delà  que  par  un  point  de  la  surface  on  peut  mener  en 
général  dix  sections  circulaires,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  les  plans  doublement  tangents  à  la  surface  se 
répartissent  suivant  les  plans  tangents  à  cinq  cônes  du 
second  degré. 

Les  courbes  d'intersection  de  la  surface  et  des  sphères 
principales  renferment  divers  points  remarquables,  parmi 
lesquels  les  ombilics  5  mais  je  me  borne  ici  à  signaler  leur 
existence,  aiusi  que  celle  des  lignes  d'intersection  des 
sphères  principales  et  des  surfaces  directrices  correspon- 
dantes, dont  les  propriétés  rappellent  les  lignes  focales 
des  surfaces  du  second  degré. 

Je  ferai  remarquer,  en  tei'minant,  qu'à  l'aide  d'une 
simple  transformation  linéaire,  il  est  aisé  de  déduire  des 
propriétés  des  auallagmaiiques  du  troisième  et  du  qua- 
trième ordre  un  grand  nombre  de  propriétés  de  la  surface 
générale  du  troisième  degré  et  des  surfaces  du  quatrième 
degré  dont  deux  nappes  se  croisent  suivant  une  même  co- 
nique. 
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mn  SUR  LE  RAPPORT  DE  14  CIRCONFÉRENCE 
AU  DIAMÈTRE; 

Par  m.  m..  Abonné. 


Pour  calculer  ;:,  au  moyen  des  périmètres  de  polygones 
réguliers  inscrits  et  circonscrits  à  une  circonférence,  on 
se  sert  des  formules 

Or  ces  formules  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


i  I  /  1        I 


/""  V//p'' 


Le  calcul  des  valeurs  inverses  des  périmètres  est  donc 
bien  plus  aisé  que  celui  des  périmètres  eux-mêmes.  Ces 
valeurs  inverses,  en  prenant  le  rayon  pour  unité,  don- 
nent des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  —  i  d  où 

l'on  déduit  finalement  t:. 

Il  y  a  une  analogie  frappante  entre  ces  dernières  for- 
mules et  les  formules 

r= 5       /'=:yR/-, 


(|ui  donnent  les  apollièmcs  cl  les  rayons  des  polvgone^ 
dans  la  méthode  des  isopérimètros.  De  plus,  si  Ton  prend 
pour  unité  la  valeur  commune  à  ces  périmètres,  on  trouve 
que  /•'  et  R'  prennent  respeclivemi'nt  les  mêmes  va- 
leurs que  rr;  et  —  1  ixnu VU  fiue  dans  les  deux  mélhodts 
*       1'        />      ^  i 
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on    parle   de  polygones   d'au  même  nombre   de    côtés. 
La  différence  des  deux  méthodes  est  donc  plus  appa- 
rente que  réelle. 


THEOREME  DE  GEOMETRIE; 

Par    m.    William    ROBERTS. 


Étant  donnée  une  série  d^ ellipsoïdes  honiofocaux, 
soit  un  point  pris  arbitrairement  sur  l'un  des  axes,  et 
considérons  ce  point  comme  le  sommet  des  cônes  circon- 
scrits aux  ellipsoïdes  du  système  homofocal .  Le  lieu  des 
courbes  de  contact  sera  une  surface  déterminée,  et  en 
faisant  varier  la  position  du  sommet  sur  le  même  axe, 
on  aura  une  série  de  surfaces  renfermant  un  paramètre 
arbitraire.  Pareillement,  deux  autres  systèmes ,  dont 
chacun  contient  une  constante  arbitraire^  s^obtiennejit 
de  la  même  manière ,  en  prenant  des  points  sur  les  deux 
autres  axes  pour  sommets  de'cônes  circonscrits. 

Cela  posé,  je  dis  que  : 

i"  Les  courbes  dans  lesquelles  ces  trois  familles  de 
surfaces  se  coupent  deux  à  deux  sont  des  cercles  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  aux  plans  principaux. 

qP  Les  surfaces  qui  appartiennent  respectivement  à 
ces  trois  systèmes  se  coupent  mutuellement  deux  à  deux 
à  angle  droit,  et  par  conséquent,  en  vertu  du  théorème 
de  Dupin,  leurs  lignes  de  courbure  sont  les  cercles  qui 
résultent  de  leurs  intersections. 

Afin  de  démontrer  la  première  partie  de  notre  théo- 
rème, soit  O  le  centre,  et  soient  A,  B  deux  points  pris 
respectivement  sur  les  axes  des  x  et  des  j^,  et  laisont. 
OA  =  a  et  0B  =  (3.  A  chaque  valeur  de  a  (et  de  même 
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(le  (B),  il  répondra  une  surface  particulière  appartenant  à 
l'une  des  familles  dont  il  s'agit,  et  il  est  évident  que 
l'intersection  de  la  surface  (a)  avec  la  surface  (/3)  sera 
le  lieu  des  points  (M)  dont  un  quelconque  est  situé  sur 
l'un  des  ellipsoïdes  homofocaux  et  jouit  de  la  propriété 
que  le  plan  tangent  qui  y  touche  l'ellipsoïde  coupe  les 
axes  des  x  et  desj^  respectivement  aux  deux  points  don- 
nés A  et  B.  D'après  un  théorème  de  M.  Chasles,  la  nor- 
male menée  à  l'ellipsoïde  homofocal  au  point  M  perce  le 
plan  des  xj  dans  un  point  P  qui  est  le  pôle  de  la  droite 
AB  par  rapport  à  la  conique  focale  située  dans  ce  plan. 
Par  conséquent,  le  point  P  est  donné.  Abaissons  donc  de  P 
une  perpendiculaire  PQ  sur  AB,  et  le  lieu  de  M,  ou  la 
courbe  d'intersection  de  (a)  avec  ((5),  sera  un  cercle 
décrit  avec  PQ  comme  diamètre  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  AOB,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Pour  établir  la  seconde  partie  du  théorème,  soient  Ai,  Bi 
les  points  de  rencontre  de  la  droite  AB  avec  les  deux 
plans  menés  par  le  point  M,  respectivement  parallèles 
aux  plans  j^z  et  xz.  Soit  aussi  M^  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  M  sur  le  plan  xy  ou  AOB,  et  faisons 
passer  par  la  droite  MMi  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  langent  à  l'ellipsoïde  liomofocal  en  M.  Dans  le  plan 
qu'on  détermine  ainsi,  menons  une  droite  MN  faisant 
avec  le  plan  tangent  AjMBi  un  angle  égal  à  celui  fait 
par  MMj  avec  le  même  plan.  On  s'apercevra  facilement, 
parla  géométrie  élémentaire,  que  la  droite  MN  sera  la 
tangente  en  M  au  cercle  provenant  de  l'intersection  mu- 
tuelle des  surfaces  (a)  et  ((3).  11  est  évident  aussi  que  les 
droites  MAj,  MBj  sont  les  tangentes  respectives  aux  sec- 
tions elliptiques  des  surfaces  (a)  et  (|S)  passant  par  M. 
Par  conséquent,  les  plans  NMAi,  NMBi  touchent  respec- 
tivement les  deux  surfaces  (a)  et  (/3)  au  point  M,  et 
l'angle  fait  par  ces  deux  plans  entre  eux  est  évidemment 
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égal  à  celui  que  fait  le  plan  MMi  A,  avec  MMiB^,  c'esl-à- 
dire  à  un  angle  droit.  11  résulte  de  là  que  les  deux  sur- 
faces (a)  et  (,3)  s'entrecoupent  orthogonalement,  comme 
nous  l'avions  énoncé. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  (*)  DES  LYCÉES  ET  DES  COLLÈGES. 

Classe  de  Philosophie.  —  Section  des  Sciences. 


Composition  en  Mathématiques . 

i*"*^  Question.  —  Etant  donné  un  triangle  ABC,  on  de- 
mande de  mener  par  le  sommet  C  une  droite  CD  telle, 
que  la  somme  des  projections  des  côtés  AC  et  BC  sui- 
cette  droite  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

On  discutera  le  probl<";me. 

2^  Question.  —  Résoudre  le  même  problème  par  la 
Trigonométrie. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

De  la  question  donnée  en  composition  au  concours  d'admission 
à  l'Ecole  Normale  (1862)^ 

Pau  m.    HAAG, 

Elève  de  l'École  Polytechnique. 


On  donne  un  cercle  clans   lequel  on   a   inscrit  une 
corde  AB  de  longueur  donnée  :  parles  extrémités  A  et  B 

(*)  Innovation  due  à  l'initiative  intelligente  de  M.  le  Ministre  Duruy. 
Nous  regrettons  que  les  classes  de  Mathéinati<[ues  spéciales,  si  dignes 
d'intérêt,  n'aient  pas  été  admises  à  concourir.  Il  est  vrai  que  leur  nombre 
est  trop  peu  considérable  dans  cliaquc  Académie  pour  y  donner  lieu  à 
un  concours;  mais  en  réunissant  toutes  celles  dos  déparlemenls,  on  éta- 
blirait entre  elles  une  utile  émulation  1*. 
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de  cette  corde  on  mène  respectwemcnt  des  parallèles  à 
deux  droites  données.  On  demande  le  lieu  décrit  par 
leur  point  d'intersection  {*). 

Soient  OL,  OL'  les  deux  directions  données.  Je  consi- 


dère la  corde  mobile  dans  deux  positions  successives  :  en 
AB  où  elle  est  perpendicvilaire  à  la  bissectrice  OT  de 
l'angle  LOL',  et  dans  une  autre  position  quelconque  x\'B'. 
J'appelle  M,  M' les  points  du  lieu  correspondants,  obtenus 
en  menant  par  A  et  A'  des  parallèles  à  OL',  par  B  et  B' 
des  parallèles  à  OL.  Les  angles  AMi3,  A'M'B'  étant  égaux 
ainsi  que  les  cordes  AB,  A'B',  le  cei  cle  C  des  points  A'B'jM' 
est  égal  au  cercle  C  des  points  ABM,  et  les  points  C,  C 
sont  situés  sur  des  perpendiculaires  OC ,  OC  à  AB, 
A'B',  à  des  distances  égales  du  point  O.  Donc  si  des 
points  C,  C  comme  centres,  avec  les  longueurs  CO,  CO 


(*)  La  composition  comprenait  en  outre  la  question  suivante:  Déier- 

miner  la  limile  du  rapport lorsque  x  tend  vers  zéro,  et  chercher 

quelle  valeur  on  doit  allrihuer  à  A,  H,  C  pour  que  l'expression 
I  A 


^-C 


i'annulc  ui'ec  x. 


(  3i5  ) 
comme  rajons,  on  décrit  deux  cercles,  ces  cercles  étant 
égaux,  on  pourra  supposer  que  le  premier,  CO,  vienne 
coïncider  avec  le  second,  C'O,  en  roulant  dans  la  circon- 
férence OT  de  rayon  double.  Je  veux  démontrer  que  dans 
ce  mouvement  le  point  M,  considéré  comme  appartenant 
au  plan  du  cercle  mobile,  vient  coïncider  avec  le  point  M'. 
Pour  cela,  M'T''  étant  égal  à  iMT,  il  suffira  de  faire  voir 
que  les  arcs  T'T,  T'ï"  sont  égaux,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  l'angle  TOT'  est  moitié  de  l'angle  T'C'T".  Je 
prolonge  la  droite  IMi\  en  D  où  elle  rencontre  OA',  et  je 
prends  sur  le  cercle  CM  l'arc  BN  égal  à  l'arc  B'Al'.  Si  de 
l'angle  OAM,  extérieur  au  triangle  OAD,  on  retranche 
l'angle  NAO  égal  à  l'angle  M'A'O  et  par  suite  à  l'angle 
ADO,  il  reste  l'angle  MAN  qui  sera  égal  à  l'angle  AOA' 
ou  à  son  égal  TOT'.  Donc  l'angle  T'C'T",  égal  à  l'angle 
TCN  et  par  conséquent  double  de  l'angle  MAN,  est  aussi 
double  de  l'angle  TOT'  comme  je  voulais  le  démontrer. 
On  peut  donc  considérer  le  lieu  comme  décrit  par  le 
point  M  appartenant  au  plan  du  cercle  CO  qui  roule  dans 
le  cercle  OT,  de  rayon  double  ;  le  lieu  est  donc  une  ellipse 
dont  le  point  O  est  le  centre.  Les  axes  de  cette  ellipse 
sont  OM  et  une  perpendiculaire  à  OM  au  point  O,  c'est- 
à-dire  les  bissectrices  de  l'angle  LOL'. 

jNous  avons  supposé  qu'on  menait  par  A  la  parallèle 
à  OL'  et  par  B  la  parallèle  à  OL  :  en  changeant  le  lôle 
des  points  A  et  B,  on  obtient  une  seconde  ellipse  concen- 
trique à  la  première.  Le  grand  axe  de  cette  ellipse  coïn- 
cide en  direction  avec  le  petit  axe  de  la  première,  et  réci- 
proquement. On  voit  aussi  que  l'excès  du  grand  axe  sur 
le  petit  axe  est  le  même  pour  les  deux  ellipses.  Remar- 
quons enfin  que  l'on  a  comme  cas  particuliers  les  deux 
bissectrices  de  l'angle  LOL'  quand  cet  angle  est  supplé- 
mentaire de  l'angle  AOB,  et  le  cercle  O  lui-même  quand 
l'angle  AOB  est  nul. 
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SOLITION  GÉOMÉTRIQUE 

De  la  question  donnée  en  composition  au  concours  d'admissiou 

à  l'Ecole  Normale  (1863)^ 

Par  m.   HAAG. 


On  considère  les  hyperboles  équilaleres  tangentes  à 
une  droite  Jixe  donnée  AB  en  un  point  C  et  passant 
par  un  point  D.  D\tn  point  P  pris  sur  AB  on  mène  des 
tangentes  à  chacune  de  ces  hjperboles  et  on  demande 
le  lieu  des  points  de  contact. 

Déternnner  la  nature  du  lieu  diaprés  la  position  du 
point  D. 

Théorème  préliminaire.  —  Si  une  conique  variable 

passe  par  deux  points  fixes  D,  E  et  touche  une  droite 

Jixe  PC  en  un  point  C,  le  lieu  des  points  de  contact 

des  tangentes  à  cette  conique  menées  par  un  point  P 

de  la  droite  PC  est  une  conique. 

En  effet,  soit  M  un  point  du  lieu  :  considérons  le  qua- 


diilatèie  MDCE  ;  ce  quadiilalèic  éiaiit  inscrit  dans  une 
coiiicjuc  à  laquelle  CP,  MP  seul  tangenlcs,  dapiès   un 
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théorème  connu,  le  point  P  sera  situé  sur  la  droite  qui 
joint  les  points  d'intersection  G,  H  des  côtés  opposés,  et 
l'on  pourra  considérer  le  point  M  comme  obtenu  en  me- 
nant par  P  une  sécante  arbitraire  GH,  joignant  DG,  EH 
et  prenant  le  point  d'intersection  de  ces  deux  dernières 
droites.  Or  les  droites  DG,  EH  décrivent  évidemment  des 
divisions  homograpliiques,  donc  le  point  M  décrit  une 
conique  passant  aux  points  D,  E,  De  plus,  si  la  sécante  GH 
coïncide  avec  PC,  on  aura  le  point  C,  qui  est  un  troisième 
point  du  lieu  ;  enfin,  si  la  sécante  se  rapproche  de  la  posi- 
tion PD,  le  point  M  tend  vers  le  point  D,  et  comme  à  la 
limite  la  sécante  DM  et  la  droite  PD  coïncident,  on  en 
conclut  que  PD  est  au  point  D  la  tangente  à  la  conique 
trouvée.  Pour  une  raison  analogue,  PE  sera  la  tangente 
au  point  E  de  celte  conique. 

Revenons  à  la  question  proposée.  On  sait  que  dans 
l'hyperbole  équilalère  les  cordes  perpendiculaires  à  une 
tangente  sont  vues  du  point  de  contact  sous  un  angle  droit. 
Donc  si  nous  élevons  au  point  C  la  perpendiculaire  à  CD 
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et  que  nous  prenions  son  intersection  avec  la  perpendicu- 
laire à  AB  menée  par  D,  le  point  E  ainsi  obtenu  sera 
commun  à  toutes  les  hyperboles  équilatères  considérées. 
Donc,  d'après  le  théorème  précédent,  le  lieu  demandé  est 
une  conique  passant  par  les  points  C,  D,  E  et  ayant  en  D, 
E  les  droites  PD,  PE  pour  tangentes. 
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Cherchons  à  déterminer  d'après  la  position  du  point  D 
la  nature  de  la  conique  trouvée.  Celte  discussion  se  fera 
aisément  en  cherchant  les  points  de  la  courbe  situés  à 
l'infini. 

Soit  GH  une  position  de  la  sécante  mobile  pour  la- 
quelle DG,  EH  sont  parallèles.  On  aura  alors 

CG.CH  =  CD.CE, 

c'est-à-dire  que  les  triangles  CDE,  CGH  seront  équi- 
valents. GH  sera  donc  une  tangente  menée  du  point  P  à 
l'hyperbole  équilatèrc  asymptote  à  DH,  EG  et  touchant 
DE  5  et  le  nombre  des  points  à  1  infini  sur  la  conique  que 
nous  étudions  dépendra  de  la  position  du  point  P  par 
rapport  à  celte  hyperbole. 

Du  point  P  abaissons  PQ  perpendiculaire  sur  DH,  et 
désignons  par0  l'angle  PCQ. 

1°  Si  PQ.CQ,  c'est-à-dire  PC  sin0cos0,  est  plus  petit  que 

CD. CE  CD' 

— -. —  ou  7 ■  »  le  point  P  est  extérieur  à  l'hyperbole  ; 

on  a  deux  positions  de  GH  qui  donnent  deux  points   à 
l'infini,  la  courbe  est  donc  une  hyperbole. 
Dans  ce  cas  on  a 

CD'>4PC%in'ô. 

Décrivons  deux  cercles  avec  le  rayon  PC  et  tangents 
à  AB  au  point  C  de  part  et  d'autre  de  cette  droite.  Ces 
cercles  intercepteront  sur  DH  des  cordes  CM,CN  égales  à 
aPCsinô.  Comme  CD  est  plus  grand  en  valeur  absolue  que 
aPCsinô,  le  point  D  sera  en  dehors  de  ces  cercles. 

— 2  .  CD' 

2°  Je  suppose  que  PC  sin0cos0  =  -. -:  le  point    P 

est  alors  sur  l'hyperbole  équilalère.  La  conique  a  un 
point  à  l'infini,  elle  est  du  genre  parabole,  le  point  D  est 
sur  1  un  des  deux  cercles. 


CD^ 
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3°  Je  suppose  enfin  PC* sin0cos0  ^  7———::  le  point  P 
est  dans  ce  cas  intérieur  à  l'hyperbole  équilatère,  il  n'y  a 
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plus  de  points  à  l'infini  sur  la  conique  étudiée,  qui  est 
alors  une  ellipse,  et  le  point  D  est  intérieur  à  1  un  des 
deux  cercles. 

Pour  achever  cette  discussion,  remarquons  : 

Que  la  conique  est  toujours  réelle,  puisqu'elle  passe 
par  trois  points  réels  et  qu'elle  a  des  tangentes  réelles  en 
deux  de  ces  points  ; 

Qu'elle  ne  peut  jamais  être  un  cercle,  puisque  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  CDE  a  en  D  et  en  E  des  tangentes 
horizontales. 

Pour  qu'elle  se  réduise  à  un  système  de  deux  droites, 
il  faut  évidemment  : 

Ou  bien  que  le  lieu  se  compose  des  deux  tangentes 
PD,  PE,  et  alors  le  point  P  doit  être  en  C  \ 

Ou  bien  que  ces  deux  tangentes  soient  dans  le  prolon- 
gement l'une  de  l'autre,  et  alors  le  point  P  doit  être  à 
l'intersection  de  DE  et  de  AB  en  F. 

Dans  le  premier  cas,  on   a  les  droites  reclangulaires 
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CD,  CE,  qui  font  partie  de  la  série  des  hyperboles  équi- 
latères  considérées. 

Dans  le  second  cas,  on  a  la  droite  DE  et  une  seconde 
droite  CF'  conjuguée  de  CF  par  rapport  à  Tangle  DCE. 
On  s'explique  facilement  Tintroduclion  de  cette  droite 
qui,  passant  au  point  C  et  au  point  F'  conjugué  de  F  par 
rapport  à  DE,  est  la  polaire  du  point  F  par  rapport  à 
toutes  les  hyperboles  équilatères  que  l'on  considère. 

Quant  à  la  droite  DE,  elle  provient  du  système  des 
droites  rectangulaires  DE,  AB  qui  peut  être  considéré 
comme  une  hyperbole  équilatère  remplissant  les  condi- 
tions du  problème. 


SOLITION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  IVOIYELLES  ANNALES. 


Question  550 

(voir  tome  XIX,  page  406); 

Par  m.  Léon  DYRION. 

Énoncé.  —    L'équation   d^une  ellipse  [coordonnées 

rectangulaires)   étant  —-\-—=i,  par  un  point  pris 

sur  la  développée  de  V ellipse  on  peut  mener  trois  nor- 
males, dont  deux  ne  sont  pas  tangentes  à  la  dévelop- 
pée au  point  considéré  ;  la  corde  qui  joint  les  points 
d'intersection  A  et  B  de  ces  deux  normales  est  normale 
à  r ellipse  ayant  pour  équation 

c^x\-      (c\r\- 

(Desboves.) 
Soit  {x\  y')  un  point  de  la  développée -,  les  pieds  des 
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normales  à  l'ellipse  issues  de  ce  point  seront  sur  l'hyper- 
bole 

(l)  c'j-j>-  -f-  b^.ry'  —  a-jx'  =  o. 

Si  celte  hyperbole  est  tangenic  à  Tellipse,  deux  normales 
se  confondront  en  une  seule.  Donc,  si  j'identifie  l'équa- 
tion (i)  avec  la  suivante 


(2) 


)v(rt-  r'  4-  ^^x-  —  a-  b^ 


-h  (  j  —  DIX  —  \/a'//i'  -i-  ù')  ( j  —  p.T  —  ^  )  =  o, 
^,  /;,  q  étant  indéterminés,  l'équation 

représentera  la  sécante  AB. 

En  identifiant  les  équations  (i)  et  (2)  on  a  cinq  condi- 
tions qui  déterminent  x',  }  ',  X,  p^  q.  Or  les  (rois  pre- 
mières 

\à-  -\-  I  =  o, 

\b'-  —  tiip  =  o, 


donnent 


—  ).n'  b^  -H  q  \ju-m'  -|-  ^■^  =:  o, 
_  1,^ 

b' 
7  = 


\/a^m'  -+-  b' 
et  l'équation  delà  sécante  A13  devient 


b'  b 

.1:  H 


que  l'on  peut  écrire 


r 


b'-    air 

b^ 

a -m     (■- 

a- m 

/a^b'         b'      b-(i^ 

Ja-'b'         b'      b-fi' 
Ami.  de  Malhi'mal..  2«  stiic,  t.   III.  CJuiUel  i86/|.)  ^i 
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qui  est  l'équation  d'une  normale  à  l'ellipse 


b'a 


Les  deux  relations  que  nous  avons  négligées  exprimaient 
x'elj'  en  fonction  de  ni.  De  sorte  que  si  l'on  éliminait 
m  entre  ces  deux  équations  on  aurait  l'équation  de  la  dé- 
veloppée. 

On  peut  remarquer  que  la  direction  de  AB  est  conju- 
guée de  celle  de  la  tangente,  ce  qui  donne  encore  une 
propriété  remarquable  de  celte  ligne. 


Question  669 

(voir  2'  série,  t.  IF,  p   422}; 

Par  mm.  GODART  et  GOURTIN  , 

Elèves  de  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Moutard). 

Deux  tétraèdres  ahcd,  a'b' c'd'  étant  donnés,  dési- 
gnons par  «1,  «2,  «3;,  «4  les  volumes  des  tétraèdres 
obtenus  en  joignant  le  point  a  aux  points  cî,  h\  c',  d' : 
^ii  p2j  1S3,  |3i  les  volumes  des  tétraèdres  obtenus  en  joi- 
gnant le  point  b  aux  points  a\  //,  c'.  d' .,  etc. 

Démontrer  que 


8, 

h 

h 

P> 

7i 

'/' 

V:> 

7i 

'îi 

<i, 

8. 

Oj 

—  nha/x.  n'  b'c'fV. 


(Faure.) 

Si  on  a  ([uatre  points  dont  les  coordonnées  soient 
[x'y'z'),  [x"y'z"),{x'y"'z"'),{x^^f^z-).  le  volume 
du  tétraèdre  ayant  ces  quatre  points  pour  somniet  est,  à 


X  , 

x" . 

X 


(     -^'-^3     } 

un  facieui  constant  près,  donné  par  le  déterminant 

y,    z,    1 
/",    z",    I 

Nous  ferons  dans  la  suite  abstraction  de  ce  facteur  con- 
stant qui  se  trouverait  dans  les  deux  membres  de  toutes 
les  égalités,  et  qu'on  pourrait  supprimer. 

Cela  posé,  considérons  un  des  déterminants  aj,  «g,..., 
«i  par  exemple.  Si  on  appelle  [x'y'z'),  [x"j"z"),...^  les 
coordonnées  des  sommets  du  tétraèdre  cibcd-^  [x\j\z\), 
(.r"  }'"  z",),...,ccl]es  des  sommets  dutétraèdrert'^'cV/',  on  a 


J 

z          l 

y", 

y'[ 

y: 

-rIV               1 

et  si  on  appelle  D'^ ,  D'' ,  D",  D'^  les  déterminants  mineurs  du 
déterminant  qui  exprime  le  volume  dvi  tétraèdre  a' h' c' d\ 
quand  on  ordonne  ce  déterminant  par  rapport  à  x\   )  ', 

a,  =  D',  x'  +  D",7'  +  D";z'H-  D';-. 
De  même  «g  serait  de  la  forme 

a,  =  D>'  H-  D\y  +  D';'c'  +  D7, 

D, ,  Dj,  D'j,  D'J  étant  des  déterminants  mineurs  analogues 
aux  premiers,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  le  détermi- 
nant proposé  peut  s'écrire 

D>'  4-...-f-DV,     D',.'-'    +...-hD'^ 
D',  x"  -I- . .  .-f-  D-;-,    d;  x"  -f- . . .  4-  D'; , 

D'.a.'"  _^..._HD7,      D>'"  +...+  D':, 

i)'..c'*-4-  ..-i-n;.    DV','^-i-..,4- 1)';, 


D',r'    +... 

,      DVr'    -4-. 

r)>"  -f-... 

h\x"    +. 

D',.^-"'-H-.- 

,    d;  x'"  +. 

IV  ./•-+... 

iV^.r'^  -h. 
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Or  ce  déterminant  est  égal,  comme  on  sait,  au  produit 


y 

_/ 

I 

l^', 

D': 

D': 

d; 

j" 

z" 

I 

X 

d; 

D'; 

D';' 

D'; 

y" 

z" 

I 

d; 

D'; 

D" 

D- 

yxy 

_1V 

1 

d; 

i^': 

d: 

d; 

Le  premier  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  volume  de 
abcd.  Quant  au  second,  c'est  le  déterminant  foimé  par 
les  seize  déterminants  mineurs  du  déterminant 


''l    J. 

z,        I 

^'\  y\ 

z"    ' 

III            m 
^         J, 

m 

^7  r: 

"7     ' 

Donc  (*)  il  est  égal  au  cube  de  ce  déterminant  qui  repré- 
sente le  volume  a'Z>'c'<^'.  La  proposition  est  donc  démon- 
trée. 

I^ole.  —  I\I.  A.  S.,  élève  de  M.  Painvin,  a  envoyé  une  solution  de  la 
même  question.  Il  existe  un  théorème  analogue  pour  deux  triangles  si- 
tués dans  le  même  plan. 


Question  684 

(voir  page  59) ; 

Par  m.  Léon  DYRION. 

Dans  toute  parabole^  la  droite  qui  joint  les  milieux 
des  rajons  de  courbure  correspondant  aux  extrémités 
d'une  corde  focale  quelconque  passe  par  le  foyer  et  par 
le  pôle  de  la  corde  focale.  A  cette  propriété  descriptive 


C)  Baltzer,  traduit  par  Hoi'Ei.,  p.  !\Ct. 
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correspond  la  relation  métrique 


a) 


R      +     R^ 


PJ 


R  et  R'  étant  les  courbures  et  2/>  le  paramètre.  (PiCEors.) 
L'expression  du  rayon  de  courbure  est 


N 


COS'w 


0)  étant  l'angle  FMN=  MNF,N  la  normale.  On  voit  donc 
que  l'on  aura  le  milieu  R  du  rayon  de  courbure,  eu  élevant 


en  Fune  perpendiculaire  FR sur  la  corde.  Le  point  R' s'ob- 
tient par  la  même  construction,  et  comme  la  droite  FRR' 
passe  au  foyer  et  au  point  D,  la  première  partie  est  démon- 
trée. 

Quant  à  la  relation  métrique,  on  a 


on  a  donc 


(-0 


Pi 


T 


N'  étant  la  normale  au  point  M'. 
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Mais 


don( 


et 


-  =  cosw,  — ^  =^  COS6J  =  sinw, 


I  I  I 

J^î  +    ^.    =    ~2 


K'J  \p 

Note  du  rédacteur.  —  M.  Picquet  fait  la  remarque 
suivante  : 

Si  l'on  considère  un  rayon  lumineux  émajié  du 
point  F  et  dirigé  vers  FM,  il  se  réfléchira  sur  une  paral- 
lèle à  l'axe.  Il  résultera  d'une  formule  très-connue  rela- 
tive aux  caustiques 

2  I 

—  =  COSù>.  — — 

R  MF 

(parce  que  le  rayon  réfléchi  est  infini),  c'est-à-dire 

MF  =  -  cosw  . 

2 

Donc  la  droite  qui  joint  le  milieu  du  rayon  de  courbure 
eu  M  au  foyer  est  peipendiculaire  à  la  corde  focale.  Il  en 
serait  de  même  pour  le  point  M'.  Donc  la  droite  qui  joint 
le  milieu  des  rayons  de  courbure  est  perpendiculaire  à  la 
corde  focale,  au  foyer,  et  par  suite  elle  passe  par  le  pôle. 
MiVI.  Hanon  et  Willot,  élèves  de  l'Ecole  Centrale,  ainsi 
que  MM.  Mirza-lNizam  et  Marini,  licencié  es  sciences, 
'lonnent  une  démonstration  géométrique  très-simple, 
fondée  sur  la  construction  tlu  rayon  de  courbure  des  co- 
niques. 

La  même  question  a  été  traitée  par  MM.    Courtin  et 
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Godarl,  Lacaucliie,  Grassat  et  Tivollier,  Nouelle  et  De- 
batisse,  Douradou,  Graindorge. 

M.  Marini  donne  en  outre  une  solution  analytique,  et 
se  pose  ce  problème  plus  général  :  Déterminer  la  courbe 
dans  laquelle  le  segment  du  rayon  de  courbure  inter- 
cepté entre  le  rayon  vecteur  et  une  droite  partant  du 
pôle  et  faisant  avec  lui  un  angle  constant  cf.  soit  propor- 
tionnel au  rayon  de  courbure.  Ce  problème  conduit  à 
une  équation  dltlerentielle  du  deuxième  ordre  qui  se  ra- 
mène au  premier,  mais  qui  parait  ne  pouvoir  être  inté- 
grée complètement  que  dans  le  cas  où  a  =  -  •  Dans  ce  cas, 

et  pour  quelques  valeurs  simples  du  rapport  donné,  on 
trouve  la  parabole,  la  spirale  logaritlimique,  l'hyperbole 
équilalère.  M.  Marini  arrive  par  celte  dernière  courbe 
à  la  propriété  suivante  :  Dans  l'hyperbole  équilatère^  la 
perpendiculaire  à  un  diamètre  menée  par  le  centre  inter- 
cepte sur  la  normale  menée  à  l'extrémité  du  diamètre, 
sur  la  partie  prolongée  en  dehors  de  la  courbe,  une  lon- 
gueur égale  au  rû}on  de  courbure. 


Question  685 

voir  page  60); 

PAn  M.  LÉox  DYRION. 

Une  courbe  quelconque  A  est  située  dans  le  plan 
d'une  parabole.  On  lui  mène  une  tangente  mobile  qui 
coupe  la  parabole  en  deux  points  P  et  P'.  On  projette 
les  centres  de  courbure  relatifs  à  ces  points  respective^ 
ment  sur  les  rayons  focaux  quij  aboutissent. 

La  droite  qui  joint  ces  projections  p,  p'  enveloppe 
une  courbe  sj  métrique  de  A  par  rapport  au  foyer. 

Exannner  le  cas  particulier  oii  la  courbe  A  se  réduit  à 
un  point,  cl  celui  oit  elle  s'éloigne  à  l'infini.    (Pigeon.  ) 
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Dans  la  queslion  précédente,  le  foyer  est  la  projection 
sur  le  rayon  vecteur  du  milieu  du  rayon  de  courbure; 
l'extrémité  du  rayon  se  projettera  donc  suivant  un  point 
symétrique  de  P  par  rapport  au  fover.  La  projection  de 
l'extrémité  do  l'autre  rayon  sera  symétrique  de  P'  par 
rapport  au  foyer. 

On  voit  donc  que  la  ligne  pp'  qui  joint  les  projections 
des  centres  de  courbure  est  la  symétrique  de  la  droite  PP' 
par  rapport  au  foyer.  Donc,  si  PP'  est  tangente  à  une 
courbe  A  la  ligne  passant  par  les  projections  des  centres 
de  courbure  sera  tangente  à  une  courbe  symétrique  de  A. 

Si  A  est  un  point,  toutes  les  droites  symétriques  de  PP' 
passeront  par  le  symétrique  de  A. 

Si  A  va  à  l'infini,  toutes  les  droites  seront  parallèles. 

Noie.  —  Solution  géométrique,  fondée  sur  la  queslion  684,  par  MM.  H. 
Picquet,  Mirza-Nizam,  Hanon  et  Williot,  Tivollier  et  M.  Lhopital,  élèves 
du  lycée  de  Lyon,  Nouette  et  Debatisse,  Courlin  et  Codart.  Solution 
analytique  de  MM.  Tivollier  et  Grassat. 


Questions  68G  et  687 

(  voir  p.  CO). 

686.  Si  dans  une  ellipse  deux  cordes  supplémen- 
taires variables  passent  par  les  extrémités  d 'un  diamètre 
donné  et  que,  par  un  point  fixe  pris  sur  l'ellipse,  on 
mène  des  parallèles  à  ces  cordes.^  la  diagonale  libre  du 
parallélogramme  qu'elles  J^orment  avec  ellea  passe  par 
un  point  fixe.  La  connaissance  de  ce  point  permet  de 
trouver  les  points  et  les  tangentes  en  ces  points  d\ine 
ellipse  donnée  par  son  centre  et  par  trois  /joints. 

(Pigeon.) 

687.  Lorsque  le  sommet  d'un  angle  dont  les  côtés 
restent  parallèles  à  cu.r-niémrs  décrit  une   section  co- 


(  3^9) 
nique,  la  corde  sous-tendue  par  V angle  enveloppe  une 
seconde  conicpie  asymptotique  [ou  semblable)  à  la  pre- 
mière. (Pigeon.) 

INous  avons  reçu  un  grand  nombre  de  solutions  (*)  de 
ces  deux  questions,  et  la  plupart  de  leurs  auteurs  font  re- 
niarquer  que  ces  théorèmes  sont  évidents  dans  le  cercle 
et  que  leur  extension  aux  sections  coniques  s'obtient  soit 
par  des  projections  coniques  ou  cylindriques,  soit  parla 
transformation  homographique  ;  c'est  probablement  par 
Tun  de  ces  moyens  que  M.  Pigeon  y  est  parvenu.  Celte 
remarque  dispense  d'entrer  dans  de  plus  grands  détails. 


Question  688 

(voir  p.  61  )  ; 

Par  iM.   MIRZA-NIZAM. 

Par  un  point  quelconque   pris  sur  une  ellipse,    on 
mène  la  normale  qui  /encontre  les  axes  en  P  et  Q.  Sur 
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le  prolongement  de  la  normale  on  prend  MP'=  MPj 


(*)  Croiillebois,  élève  de  rinslitulion  Barbet;  Nombel,  Alcan,  élèves  de 
Sainte-Barbe ;Morel,I.eclère  et  Daguenel,  Lefort,G.EIie,Graindor(je,  Bailly 
«t  presque  tous  les  élèves  nommés  à  propos  des  questions  précédentes. 
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siirP'Ç^  coiiinie  diainèlre  on  clécrit  un  cercle  qui  ren- 
contre au  point  ]N  la  tangente  conduite  par  M.  Par  le 
point  N  on  mène  une  parallèle  à  la  normale,  et  par  le 
centre  O  une  parallèle  à  la  tangente. 

Le  rectangle  MNM'JN'  ainsi  obtenu  est  constant  et 
équivaut  au  rectangle  construit  sur  les  demi-axes. 

On  a  dans  le  cercle 

MN'=MP.MQ; 
les  triangles  semblables  RMP  et  KMQ  donnent 

MP .  MQ  =  MK .  MR  =  ÔmI' 

OMi  étant  le  diamètre  parallèle  à  la  tangente  MK;  on  a 
donc 

MN  =  OM, . 
Je  joins  OiM  et  j'ai 


MM'=:OM.sinMOM,. 
On  a  donc 


MN .  MM'  =  OM, .  OM .  sin  MOM  ,=ab, 

a  et  tétant  les  demi-axes.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque.  —  Ce  théorème  permet  de  trouver  la  limite 
du  point  Q  ou  du  point  P  quand  la  normale  se  confond 
avec  l'un  ou  l'autre  axe,  et  par  suite  permet  de  trouver 
le  centre  de  courbure  aux  sommets  de  l'ellipse. 

Note.  —  MM.  Bailly,  aspirant  répétiteur  au  lycée  d  Orléans,  Leclère, 
élève  du  lycée  de  Caen  (classe  de  M.  Toussaint),  font  remarquer  qu'il  existe 
un  théorème  analogue  pour  l'hyporbole.  Autres  solutions  de  MM.  Dyrion, 
I-acauchie,  élèves  du  lycée  de  Strasbourg;  Alexandre  Barrère,  Tivollier  et 
Grassat,  Michel  Lhopital,  du  lycée  de  Lyon;  A.  du  Mesnil,  de  l'école  de 
Sorrèze  (classe  de  M.  Diimonl);  Smith  junior,  du  lycée  Louis-lc-Grand  ; 
Leparquois,  du  lycée  deCaon;  Massing,  Douradou,  Picquet,  Courtin  et 
Godarl,  de  Saiute-lUul)e;  Pulhosle,  du  l'rytanée  impérial;  Morel,  Lhé- 
riticr,  du  lycée  de  Douai;  A.  !..  et  K.  L.,  de  lÉcolc  Saiiitc-Gcncviève. 


(  3:u  ) 
THÉORÈMES; 

Par  m.    h.    FAURE. 


I.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  9  circonscril  à  deux 
courbes  de  classes  n  et  fi'  est  une  courbe  de  l'ordre  ^nji' . 
Si  ces  courbes  ont  lune  r  branches,  l'autre  /'  branches 
paraboliques,  et  de  plus  m  foyers  en  commun,  le  degré  est 
diminué  de  2  [nr'  -\-  n' r  H-  2 m). 

Si  l'angle  est  droit,  le  lieu  est  du  degré 


inn   —  nr    —  n  r  —  2w. 


II.  Le  lieu  du  pied  des  obliques  menées  d'un  point  fixe 
et  sous  l'angle  Q  aux  tangentes  d'une  courbe  de  la  classe  n 
est  une  courbe  du  degré  in  —  ;'.  Si  le  point  fixe  est  un 
foyer  de  la  courbe,  le  degré  du  lieu  est  2  (/z  —  1)  —  /■. 

IIL   Le  lieu  du  point  d'où  l'on   voit  sous   un  même 
angle  deux  courbes  de  classes  n  et  n'  est  une  courbe  du 
3 

degré  -nn'[n  —  ^)  [f^' — O* 

IV.  Le  lieu  d'un  point  tel,  que  menant  de  ce  point 
une  tangente  à  une  courbe  de  la  classe  n'  et  une  tangente 
à  une  courbe  de  la  classe  n" ,  l'angle  de  ces  tangentes  soit 
le  même  que  l'angle  formé  par  deux  tangentes  menées  du 
même  point  à  une  courbe  de  la  classe  n^  est  une  courbe 
du  degré  Znn'  n"  [n  —  i). 

Grenoble,  9  juillet  iSG.'j. 
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BILLETIK. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  Iibrairi« 
de  Gaulhier-Villars,  quai  des  Augustins,  55.) 


XXIV. 

Chasles.  —  Sy sterne  des  coniques  qui  coupent  des  co- 
niques données  sous  des  angles  donnés  ou  sous  des 
angles  indéterminés,  mais  dont  les  bissectrices  ont 
des  directions  déterminées.  In-4  de  8  pages.  (Extrait 
des  Comptes  jendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
séance  du  7  mars  186^.) 

Continuation  du  Mémoire  analysé  p.  igi.  M.  Chasles  aborde 
des  problèmes  de  plus  en  plus  difficiles  et  qui  présentent  un 
nombre  prodigieux  de  solutions.  Le  nombre  des  coniques  cou- 
pant quatre  coniques  données  sous  des  angles  donnés  et  telles, 
que  deux  de  leurs  diamètres  conjugués  passent  par  deux  points 
donnés,  est  33'j559o4!  M.  Chasles  a  fait  connaître  ses  belles  mé- 
thodes dans  les  séances  du  27  juin  et  du  4  juillet.  Nous  y  revien- 
drons. 

XXV. 

Pasteur,  membre  de  l'Institut,  directeur  des  études 
scientifiques  à  l'Ecole  Normale.  —  Annales  scienti- 
Jiques  de  V Ecole  Normale  supérieure.  Tome  \",  V^  li- 
vraison; in-4  de  viii-80  pages  et  i  planche  gravée. 
Paris,  1864*,  Gauiliier-Yillars.  Prix:  3o  francs  pour 
six  livraisons  qui  seront  publiées  tous  les  deux  mois. 

Nous  accueillons  avec  joie  cette  publication  qui  contribuera 
à  l'éclat  d'un  établissement  renommé.  Les  études  scientifiques 
ont  a('com|)li  à  l'Ecole  Normale,  depuis  vingt-cinq  ans,  des  pro- 
grès considérables,  grâce  à  la  libéralité  de  l'État  et  surtout  à  la 
grande  valeur  des  hommes  qt)i  y  prennent  part  à  l'enseignement 
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des  sciences.  C'est  donc  une  heureuse  idée  d'avoir  songé  à  pu- 
blier tous  les  deux  mois  les  meilleures  productions  des  anciens 
élèves  et  des  maîtres  de  TEcole. 

Le  premier  fascicide  contient  :  Reclierclies  sur  le  pouvoir  rotn- 
taire  des  liquides  actifs  et  de  leurs  vapeurs;  par  M.  Désiré 
Gernez,  agrégé-préparateur  à  l'École  iVormale  (p.  i  à  38).  — 
Sur  les  principales  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune  ;  par 
M.  V.  Puiseux,  maître  de  conférences  à  l'Ecole  Normale. 

M.  Gernez  continue  et  varie  l'expérience  unique  de  Biot,  par 
laquelle  l'illustre  physicien  a  constaté  le  pouvoir  rotatoire  des 
vapeurs.  De  très-nombreuses  observations,  faites  sur  divers  li- 
quides et  sur  leurs  vapeurs,  conduisent  l'auteur  à  cette  conclu- 
sion :  n  Si  l'on  admet  que  le  pouvoir  rotatoire  des  substances 
actives  dépend  de  leur  structure  moléculaire,  on  peut  dire  que 
les  molécules  liquides  ne  subissent  aucune  modification  dans 
leur  forme,  <]nand  elles  passent  à  l'état  de  vapeur,  puisqu'elles 
agissent  dafls  le  même  sens  et  avec  la  même  intensité  sur  les 
rayons  de  lumière  polarisée.    :> 

M.  Puiseux  s'est  proposé  de  montrer  comment,  sans  entre- 
prendre les  calculs  compliqués  qu'exige  une  théorie  complète  de 
la  Lune,  on  peut  se  rendre  compte  assez  simplement  des  prin- 
cipales circonstances  du  mouvement  de  cet  astre  autour  de  la 
Terre  et  en  déterminer  approximativement  les  inégalités  les 
plus  importantes.  «  Le  but  de  cet  article,  ajoute  le  savant  et 
consciencieux  auteur,  serait  atteint  s'il  engageait  quelques  lec- 
teurs à  l'étude  plus  approfondie  d'une  théorie  qui  effraye  or- 
dinairement par  son  étendue  et  sur  laquelle,  malgré  des  pro- 
grès récents  el  considérables,  la  science  n'a  peut-être  pas  encore 
dit  son  dernier  m  ni.  » 

XXVI. 

Mausako    (J.-B).    —   Considerazioni...    Cons'idchaiioiis 
<    sur  le  triangle  rectiligne.  In-8  de  72  pages  et  2  plan- 
ches. Gènes,   i863.  Librairie  de  Louis  Bcuf. 

Cette  monographie,  atlressee  s])écialemcnt  aux  jeunes  gens 
(jui  étudient  la  Géométrie,  comprend  toîis  les  travaux  faits  de- 
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puis  Eiiler  sur  les  bissectrices,  les  liaiileurs,  les  rtiédianes  d'un 
trianyle,  le  cercle  des  neuf  poinis,  etc. 

XXVIl. 

Le  Coikte,  professeur  à  l'école  préparatoire  Sainle-Marie, 
à  Toulouse.  —  Notions  élémentaires  sur  les  courbes 
usuelles.  In-8  de  viii-92  pages  avec  de  nombreuses 
figures  dans  le  texte.  Paris,  1864.  Librairie  de  Gau- 
lliier-Villars.  Prix  :  2  francs. 

Ouvrage  destiné  à  la  préparation  au  Baccalauréat  es  Sciences 
et  à  l'École  spéciale  militaire  de  Saint-Cyr. 

XXVIIL 

Castelnau  (L.),  professeur  au  collège  Stanislas.  —  Cours 
préparatoire  aux  examens  de  conducteur  et  piqueur 
des  Ponts  et  Chaussées  et  autres  services  publics 
[programme  développé  du  cours).  1  feuilles  in-8. 
Paris,    1864. 

L'enseignement  qu'on  est  convenu  d'appeler  />ro/(?i5/o/î/?e/ 
ne  peut  différer  de  l'enseignement  purement  scientifique  que  par 
le  mode  des  applications.  M.  Casteinau  l'a  bien  compris.  Les 
parties  purement  spéculatives  de  la  science  ont  été  écartées  de 
l'ouvrage,  mais  l'auteur  a  été  continuellement  préoccupé  de 
placer  en  regard  des  théories  les  plus  simples  leurs  plus  fé- 
condes applications.  M.  Casteinau,  et  nous  lui  en  savons  gré, 
n'a  fait  aucune  concession  à  cet  esprit  de  vulgarisation  mal 
entendu  qui  n'a  d'autres  résultats  que  la  propagation  d'idées 
fausses  et  de  connaissances  tronquées.  Les  élèves  qui  posséde- 
ront les  matières  de  son  programme  peuvent  être  assurés  qu'ils 
auront  des  notions  sérieuses  et  justes  sur  l'Arithmétique,  la  Géo- 
métrie élémentaire,  l'Algèbre,  la  Géométrie  descriptive  et  les 
éléments  de  Mécanique.  Une  large  place  a  été  réservée  au  levé 
des  plans,  au  nivellement  et  à  la  connaissance  des  travaux. 

l'InorARi)   ISIf.ri  IE11X. 
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XXIX. 

MoRET,  professeur  de  Mathématiques  à  Fribourg.  —  Le 
hinôme  de  Newton,  inteTprété  et  démontré  pour  un 
exposant  d\ine  manière  à  la  fois  rigoureuse  et  élé- 
mentaire au  moyen  d'une  nouvelle  théorie  des  séries 
infinies,  In-12  de  vi-fa  pages;  1864. 

J'ai  lu,  je  ne  sais  où,  qu'un  certain  personnage  était  mort  de 
tout  le  mal  qu'il  s'était  donné  pour  vivre  sans  rien  faire.  On 
ressemble  à  ce  personnage,  quand  on  cherche  à  démontrer  par 
l'Arithmétique  ou  par  l'Algèbre  ce  qui  est  du  ressort  de  l'Algèbre 
ou  du  Calcul  dift^érentiel.  C'est  faire  de  grands  efforts  pour  éviter 
un  petit  travail.  Mais,  dira-t-on,  j»;  m'adresse  à  des  élèves  qui 
n'ont  pas  été  plus  loin  que  l'Algèbre.  A  cela  je  réponds  :  Ou  vos 
élèves  ne  se  soucient  pas  de  savoir  le  binôme  de  Newton,  alors 
ils  ne  liront  pas  votre  brochure;  ou  bien  ils  veulent  acquérir 
cette  connaissance  et,  dans  ce  cas,  ils  auront  plus  tôt  fait  d'ap- 
l)rendre  le  Calcul  différentiel,  qui  n'est  cpi'une  simplification  de 
l'Algèbre. 

Voilà  pour  la  question  de  forme.  Au  fond,  la  brochure  con- 
tient une  démonstration, sinon  élémentaire,  du  moins  rigoureuse 
de  la  formule  de  Newton.  C'est  l'œuvre  d'un  homme  de  mérite 
qui  pourrait  mieux  employer  son  temps. 

XXX. 

Journal  de  l'École  inipéiiale  Polytechnique,  XL"  caliiei-, 
t.  XXIII.  In-4  de  iv-23o  pages  et  8  planches.  Paris, 
1864.  Gaulhier-Villars.  Prix:  8  francs. 

Ce  volume  contient  :  Mémoire  sur  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  d'une  conique  autour  d'une  droite  située  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace;  par  IM.  de  In  Gounicric.  — 
Mémoire  (posthiune)  sur  la  théorie  des  imaginaires,  sur  l'équi- 
libre des  températures  et  l'équilibre  d'élasticité;  par  M.  V.-Alpli. 


(  :m  ) 

Laurent.  —  Retherclies  géométriques  sur  les  longueurs  compa- 
rées d'aics  de  courbes  difCérenles;  par  M.  Mannheim. 

Steiner  a  démontré  que  si  un  arc  de  courbe  roule  sur  une 
droite,  un  point  quelconque  du  plan  de  cette  courbe,  entraîné 
dans  le  mouvement,  décrit  un  arc  égal  à  l 'arc  de  la  podnire  ob- 
tenu en  projetant  le  point  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 

M.  ÎMannheim  examine  ce  qui  arriverait  si  le  point  considéré 
avait  un  certain  mouvement  par  rapport  à  la  courbe  roulante, 
et  il  arrive  à  plusieurs  théorèmes  curieux  sur  les  arcs  de  courbes 
planes  ou  spiiériques.  C'est  une  utile  addition  aux  nombreux 
théorèmes  qui  établissent  des  relations  entre  des  arcs  de  courbes 
différentes.  Les  développées,  les  reptoires,  les  courbes  parallèles, 
la  réduction  des  rectifications  aux  quadratures,  le  développe- 
ment d'une  surface  sur  une  autre,  etc.,  fournissent  des  relations 
de  ce  genre. 

XXXI. 

Kl'pfer  (C),  de  Trêves.  —  Consirlératiotis  géométriques 
flestinéees  à  faciliter  V  étude  de  la  théorie  des  trans- 
cendantes elliptiques  [Journal  àe  Crelle  continué  par 
Borchardt ,  t.  LXIII,  p.  ^o  à  58). 

Travail  intéressant,  mais  qui  n'a  pas  la  nouveauté  que  l'auteur 
lui  suppose.  L'un  des  principaux  théorèmes  a  été  trouvé,  il  y  a 
une  vingtaine  d'années,  par  M .  Graves,  et  presque  en  même  temps 
par  M.  Chasies.  Les  autres  sont  de  RL  Chasles  [voir\es  Comptes 
rendus,  t.  XVII,  i843,  Propriétés  générales  des  arcs  de  sec- 
tions coniques  dont  la  différence  est  rectifiable,  p.  838;  t.  XIX, 
Construction  géométrique  des  amplitudes  dans  les  fonctions 
elliptiques,  p.  l'iSc^). 

XXXII. 

Mauti^v  (P-),  professeur  au  collège  de  Toul.  ■ —  Théorie 
et  pratique  des  calculs  d'approximation  numérique. 
In-i2  de  /\2  pages 5  i864-  Gaulliier-Viliars. 
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CALCl'L  APPROCHÉ  DE  ;  DANS  LA  FORMULE 
DES  INTÉRÊTS  COMPOSES; 

Par    m.    h.    LEMONNIER, 

Professeur  au  lycée  Saint-Louis. 


Soit  la  formule 

A=r«(l+r)"(i  +//•), 

OÙ  n  est  un  nombre  entier  et/  un  facteur  moindre  que  l  -. 
Si  on  prend 

A  =  r/(i +  /•,)", 

A  =  «(i  +  r,)»(i+r,/), 


A  =  a  (i  +  n+i  )"(i  4-  nf), 

on  reconnaît  immédiatement  que  r^,  Ts,  Ts,.  .  . ,  forment 
une  suite  décroissante,  tandis  que  /'s,  ^4,  i\,. .  . ,  forment 
une  suite  croissante. 

Nous  nous  proposons  d'établir  que  7'  en  est  la  limite 
commune,  et  de  fixer  le  degré  d'approximation  à  quelque 
point  qu'on  s'arrête. 

Nous  avons  d'abord 

(1  +  nY{l  4-  rx..,/)  =  (l-h  Ti^,)"  (i  -i-^a/), 
d'où 

(i  -4- al"  _    I  -^nf 

(i  H-  a+ij"        I  H-  '•/i--,/ 
<c  qui  donne 

(i  -4-  g)"  —  (i  +  n^,  Y  _in  —  à-,  )  / 
(l  4-  rx.+,)"  ~~    n- /■*_,/  ' 

Ann.  de  ilalhàmal.,  2*^  série,  t.  III.  (Août  iSG.'|.)  2?. 


(  338  ) 
puis 

(H-z-i^,)"  iH-a_,/' 

d'où 

(a— r/._,) 


n—  r^+, 


X 


=  (/-^— /•yt_,)— -,1      ■ ^ 

^  1+   A/._,/l  rt   (rt—  I 


1.2 


n(«  —  I  n[n  —  i)(/z  —  i 

n  -t- 


1.2  1.2.3  *-^' 


1 


Dans  la  parenthèse,  le  facteur  de  ;7^.i  est  moindre  que  i 
Donc 

±(r*  — r*+,)  <  dt  (ri  — 7-A._,)  — — -,  (  -  4-  ^4-,  )  • 

^  +  n-xf\n  j 

Posons 

a=-- -(i  +  r,)  . 

'  +  r^f  \n  j 

Comme  nous  avons  i\  ^  /„,  et  i\  <^  r,„,  il  s  ensuit 
a  >  — T" — ?  { -  +^k+x  )  ; 

I  -H  n-^f  \n  j 

donc 

±:(rA  —  ri+,)<±:(/-A— /•*_,)  a. 
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relation  générale  qui  donne 

^s—  ^4  <  ('•a  —  ^  )  =«  <  (n  —  /-i)  a% 

±(n-/;t^,)<zh(r^  —  rx._,)  a  <(/•,  —  /•,)«<-; 
mais 

(i  4-/-,)'' =  (i +  /•.)"(! +^./), 

(T  +  r,)" 


d'( 


(i-t-  /•,)" — (i-f-  r. 


donc 


d'( 


(n-/-,j 


[  I  -t-  r,)" 


-  =  rj; 


;«  +  /•,)";•,/ 


«4 


n{n- 


n[n—i){n — 2),  ,  , 


=  '•,/ 


+  '•> 


/?(/? — i)            /?(« — \){n — 2)    2 
n  -I-  ^ i  r,  4- ^^-- '  r\ 

1.2  1.2.3  ^ 

/?(«—!  ),  «(« — l)(rt  —  2),    , 


I  .2 


1.2.3 


] 


<r,/(^4-..)<r,/    i+r, 


En  conséquence, 


22. 
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ou 

Telle  est  la  formule  que  nous  avions  en  vue.  Elle  éta- 
blit que  r  est  la  limite  commune  des  deux  suites 

si  l'on  a,  comme  d'ordinaire, 

n 
OU  même  à  la  seule  condition  d'avoir 


et  elle  fixera  le  degré  d'approximation  au  point  où  on 
voudra  s'arrêter. 

lYote  du  rédacteur.  —  Un  calcul  de  valeurs  appro- 
chées, qui  ne  tient  aucun  compte  du  degré  de  Tapproxi- 
malion  obtenue,  est  un  véritable  non-sens  ;  autant  vau- 
drait-il prendre  le  premier  nombre  venu  comme  valeur 
approchée  de  celle  que  l'on  cherche.  Je  considère  donc 
l'article  de  M.  Lemonnier  comme  un  complément  indis- 
pensable à  la  solution  que  l'on  donne  ordinairement  de 
l'une  des  questions  sur  les  intérêts  composés. 

Toute  méthode  d'approximation  doit  satisfaire  à  deux 
conditions  essentielles  5  il  faut  d'abord  qu'elle  fasse  con- 
naître le  degré  de  l'approximation  de  chacune  des  valeurs 
qu'elle  détermine,  et,  en  second  lieu,  il  faut  qu  elle  puisse 
conduire  à  une  valeur  aussi  approchée  de  l'inconnue 
qu'on  voudra. 

Ces  conditions  sont-elles,  ou  non,  remplies  par  la  mé- 
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ihode  qui  donne  les  valeurs  approchées  j\,  i\,  7-3,  etc.,  de 
l'inconnue  rdans  l'équalion 

A  =  a{i  +r)''(i  +  r/)? 

Il  résulte  des  calculs  de  M.  Lemonnier  que  la  méthode 
est  applicable,  si  les  données  A,  a,  71,  f  satisfont  elles- 
mêmes  à  l'inégalité 

^      ■■■   -K., 


1  -i-r^f 
où  7i,  Tj  représentent  les  racines  positives  des  équations 

A  =  rt  (i  +  n)",     A  =  «  (H-  r,)"  (i  +  /•,/). 

En  indiquant  ici  quelques  modifications  qu'on  peut 
apporter  dans  ces  calculs,  mon  objet  n'est  pas  de  parvenir 
à  des  résultats  qui  soient  préférables  à  ceux  auxquels  ils 
ont  conduit,  mais  seulement  d'éviter  l'emploi  de  la  for- 
mule du  binôme,  dont  la  connaissance  n'est  pas  exigée 
des  candidats  aux  Ecoles  Navale  et  Militaire. 

J'admettrai  que  le  nombre  entier  Ji  surpasse  l'unité, 
car,  s'il  en  était  autrement,  la  valeur  de  r  se  détermine- 
rait en  résolvant  une  équation  du  second  degré.  On  a,  de 
plus,  par  hypothèse, y <^  i. 

Les  nombres  7'i,  7-3,  /'s,.  .  .,  sont  plus  grands  que  /',  et 
vont  en  diminuant  5  les  nombres /'a, /'i, /'g, ...,  sont  moin- 
dres que  r,  et  vont  en  augmentant*,  donc,  les  uns  et  les 
autres  s'approchent  de  plus  en  plus  de  /■.  S'en  rapproche- 
ront-ils autant  qu'on  voudra?  C'est  le  point  à  éclaircir. 

Je  désigne  par  r|_i, /"/,, /'a+i,  trois  des  valeurs  appro- 
chées successives,  et  je  suppose  ({ue  le  nombre  A"  est  pair. 

Les  relations 
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donnent 

(  I  +  n+,  )"  (  r  -f-  /  /-a)  —  (  1  +  r-kY  (  i-h  /  a-,  ), 
ou 

(i  H-  A/.+,)"  +  (i  4-  rk+^Yfn  =  (i  +  '■*)"  -!-  (  I  -^-  rkYfn_^. 
De  là 

(i  +  r^+,)"  —  (H-  7-0"  =  (i  +  ^/f)"/a-i  ~(i  4-  n+\Yfrk, 
égalité  qui  revient  à 

{\ -\- rk+,  Y  — [^ +  ''!<)" 
=  [i-\-rkYf{rk-.-n)—frk[{i  -f-a+.  )"-  (i  +  rkY], 

et  par  suite  on  a 

[( I  +  a+,)"  —  ('  +  '•*)"]  ( î  +/'•/•)  =  ( '  +  rO"/(a-.  —  '•*)  ; 

ou  bien  encore 

(n+, —  /•/)[(  I +'-/t+i  )"-' H- (i -f- n-+,  )"-' (f  4- a  ) -+-... 
+  { I  -+-  a-  )"-'  ]  (  I  +//-A  )  =  (  I  +  /-AJ^/la-,  —  a). 
Le  nombre  7';;^i  étant  plus  grand  que  r^,  le  facteur 

[(  I  +  TA^,  )"-'  +  (  1  + /•A+.)"-M  I -h  a) +.-.+  (  n- ^-t)"-' ] 

est  de  même  plus  grand  que  n[i-{-  ri)"~*.Par  conséquent, 
de  la  dernière  égalité  obtenue  on  déduit  successivement 
les  inégalités  : 

n[n+,—n) .  (i  +/•*)"-' (i  +/h)<(i-f- /•/!■)"/.( '■A-.  — '•a); 
(i-f-a)/     {n_i  — 7-a)_ 


(ri+,  —  Ta)  < 


I  +//Vr 


Ou  a  donc,  en  substituant  à  h  les  nombres  2,  4i  etc.. 


n  n 
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d'où 

De  même, 

r-.  — 

n                   n 

à  plus  forte 

raison 

r        /•<-'*'"'■'• 

"'       '^^<       ,,3      ' 

et,  généralement, 

^r,  —  r. 

inégalité  qui  prouve  que  la  différence  r2j(+]  — r^^^  devien- 
dra moindre  que  tout  nombre  donné. 
Il  est  clair  qu'on  a 

Tj^^.,  —  /■  <C  ^2^-i-t  —  '■j/;  <>.  î — 

ir 

et 

r,  —  r, 


r—r.h<.  r-2h+i  —  r.ii  < 


H" 

c'est-à-dire  que  la  méthode  conduit  à  des  valeurs  aussi 
approchées  qu'on  voudra  de  la  valeur  exacte  de  l'in- 
connue r. 

On  peut  exprimer  la  limite  des  erreurs  /'a^+i  —  /',  r —  r^i, 
en  fonction  des  données  A,  «,  n,  f,  et  du  nombre  A'  qui 
détermine  le  rang  de  la  valeur  approchée 5  caries  égalités 

A  =  «(!  +  /•,)%     A  =  «(i-^r,)"(i4-//-,) 

donnent 

(  l-i-  ^  )"  —  (  I  +  r,  )"  =  (  I  +  r,  )"fn  , 
ou 

(r,— r,  )[(!+/•,  )"-' 4- (i  +  ^O'^'l  1-^^0-1- •  •  -+(1  +  ^0""'] 

et,  comme  on  a 

[(l+^,)"-'-4-(i-+-r,)''-'(i+/-.)4-.  .  .  -l-(rH-r,)'— ]>n(i-f-r,)'-', 
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il  en  résulte 


Mais 


et 

Va 

substituant  à  i  -f-  ^j,  /'i^  leurs  valeurs,  l'inégalité 


^.  —  '•2  < 


devient 


D'où 


/ 


\J-a  {^-a  -' 


\/im- 


f 

En  terminant,  remarquons  qu'il  n'est  pas  démontré 
qu'une  valeur  ;•;;  donnée  par  cette  méthode  approche  plus 
de  l'inconnue  /'  que  la  valeur  précédente  i\_^. 

Lorsque  le  nombre  A  est  pair,  on  trouve,  au  moyen 
d'uTi  calcul  absolument  semblable  à  celui  que  nous  avons 
fait, 

n 
et,  par  conséquent,  la  valeur  ;<  de  ranp  pair  est  plus  ap- 
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procbée  que  la  précédente  7'i_i.  Mais  si  A"  est  impair,  le 
même  calcul  conduit  à  l'égalité 

=  (i +  '•)"/('• -n-.), 

qui  ne  prouve  pas  que  {r\  — /■)  soit  moindre  que  (/■ — /'a-i). 
Celte  égalité  montre  qu'on  a 

n  [n  —  r]  (  I  +  /•)"-'  ( I  +//•/.-,)  <  (  I  4-  r)"f{r  —  a.,)  ; 

d'où 

rk  —  r<i{r—  n_,    — — ■ , 

n  (  I  4-//-A_,  ) 

et  à  fortiori 

.,  ,   (i  +  r,)/ 

n  (  I  +//•.) 

Par  conséquent,  il  suffit  qu'on  ait 


«(!+//•, 


<I, 


pour  que  la  valeur  r^,  de  rang  impair,  soit  plus  appro- 
chée de  r  que  celle  qui  la  précède.  Cette  condition  sera 
évidemment  remplie  si  r^  est  moindre  que  l'unité. 

G. 


NOTE  SlIR  IN  CERCLE; 

Par    m.    John    GRIFFITHS, 
Jésus  Collège,  Oxford. 


Ueprésentojis  par  1,  m,  n  les  milieux  des  côtés  BC, 
CA,  AB  d'un  triangle  ABC;  par  S,^^  S/,,  S^  et  S/,  S,„, 
S„  les  cercles  décrits  sur  ces  côtés  et  sur  les  médianes 
A/,  Bm,  Cn  comme  diamètres  j  et  enfin,  par  E  r  ellipse 
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qui  touche  les  côtés  en  leurs  milieux  l,  m,  n  :  démontrer 
que  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circon- 
scrits à  r ellipse  E,  passe  par  les  points  d'intersection  des 
circonférences  suivantes  : 

où  S,  S'  représentent  le  cercle  circonscrit  et  le  cercle 
conjugué  au  triangle  (voir  Nouvelles  An tiale s ^  2*^  série, 
t. II,  p.  339). 

Si  l'on  prend  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  réfé- 
rence, les  cercles  indiqués  ci -dessus  seront  représentés 
par  les  équations  : 

!Sa  =  a?  ces  A  —  P7  —  7a  cosC  —  a[3  cos  B  =  o, 
S6  =  p^cosB  —  P7C0SC  — 7a — a^cosA  =  o, 
Se  =  7^cosC  —  P7C0SB  —  7acosA  —  ol^  =  o, 
S/=  ^fi'cosB  H-  <^v^cosC  —  «p7  —  [b  -\-  ccos\)-jx 
—  (écosA4-C)ap  =  o, 

S/a  = =0, 

S,.  = =  o(*), 


» 


et,  si  l'on  désigne  par  S,^  le  cercle  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse, 

SE  =  flV.-  +  ^^S-H-  c--v^  —  2.bcSy  —  7.cayoL 
i  /  / 

—  aoyap  =  o, 


C)  En  coordonnées  trilincaires,  l'équation  générale  de  la  circonférence  ■ 

est 

(  /y.-l-wS-t-H-/)  (asin  A-hSsinlî-l-  ysinC) 

-l-A(S-/sin  iV-!-yKsin  B-i-  aêsin  C)  =  o; 
(Traité  des  sections  coniques  de  M.  G.  Salmon;  /j*  éd.,  p.  119.) 

Les  coeflicients  variables  sont  /,  m,  n,  k;  il  suffit  de  connaître  leurs  rap- 
ports, pour  que  l'équation  soit  déterminée.  Ces  rapports  s'obtiennent  fa- 
cilement quand  on  a  les  coordonnées  de  trois  points  de  la  courbe.  Par 
exemple  on  trouve,  sans  la  moindre  difliculté,  l'équation  de  la  circonfe- 
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on  trouve  que 

(  — 2(^^7-1- ^7  x-i- ca^  =  o, 

d'où  on  déduit  les  relations  suivantes  : 
S/=  hSi,-\~cSc, 

S,,^  «Sa  -f-  bSo, 
et,  par  eonséquent, 

rt  Sa  4-  S/  =  S(i  =  Z»  Si  +  Sffl  =  cSe  -f-  S„. 


rence  S^  décrite  sur  BC  comme  diamètre,  en  remarquant  que  cette  courbe 
passe  par  les  points  H',  H",  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  B,  C  sur  les  côtés  opposés. 

Dans  certains  cas,  on  peut  déterminer  directement  l'équation  de  la  cir- 
conférence considérée,  au  moyen  de  cette  proposition  que,  si  d'' un  point 
quelconque  d^une  circonférence,  on  mène  des  perpendiculaires  sur  les  cotés 
d'un  quadrilatère  inscrit,  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur  deux 
des  côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  deux  autres  perpendiculaires. 

Ainsi,  en  nommant^  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  la  cir- 
conférence S^  sur  H' H",  on  aura  y^a  =;  £■/.  Mais  l'équation  de  la  droite 
H' H"  est 

«cosA  —  •/  cosC  —  êcosB  =  0; 

et,  d'après  la  formule  qui  donne  la  diUance  d'un  point  à  une  droite,  la 
valeur  de  p  e^t 

a  cos  A  —  y  cos  C  —  £  cos  B  ; 

donc  la  circonférence  S^  a  pour  équation 

(xcos  A  —  y  cosC  —  £  cosB)K^ê/ 
ou 

k'cosA —  £-/  —  a'/cosC  —  «ê  cos  6  =  0. 

Quant  à  l'équation  de  S^,  lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle 
droit  circonscrit  à  l'ellipse  E  qui  touche  en  leurs  milieux  les  trois  cotés 
du  triangle  ABC,  elle  peut  être  déduite  de  l'équation  qui  représente,  en 
coordonnées  trilinéaires,  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à 
une  conique  quelconque  (p.  338  de  l'ouvrage  déjà  cité).  G. 
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La  circonférence  Sj  passe  donc  par  les  six  points  d'inter- 
section des  circonférences  S^,  S/ 5  S^,  S,,,;  S,.,  S„.  Il  est 
évident  aussi,  d'après  l'équation  (4),  que  Sj  passe  par 
les  deux  points  communs  aux  circonférences  S,  S'.  Le 
théorème  est  ainsi  démontré. 

Les  axes  radicaux  des  cercles  S„,  S^;  S^,  S,„  et  S^,.,  S„, 
ont  pour  équations  : 

(5)  — 2acosA-f-    pcosB  +  7C0sC  =  o, 

(6)  a  CCS  A — 2pcosB -h  7COSC  =  o, 

(7)  acosAH-    pcosB — 27CosC=o. 

II  suit  de  là  que  ces  lignes  passent  toutes  trois  par  le 
point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle. 

D'ailleurs,  on  a,  d'après  les  relations  ci-dessus, 

d'où  Ton  déduit  que  les  quatre  points  d'intersection  des 
deux  couples  de  circonférences  Sj,  S/ j  S,„,  S„  sont  situés 
sur  la  circonférence  S,„  H-  S„,  et  que  les  intersections  de 
Sj,  S,„5  S„,  S/:  S^,  S„5  S/,  S,„  sont  situées  sur  les  cir- 
conférences S„  -1-  Si  et  S^  4-  S,„  respectivement. 

Les  cordes  communes  aux  cercles  S,  S^;  S,  S,„;  S,  S„ 
sont  données  par  les  équations 

(8)  pcosB +7CosC  =  o, 

(g)  y  cos  C  +  acosA  =  o, 

(10)  a  cos  A -}- pcosB  =  o. 

Donc,  les  lignes  (5),  (8);  (6),  (9);  (7),  (10)  coupent 
les  côtés  BC,  CA,  AB  respectivement,  en  trois  points  qui 
sont  situés  sur  la  ligne 

a  cos  A  +  p  cosB  +  7  cos  C  ^  o, 
c'est-à-dire  sur  l'axe  radical  des  cercles  S,  S  . 
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Les  axes  radicaux  des  cercles  S,„,  S„-,  S„,  S^;  et  Si,  S„, 
ont  pour  équations  : 

p  cosB  —  7  cosC  =  G, 
7  ces  C  —  a  cos  A  =  o , 
a  cos  A  —  pcosB  =  o, 

qui  représentent  les  liauteurs  du  triangle  de  référence. 

Ces  hauteurs  sont,  évidemment,  les  cordes  communes 
des  cercles 

Le  cercle  S,;,  lieu  dont  il  s'agit,  est  concentrique,  comme 
on  le  sait,  à  l'ellipse  E.  Sou  centre  coïncide  donc  avec  le 
point  de  rencontre  des  médianes  du  triangle. 

La  valeur  que  je  trouve  pour  son  rayon  est 


-  R  v/ 1  H-  cos  A  cosB  cosC, 

où  R  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC(*). 


(*)  En  nommant  a'  le  demi-diamètre  de  l'ellipse  E,  parallèle  à  la  tan- 
gente a,  et  b'  le  demi-diamètre  conjugué  conduit  au  milieu  L  de  BC,  on  a 


u.  —    -    v,i,    y — 

12 

d'où 


a'-——      et     b'-=- 

12  i8  .50 


a^-^b°--^c'       aR'Csin'A-f-sin'B-Hsin'O 
a'«  _)_  Z,"  = = !^ _i. 


Il  s'ensuit 


,.      ,,.>      4I^'('"+"CosA  cosR  cosC) 


y/a'--i-i''^=;  -—  V  i  -h cos  A  cos  B  cosC, 
ce  qui  est  la  valeur  du  rayon  du  cercle  S^. 


(  35o  ) 


SECTION  DU  TOUE  PAR  M  PLAN  BITANGENT 

Par  m.   GODART, 

Professeur  à  Saint-Barbe. 


Théorème.  —  La  section  d\in  tore  par  un  plan 
bitangent  est  V enseinhle  de  deux  circonférences . 

Soient  w  le  centre  et  AB  le  diamètre  du  cercle  géné- 
rateur d'un  tore  dont  l'axe  est  la  ligne  aOjS. 


J'appelle  r  le  rayon  du  cercle  AB,  et  je  désigne  par  /la 
distance  Ow. 

J'imagine  le  plan  bitangent  qui  passe  par  la  ligne  BB'. 

Un  point  M  du  cercle  générateur  viendra,  quand  le 
cercle  tournera  autour  de  l'axe,  rencontrer  le  plan  bitan- 
gent en  un  point  de  la  section  cherchée. 

Afin  d'étudier  plus  facilement  la  nature  de  cette  sec- 
tion, j'imagine  que  le  plan  bitangent  tourne  autour  de  BB', 
et  se  rabatte  sur  le  plan  méridien. 

Ces  deux  plans  font  entre  eux  un  angle  dont  le  cosi- 
nus, comme  il  est  aisé  de  le  vérifier,  a  pour  valeur-. 

De  sorte  que  le  point  M  du  cercle  générateur,  et  le  point 
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qui  lui  correspond  sur  le  plan  bi tangent,  sont  à  des  dis- 

tances  de  BB'  dont  le  rapport  est  précisément-- 

Cela  posé,  je  joins  BM,  et,  sur  cette  direction,  je  prends 

un  point  ^,  tel  que  ^—  =  -•  Le  lieu  des  points  fx  sera  un 

cercle  décrit  sur  BA'  comme  diamètre,  car  A'B  =  aZ,  et 

A'B         / 
par  conséquent  — —  =  -• 

Or,  je  dis  que  le  point  p  correspond  précisément  à  M 
dans  la  génération  de  la  section  que  nous  avons  supposée. 

D'abord  les  distances  de  ^  et  de  M  à  BB'  sont  bien,  par 
la  construction  de  p.,  dans  le  rapport  de  /  à  r. 

Et  nous  pouvons  ensuite  remarquer  que  OM,  dont  la 
distance  se  conserve  dans  la  rotation  et  dans  le  rabatte- 
ment, est  égale  kO^i. 

En  effet,  la  perpendiculaire  OP  sur  M|ut  tombe  au  mi- 
lieu de  Mp.  ;  car  le  lieu  du  point  P,  sommet  de  l'angle 
droit  OPB,  est  la  circonférence  dont  OB  est  le  diamètre  : 
et  puisque  OA  =  OA',  cette  circonférence  est  le  lieu  des 
milieux  des  segments  f/^I  sur  les  droites  issues  de  B. 

Ainsi  la  section  du  tore  par  un  plan  biiangent  se 
compose  de  deux  circonférences  dont  les  diamètres  sont 
A'BetAB'. 


PROBLÈME  PROPOSE  A  L'EXAMEN 
DE  iWi  POIR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECIINIQLE -, 

Par  mm.   MISTER   et  NEUBERG, 

Professeurs  de  Mathématiques  à  Nivelles  (Belgique). 


Ce  problème  a  été  résolu  par  M.  Choquct,  au  moyen 
des  coordonnées  polaires  (voir  Nouvelles  Annales,  t.  III, 
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p.  439)»  mais  on  peut  aussi  le  traiter  très-simplement  en 
employant  les  coordonnées  rectangulaires. 

Nous  reproduisons  l'énoncé  :  Un  angle  constant  tourne 
autour  de  son  sommet  placé  au  foyer  d'une  courbe  du 
second  degré  ;  aux  points  oh  les  deux  côtés  de  V angle 
rencontrent  la  courbe,  on  méfie  des  tangentes  à  cette 
courbe:  trousser  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces 
tangentes. 

Plaçons  l'origine  au  foyer,  les  axes  étant  rectangulaires 
et  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  la  directrice  5  l'équation 
de  la  courbe  sera 

(1)  y'^-Jr  x^={mx  +  p)\ 
ou 

(2 )  y"^  -^  [^  —  "'') •'^^  —  2 rnpx  —  p'^  =  0, 
et  celle  d'une  tangente  en  un  point  [x',  j') 

( 3  )         yj'  +  ( I  —  fn^)  ^•^'  —  "Jp  {-x:  +  x' ) —  /;>'  =  o. 

Soient  A  le  point  de  contact,  F  le  foyer  5  joignons  FA,  et 

soit 

y=zèx 

l'équation  de  cette  droite.  On  aura 
(4)  y'=Sœ'. 

Les  équations  (3)  et  (4)  étant  résolues  par  rapport  à 
x'  Cl  j'  donnent 

.  p{mx-^p) 

jft'  ' —  . — - , 

8y  -{-X  —  m[  mx  -\-  p) 
0 p[mx  -\- p) 


y  = 


S  y  -h  X  —  m  (  mx  -+-  p  ) 
Mais  le  point  A  étant  situé  sur  la  courbe,  on  a,  entre 
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ses  coordonnées  x'  et  y\  la  relation 

y'-  H-  .r'2  =  [mx'  +/>)=, 
el  en  substituant,  il  vient 

ou 

(5)         ^,  -^^y  .   .     [mx-^-pr  —  a 


\  mx  -\-  pY —  .>'■'  (  m.r  +  pf  —  7  = 

Cette  équation  en  ^  et  les  coordonnées  x  et  y  (Fnn 
point  du  lieu,  étant  du  second  degré,  donnera  pour  ô 
deux  valeurs  qui  seront  les  tangentes  des  angles  que  font 
avec  l'axe  des  x  les  rayons  vecteurs  FA,  FA'  joignant  le 
foyer  aux  points  de  contact  A  et  A'.  Soient  ^  et  è'  ces  deux 
valeurs,  nous  aurons 


(6)  §  -f-  ^' 

(7)  ^^' 
et  par  suite 

(8)  §—à 


IX  y 


(  nix  -h  /?  )-  —  y' 
( m.T  -{- pY  —  x' 
(  nix-\- pY  —  y'^' 


2  (  t77x  -\-p)  \h''  -\-^^  —  (  '"■^  -+-  p  ] 


[mx-\-pY  —  r'' 
Mais  l'angle  AFA'  est  constant  et  égal  à  2a:  on  a  don(: 

(9)  l-MF^'""^'^"- 

Substituons  les  valeurs  (7)  et  (8)   dans  l'égalité  (9)   ei 
nous  aurons  pour  Téquation  de  la  courbe  rliercliée 


7.{mx  -\-  p)  \1  Y^  -k-  x^  —  (mx  +  pY 

{mx  +  pY—  j'  —  x'-i-  (mx  +  pY  ~  '""^'  ^■*"' 

Celle  équation  est  du  quatrième  degré,  mais  elle  se  dé- 

Ari't.  de  M/ilh'.'n'at.,  2'"  série,  t.  in.(AoiU  i86'|.)  2> 
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compose  aisément  en  deux  équations  du  second  degré.  En 
chassant  le  dénominateur,  on  la  met  sous  la  forme 

j^  -4-  .r'  —  (  mx  -h  pY  -f- 


tanuaa 


X(/wa--l-/j)yjr'-f-  x"^  —  (  mor +/?)'■' =(/wjr  H-  pf. 

Elle  peut  être  résolue  comme  une  équation  du  second 

degré  en  considérant  ^ j'^  -\~  X'  —  [mx  +  pY  comme  l'in- 
connue :  on  en  tire 


, ; , /i±v/i -4- tang^aa 

1/ r 2  4-  ;r'  —  [mx  -^  pf=  —  ;  mx  -f-  pi  1  — — — 

'•^  V  '    /-;  »>  ri\^  taDg2a 


or. 


I  ±\jl  +  tang'2y.  _  COS2a±I 


tang2a  sm2a 

substituons  et  élevons  au  carré,  il  vient 

/'cos2arti\- 

y^  +  x""  —  [mx  -^  PY  =z  [mx  +  pY  \  : » 

'         ^  \      sm2a      y 

ou,  en  séparant  les  signes, 

I 

j'  +  .r2  —  [mx-{-  pY  . —  =  G, 

,  ,  T 

r'  -f-  x'  —  ( mx  +  pr .  — =  o. 

sm'a 

Nous  trouvons  ainsi  deux  courbes  du  second  degré;  Tune 
d'elles  donne  le  lieu  demandé,  l'autre  correspond  au  cas 
où  l'on  remplace  l'angle  2  a  par  son  supplément.  Elles 
ont  même  foyer  et  même  directrice  que  la  courbe  pro- 
posée (*). 


C)  La  théorie  des  polaires  réciproques  conduit  immédiatement  à  ce  ré- 
sultat. 11  est  en  effet  évident  que  Tenveloppe  de  la  corde  des  contacts  de 
deux  tangentes  menées  à  un  cercle  sous  un  angle  donné  est  un  autre  cercle 
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Si  la  courbe  donnée  est  une  ellipse,  m  est  plus  petit 
que  l'unité  et  ces  équations  peuvent  représenter  l'une  ou 
l'autre  des  trois  courbes  du  second  degré. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole  ou  une  para- 
bole, on  a  m  ^  i  ou  ni  =  i,  et  les  équations  représentent 
des  hyperboles. 

L'angle  mobile,  au  lieu  d'être  constant,  pourrait  va- 
rier d'après  une  loi  déterminée,  et  les  calculs  précédents 
seraient  encore  applicables.  Supposons,  par  exemple,  que 
les  côtés  de  l'angle  restent  parallèles  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  d'une  autre  conique  donnée.  Dans  ce 
cas,  S  et  o'  devront  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme 

2Ati^o'4-B(rî  +  J')  -H  2C  =  o; 

en  y  remplaçant  oo'  et  o  -{-  o'  par  leurs  valeurs  four- 
nies par  les  équations  (6)  et  (  j),  on  aura 

{k-hC){mx-hpy—  Aj-  +  Bxj  — Cx=  =  o. 

On  peut  traiter  de  la  même  manière  la  question  sui- 
vante. 

Un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son 
sommet  placé  en  un  point  d  une  courbe  du  second  degré; 
aux  points  où  les  côtés  de  l'angle  rencontrent  la  courbe 
on  mène  des  tangentes  à  cette  courbe  :  trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 


concentrique  au  premier.  De  là  il  faut  conclure  que  si  d'un  foyer  d'une 
conique  on  mène  sous  un  angle  donné  deux  rayons  vecteurs  et  par  leurs 
extrémités  des  tangentes  à  la  courbe,  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces 
tangentes  est  une  autre  conique  ayant  le  même  foyer  que  la  première  et  la 
même  directrice  correspondante  a  ce  foyer.  Car  on  sait  qu'en  prenant  pour 
courbe  auxiliaire  une  circonférence  dont  le  centre  coïncide  avec  le  foyer  F 
d'une  conique  C,  la  polaire  réciproque  de  C  est  une  circonférence  C,  et 
que,  inversement,  toute  circonférence  c'  concentrique  à  C  correspond  iy 
une  conique  c  ayant  F  pour  foyer  et  la  même  directrice  que  C.  G. 

23. 
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Soit  A  le  sommet  de  l'angle  :  prenons  pour  axe  des  x 
le  diamètre  AO,  et  pour  axe  des  y  une  tangente  à  la 
courbe  au  point  A,  son  équation  sera 

(i)  _>"  —  ipx  —  qx'  =  G, 

et  celle  d'une  tangente  en  un  point  [x'.  y')  : 

(  2  )  Yy'  —  p[x  ■+-  .v'  )  —  qxx'  =:  G . 

Soit  B  le  point  de  contact,  et  soit 

l'équation  de  AB,  on  aura 

(3)  y'  =  Sx', 

d'où  l'on  tire,  en  résolvant  les  équations  (2)  et  (3), 
px  ,  dp.v 

—  y  = 


ûy  —  P  —  q-^  ày  —  p  —  qx 

Mais  le  point  (x',  y')  étant  sur  la  courbe,  on  a  aussi 

7'-  —  o-px'  —  qx'-  =  o  ; 
en  substituant  et  ordonnant  par  rapport  à  cî,  il  viendra 
s  r  ,        2  w  H-  qx 

X  X 

Cette  équation  donne  les  deux  valeurs  de  â,  et,  par  suite, 

X 
X 

d'où 

s  —  S'=:-  \jy^  —  ipx  —  qx^. 


i 

{ 
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Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation 

(<î  —  ô')smQ 

qui  exprime  que  l'angle  2 a  est  constant;  9  étant  l'angle 
des  axes,  il  vient 

+  2>'cos6)Hang'2a]  =  o. 

Cette  équation  est  satisfaite  par 

.r  =  o, 

ce  qui  donne  l'axe  desj  ,  et  par 

[y"^  —  o-px  —  (7.f^)4sin-9 

—  [ip  -\-  .T  -{-  cjx  -^  2  r  cos6)^tang'2a  =  o, 

qui  représente  une  courbe  du  second  degré. 

Si  l'angle  donné  était  droit,  tang  2a  serait  infinie  et  le 
lieu  serait  une  ligne  droite  ayant  pour  équation 

ip  -H  o;  H-  qx  -+-  ny  cosQ  =  o. 


SOLITION  DE  LA  QUESTION  JMIOPOSÉE 
Ail  COACOIUS  »  ADVJSSIOX  A  L'ÉCOLI]  NORMALE; 

Par  m.  PAINVI^'. 


Voici  l'énoncé  : 

On  donne  trois  pomts  Jixes  A,  B,  C,  et  une  droite 

Jïxe  A  iV  passant  par  le  point  A  :  trouver  le  lieu  des  points 

de  contact  des  droites  parallèles  à  A  A'  et  tangentes  aux 

cotii<pies  passant  par  les  trois  points  A,  R,  C,  et  touchant 

la  droite  A  A'. 


(  358  ) 
Ce  lieu  est  une  conique  ;  on  demande  le  lieu  desf&j'ers 
de  ces  coniques  lorsqu'on  fait  varier  la  position  de  la 
droite  AA'. 

I. 

Je  prends  pour  axes  les  droites  AB  et  AC  ei  je  désigne 
par  a  et  b  les  longueurs  x\B  et  AC  ;  la  conique,  passant 


par  les  deux  points  B,  C  et  tangente  en  A  à  la  droite  AA' 
(ouj^ — mx  =  o),  peut  être  considérée  comme  circonscrite 
à  un  quadrilatère  dont  les  côtés  opposés  seraient  AB 
et  AC,  BC  et  AA'  ;  Téquation  générale  des  coniques  sa- 
tisfaisant aux  conditions  imposées  est  donc 


(i)         Ixj-^  [---{- j^—  i\  {y~mx)=f{.r,j)  =  o. 

Considérons  une  tangente  parallèle  à  la  droite  AA',* 
soit 

y  ■=  mx  -}-  u. 

l'équation  de  cette  parallèle;  si  (.r,  y^)  sont  les  coordon- 
nées du  point  de  contact  avec  les  coniques  (i),  l'équation 
de  la  tangente  en  ce  point  sera 
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Identifions  les  équations  de  ces  deux  droites  ;  on  a 

(2)  :^  =  4.^:^; 

^  '  m         — I         p. 

au  lieu  de  la  condition /(xi,  j^i)  =  o,  je  prendrai  ici  la 
relation  équivalente 

(3)  j,  =  mxt  +  p. 

L'équation  du  lieu  des  points  de  contact  s'obtiendra  en 
éliminant  X  et  u  entre  les  relations  (2)  et  (3).  En  effec- 
tuant les  différentiations  et  en  supprimant  les  indices,  les 
équations  deviennent 


=  'Xx+ y  (/— /?î.r)4-  (-  +  -  — I 

b  '  \a       b         J       —[y—mx) 

— ■ — > 

—    I  fX 

y  —  mx  =  fA. 

En   substituant  pour  p.  la  valeur  donnée  par  la  der- 
nière relation,  et  en  laissant  de  côté  la  solution 

y  —  mx  =.  0  , 
on  obtient  les  deux  équations 


^x-F|(j-...r)  +  (f-^-^'-x) 


L'élimination   de  X  s'effectue   immédiatement,  et  on 
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trouve  pour  réquatiou  du  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  parallèles  à  la  droite  A  A'  : 

,    ,       ,  mx-         r*' 

S)  (1  H  4-  — /  ~  '"^  =  o. 

au 

Cette  équation  donne  des  ellipses  et  des  hyperboles  5  le 
cercle  ne  peut  se  présenter  cpie  dans  le  cas  très-particu- 
lier où  l'angle  CAB  est  droit. 

Les  coniques  S  sont,  quel  que  soit  m,  circonscrites  au 
parallélogramme  iixe  ABCD;  la  tangente  en  A  est  con- 
juguée harmonique,  par  rapport  aux  axes  Ax  et  Ay,  de 
la  droite  ou  tangente  A  A'. 

Les  axes  Ax  et  A)  sont  constamment  parallèles  à  un 
système  de  diamètres  conjugués. 

Enfin  le  centre  des  coniques  S  est  fixe,  ([uel  que  soit  /«, 
et  coïncide  avec  le  centre  du  parallélogramme  ABCD. 

L'équation  des  coniques  (S)  rapportées  à  leur  centre 
est 

(S)  (II)  1-  "ir  — 


b  4 


IL 


Pour  trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  S,  je  pren- 
drai pour  origine  le  centre  fixe  de  ces  coniques  et  je  con- 
serverai les  axes  parallèles  aux  droites  Ax  et  Ay  ;  Téqua- 
lion  de  la  courbe  est  alors 

(S)(.)  — +  ^-~-^=F,,,,)  =  o. 

Je  rappelle  que  le  foyer  d  une  conique  peut  être  défini 
analftiqueinejit  :  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  nul  dou- 
blement tangent  à  la  conique. 

Pour  applique»  (clle  définilion,  ji'  pi  ends  d'abord  Té- 
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qualion  quadratique  des  tangentes  menées  d'un  point  à  la 
conique  ;  j'exprime  ensuite  que  cette  équation  représente 
un  cercle,  et  le  point  considéré  sera  évidemment  le  centre 
d'un  cercle  de  rayon  nul  doublement  tangent  à  la  conique  : 
c'est-à-dire  un  foyer. 

Soient  (a,  (3,  y)  les  coordonnées  homogènes  d'un  foyer  : 
l'équation  quadratique  des  tangentes  menées  de  ce  point 
à  la  courbe  (i)  est 

4F{a,p,7)F(^,j,3)-[aF;+pF;-i-7F;]~o. 

En  ayant  égard  à  la  définition  (i)  de  la  fonction  F,  et  en 
faisant  y  =  i,  z  =  i ,  aurès  les  ditïérentiations,  cette  équa- 
tion devient 

w  X-         8^        rna-\-h\    f  tii.T-       y'^        mn-\-h 


a  b  ^       ]    \    a  b  4 

tmcAX        S  y        ma  -\-  b~\- 

Nous  exprimerons  que  cette  équation  représente  un 
cercle  en  écrivant  que  les  rapports  du  coefficient  du  rec- 
tangle à  chacun  des  coefficients  des  carrés  sont  égaux 
au  double  du  cosinus  de  l'angle  des  axes  ;  de  sorte  que, 
0  élajit  l'angle  des  axes,  on  a  les  relations 

7^=C0Se- hy --) ;-  U 

ao  \_a  \  a  b  4       /  '^     A 

-'-^  =  coso  fi  ('^-1- P:-^!^^±i\  _Ë!1 
ab     '°''Ln  "      i^        4    )    b'y 

l'équation  du  lieu  des  foyers  s'obtiendra  en  éliminant  m 
entre  ces  deux  équations. 

Kn  renq)laçanl  a,  /j  par  x,y,  et  en  ellct  luant  «pielques 
simplifications  vibibles,   les  deux  équations  p>récédenles 
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peuvent  s'écrire 

l       —xf=cosQ\j'  —  j  —  m~\, 

1  r     /         «'\      «^1 

f  —  mxy  =  cos  9     w  Ix^  —  y-  \ j-  h 

l'élimination  de  m  conduit  au  résultat  cherché,  et  l'on 
trouve,  après  quelques  transformations  fort  simples, 

(2)  xj[jcosB-\-.t){xcosB-{-j-) 

cos'Q  r  a'-hb'  ,,     1 

-. —  I  a^  Y-  -+■  xY-\~  b-x^    =  o. 

4      L     ^  cos9  J 

Le  lieu  des  foyers  est  donc  une  courbe  du  quatrième 
ordre,  laquelle  a  pour  asymptotes  les  quatre  droites 

.rmo,      J  =  0, 
jKcos  9  +  ;r  z=  o,      jccos0+j'  =  o; 

les  deux  dernières  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  axes.  L'origine  est  centre  de  la  courbe,  et,  en  même 
temps,  un  point  double  5  les  deux  tangentes  sont  toujours 
réelles  \  les  tangentes  au  point  double  sont  des  tangentes 
d'inflexion. 

Lorsque  0  =  90  degrés,  l'équation  (2)  se  réduit  à 

ce  résultat  est  immédiatement  visible,  d'après  les  remar- 
ques faites  sur  les  coniques  S. 

La  construction  de  la  courbe  (2)  n'oiïrc  aucune  diifi- 
culté  \  il  suffit  de  remarquer  que  l'équation  (2)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

,       'ï'  f'os'  9  ,         ,    , ,         ,   . 
(3)  xy{y  cosÔ+a:)(.rcos9-f-j) -. ^'  +  /ix)(  r4-*x)  =  o. 
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«n  posant 

C'  =  rt*  -J-  ^*  —  2rt'  b-cos  2  9, 
n--\-  1/-  —  C'' 


/.= 


i a- ros  9 


?,  û'cosQ 

A  Cl  A  sont  des  quantités  positives,  si  9  <^go  degrés:  elles 
sont  négatives  si  6^90  degrés. 

Si,  par  exemple,  nous  supposons  9<^go  degrés,  il  est 
facile  de  vérifier  qu'on  a  toujours 

//  ■<  cas  0  •< <[  A. 

cos9 

Si  l'on  suppose  ô  ^  90  degrés,  on  peut  poser 
9=180"  — 9,,     où     9,  <9o"; 
léquation  de  la  courbe  devient 

xjr(j: — jcos9,)  (7  —  a:c()s9|) y '-{f  —  /ix)  [y —  Xx)  =  o, 

et  l'on  a  encore  les  inégalités 

h  <<  cos  9,  <" <"  A. 

^  ^cos9, 

On  voit  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  relatives  de 
<2,  b  et  9,  la  forme  essentielle  de  la  courbe  reste  la  même. 

Note  du  rédacteur.  —  La  première  des  deux  questions 
proposées  pour  l'admission  à  l'Ecole  INormale,  ou,  si  l'on 
Teut,  la  première  partie  de  la  ([uesiion  proposée,  se  ré- 
sout, comme  on  vient  de  le  voir,  au  moyen  d'un  calcul 
qui  est  simple.  Pour  en  trouver  la  solution  sans  aucun 
calcul,  il  suffit  de  se  rappeler  que  le  lieu  géométrique  du 
centre  d'une  conique  circonscrite  à  un  quadrilatère  donné 
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est  une  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  les  milieux 
des  côtés  et  des  diagonales  de  ce  quadrilatère,  et  par  les 
points  d  intersection  des  côtés  opposés  5  car  il  résulte 
immédiatement  de  cette  proposition,  que  le  lieu  du 
point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  AA'  (p.  358), 
menée  à  une  conique  passant  par  les  points  B,  C,  et  tan- 
gente à  AA'  au  point  A,  est  une  autre  conique  circon- 
scrite au  parallélogramme  ABGD,  et  dont  un  cinquième 
point  E  s'obtient  en  prenant  sur  la  droite  donnée  AA' 
une  distance  AE  double  de  la  distance  de  A  au  point  de 
rencontre  G  des  droites  AA',  BC.  Les  tangentes  menées 
à  celle  dernière  conique,  aux  extrémités  B,  C  de  son  dia- 
mètre BC,  sont  parallèles  à  la  corde  AE  qui  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  ce  diamètre;  il  est  facile 
d'en  conclure  que  la  tangente  au  point  A  est  conjuguée 
harmonique  de  A  A',  par  rapport  aux  droites  AB,  AC. 

La  seconde  partie  de  la  question  proposée,  relative  ati 
lieu  des  foyers  des  coniques  circonscrites  à  un  parallélo- 
gramme donné,  ne  se  résout  pas  avec  la  même  facilité, 
elle  exige  quelques  calculs. 

Le  savant  professeur  à  qui  l'on  doit  la  solution  donnée 
(p.  36o  et  suiv.)  a  trouvé  l'équation  du  lieu  géométrique 
des  foyers,  par  des  calculs  au  sujet  desquels  il  «  rappelle 
que  le  foyer  d'une  conique  peut  être  défini  analyiique- 
inent  :  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  nul  doublement 
tangent  à  la  conique  (*).  »  Comme  cette  définition  ne  se 
trouve  encore  dans  aucun  ouvrage  élémentaire  écrit  en 
français,  il  se  peut  qu'elle  ne  soit  pas  connue  de  tous  les 
candidats  aux  Ecoles  Normale  et  Polytechnique.  C'est  ce 
qui  me  détermine  à  inditpier  un  autre  moyen  d'obtenir 
réquatiou  du  lieu  cherché,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 


C)  lîii  des>  poiiils  i ni ag il). lires  siliiéb  sur  la  ilireclrice  corrcspoiidanlc  an 
foyer. 
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savoir  qu  un  foyer  est  le  centre  d'une  circonl'éreuce  nulle, 
doublement  tangente,  etc. 

Pour  plus  de  précision,  je  suppose  que  la  conique  cir- 
conscrite au  parallélogramme  ABCD  (p.  358)  soit  une 
ellipse  5  je  désigne  par  ia  son  grand  axe,  et  par  F,  F'  ses 
foyers.  De  sorte  que 

AF-h  AF'  =  2fl 
ou^  parce  que  AF'  =  DF, 

AF  +  DF  =  2«. 
De  même, 

BF  +  CF  =  2  ^î  ; 
donc 

AF  —  BF  =  CF  —  DF. 

Cette  dernière  égalité  montre  que  le  point  F  appartient 
à  la  fois  à  deux  hyperboles  ayant  respectivement  leurs 
foyers  aux  points  A,  B  et  C,  D,  et  dont  les  axes  traus- 
verses  ont  la  même  valeur.  Eu  outre,  les  droites  AB,  CD 
sont  égales  et  parallèles  ;  donc  ces  hyperboles  sont  égales 
et  semblablement  placées. 

Actuellement,  je  prends  pour  axe  des  x  une  parallèle 
aux  droites  AB,  CD,  menée  par  le  centre  M  de  la  conique 
circonscrite  au  parallélogramme  ABCD  5  et  pour  axe 
desy  une  perpendiculaire  élevée  à  l'axe  des  x  au  point  M. 
Puis,  je  nomme  a,  |S  les  coordonnées  du  milieu  de  CD: 
2fl,  aZ»,  les  axes  d'une  hyperbole  ayant  ses  foyers  en  C 
et  D  ;  et  ic  la  droite  CD.  Les  équations  des  deux  hyper- 
boles égales  seront 

(i)  fl=(/  — P)^  —  é'(j:  — «)'=  —  fl=6' 

(2)  rt=(r  H-P)-  — 6'(.r-(- a)^= — n'b'', 

et,  de  plus,  on  aura 

(3)  «^^-Z)'  =  c^ 
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Pour  déterminer  Téquationdu  lieu  des  foyeis  F,  il  faut 
éliminer  rr.  Z>^,  entre  les  relations  (i),  (2),  (3).  Or,  c'est 
là  une  élimination  bien  facile  à  elfectuer,  car  la  soustrac- 
tion des  équations  (i),  (2),  donne  immédiatement 

(4)  «'p7  —  /?V.a7  =  o; 

et,  des  équations  (3)  et  (4),  ou  tire,  par  un  calcul  des 
plus  simples, 

a' = ,      o' = ■ 

ax-\-  ^y  a.a:-\-  ^y 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  a',  /;^,  par  ces  valeurs 
dans  l'équation  (i)  ;  il  en  résulte  successivement 

u.x{y — p)- — pj{-^  —  ot.Y  C'y.p.xy 


«^  -t-  fr        ~  ~  (a^-j-f;j)2  ' 

(5)  {xy  —  a  p  )  (aj—  p.r)  (a  J-  +  f.r)  =  —  f^a  p  J-J, 

ce  qui  est  Téquation  cherchée. 

Quand  l'angle  BAC  est  droit,  a  =  o,  et  l'équation  (5) 
se  réduit  à  {xj'Y  =  o. 

Elle  représente  alors  le  système  de  deux  droites  menées 
du  point  M,  parallèlement  aux  droites  AB,  AC.  Cela  doit 
être  en  effet,  puisque  les  axes  de  tonte  conique  circon- 
scrite à  un  rectangle  sont  parallèles  à  ses  côtés,  et  que 
les  foyers  d'une  conique  appartiennent  nécessairement  à 
l'un  de  ses  axes. 

Dans  le  cas  général  où  l'angle  A  n'est  pas  droit,  on 
rendra  plus  facile  la  construction  de  la  courbe  que  l'équa- 
tion (5)  représente,  en  la  lapportant  à  des  coordonnées 
polaires,  au  moyen  des  formules 

X  =  p  cosw,     y  =z  p  siri  w. 


(  367  ) 
Afin  d'obtenir  sous  sa  forme  la  plus  simple  l'équation 
résultant  de  ce  changement  de  coordonnées,  nous  remar- 
querons qu'eu  désignant  par  2  Z»  le  côté  AC  du  parallé- 
logramme ABCD,  les  coordonnées  rectilignes  a,  o,  du 
milieu  de  CD,  ont  pour  valeurs 

b  ces  A,      h  sin  A. 

En  remplaçant,  dans  l'équation  (5),  x,y  a^^  par 

p  cos  w,     j3  sin  w,     ècosA,     A  sin  A, 

et  ayant  égard  aux  formules 

1  .  I    . 

sm  w  cos  w  =1  -  sm  -2  w,     sin  A  cos  A  =  -  sm  2  A, 

2  2 

(sin  w  cos  A  —  sin  A  cos  w)  (cos  w  cos  A  +  sin  A  cos  w  ) 
I    .       ,  , 

=  -  SU!  2    M  A), 

2 

on  trouve 

(p'  sin  2  w  —  è-sina  A)  .sin 2  (w  —  A)  =  —  c' sin  2  A.  sin  2  w; 
d'où 

(6)  p^=:sin2Al-: 


sm  2  w        sin  ■?.  (w  —  A) 

G. 


SOLljTIO^'  DE  QIJESTIOKS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question  663   [seconde  solution) 

(Toir  2*  série,  t.  II,  p.  336); 

Par  m.   a.  S.,  Abonné. 

Les  points  milieux  des  vijigt-huit  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans 
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U7i  télracdie  quelconque  sont  sur  une  même  suijace  du 
troisième  ordre  qui  contient  les  arêtes  du  tétraèdre. 

(E.  Beltra:mi.) 
Je  prends  le  tétraèdre  pour  tétraèdre  de  référence  et  je 
suppose  les  paramètres  de  référence  égaux  à  l'unité.  Je 
désigne  par  A,  B,  C,  D,  V  les  aires  des  faces  du  tétraèdre 
et  son  volume,  et  je  rappelle  que  les  coordonnées  x^j, 
z,  t  d'un  point  vérifient  la  relation 

A^4-  B7  4-Cz  +  D^=  3V. 

Cela  posé,  la  surface  dont  l'équation  est 

A       B       C        D 

-H 1 \ =  0 

.r  y         z  t 

satisfait  à  toutes  les  conditions  de  Ténoncé. 

Il  est  évident  d'abord  qu'elle  passe  par  les  arêtes  du 
tétraèdre;  de  plus,  les  sommets  du  tétraèdre  sont  des 
points  doubles  de  la  surface.  En  effet,  je  cherche  l'inter- 
section avec  une  droite  passant  par  le  sommet  A  (}  =iij3/, 
2  =  y/)  -,  je  trouve 

A^yf  -1-  B7j:^=  +  C[i.r^'H-Dpyj:^'=:  o  ; 

le  premier  membre  est  divisible  par  t^,  donc  le  point  est 
un  point  double.  Cette  droite  sera  tangente  si  l'on  pose 

B-z  +  Cfi  -4-Dfiy  =0. 

Donc  le  cône  des  tangentes  au  sommet  A  a  pour  équa- 
tion 

B       C       D 

_  _1 1 =  o. 

y        z  t 

Il  en  est  de  mèn\e  pour  les  autres  sommets.  * 

Je  dis  de  plus  que  les  points  milieux  des  vingt-huit 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres  des  sphères 
inscrites  sont  sur  cette  surface.  Ces  centres  sont  à  l'inler- 
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seclioii  des  plans  bissecieuis  des  dièdres  du  tétraèdre.  Les 
coordonnées  du  centre  vérifient  donc  les  relations 

,r,  =:  y,  =:  S|  =r  t,  ,  .r-,  =  J'-i  =  2^  =  —  ^2 

X-i  —        J  ;  —  —  Z;  ^:^  /;,       J-'jï  :^^  —  7's  ::^  —  Z^  ^^  —  ts  j 

et  la  relation  générale 

Ax-f-Bj  +  Cc  -f-  D^  =  3V. 

Les  coordonnées  du  point  milieu  de  la  droite  1,2  par 
exemple  sont 

^1    +  •»-.             Jl   +  J2              Z,  H-  22               ^1    —  t, 
,  , ,  . 

2  2  2  2 

Or, 

A.r,  H-  Bj,  H-Cz,  +  D?,  =3V, 

Asc,  -+-  B.) ,  +  Cz,  —  Da  =  3V; 
les  coordonnées  du  point  milieu  sont  donc  de  la  forme 

.r'=j' =z'  =  /!(A  +  B4-C),     t'  =  —  /.D. 

Ces  coordonnées  vérifient  évidemment  l'équation  de  la 
surface,  car  on  a  identiquement 

A  B  CD 

-f-  -: î^ ;;  —  ^  =  o- 


A  +  B  +  C       A-f-B  +  C        A-hB-f-C        D 

Les  coordonnées  des  points  milieiix  auront  d'autres 
formes  que  celles  que  nous  venons  de  voir,  mais  elles  se 
ramènent  aux  formes  dont  les  types  sont  par  exemple: 

[x=j.-=/!-(A  +  B),     2  =  ?  =  — /-(C+D)], 
[x=:r  =  2  =  A  (AH-B  +  C),      t  =  —/,'D]; 

[j  =  2  =  — f~.+  /- iB-f-C — D),  x= — /-A]; 
[x=_f=/(A-D],     —z=y  =  -/,{îi-C)],' 
Ann.  de  Malhi'mat.,  1''  série,  l.  111.  (Août  iSG/j.  )  24 
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où  Xy  j,  2,  t  sont  les  coordonnées  d  un  point  milieu  el  k 
une  constante  arbitraire.  Il  est  facile  de  voir  que  ces 
coordonnées  vérifient  l'équation  de  la  surface  indiquée 

A       B       C        D 

-H \ H  — =  o. 

.T  J  Z  t 

Je  remarque  que  cette  équation  est  tout  à  fait  semblable 
à  celle  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle.  La  sui'face 
qu'elle  représente  jouit  d'une  propriété  analogue  à  celle 
du  cercle,  qui  est  la  suivante  : 

Les  pieds  ries  perpendiculaires  abaissées  d'un  point 
de  la  surface  sur  les  faces  du  tétraèdre  sont  dans  un 
même  plan. 


En  effet,  on  a  la  relation 

/  A  = 


B= 


(0 


I 

ces  zy  ces  tj 

/\ 

/. 

coszy 

I        cos  zc 

/x 

/\ 

ces// 

cos 3^             I 

/\ 

/\ 

I 

cos.rc 

cosxt 

cosxz 

I 

cos  zt 

/\ 

/\ 

cos  tt 

coszt 

1 

c- 


D= 


I       cosxy  cosjct 

COSJ.r          I          COSJ^ 

l 

costx  costy       I 

/-\                /X 

I 

cnsxj'  cosxz 

/^ 

/•\ 

COSXf 

I         COSJZ 

/\ 

/\ 

coszx 

cos:;j      1 

L'équation  de  la  surface  est 

Ajzt  +  Bj"Z/H-  C.ryt  -i-Bxfz  =  O. 

Je  remplace  A,  B,  C,  D  par  les  quantités  proportion- 
nelles indiquées  par  la  relation  (i).  Or 

1  COS/2    C03J  i 


yzt 


cos zy        1        cos-f 
costy   cos tz        I 
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égale  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  formé  avec  les  per- 
pendiculaires aux  faces j  =o,  z  =  o^  t  =  o.  Les  autres 
termes  ont  une  signification  analogue.  Donc  : 

La  somme  algébrique  des  volumes  des  tétraèdres  ob- 
tenus en  prenant  trois  à' trois  les  perpendiculaires  aux 
faces  du  tétraèdre  menées  d'un  point  de  la  surface  est 
nulle;  donc  enfin  les  pieds  de  ces  quatre  perpendicu- 
laires sont  dans  un  même  plan . 


Question  681 

(voir  page  72); 

Par  m.    de  SAINT-PRIX. 

La  seconde  égalité  de  la  question  081  n'est  démontrée 
par  M.  de  Virieu  que  dans  le  cas  particulier  où  les  angles 
a,  5,  c  sont  liés  entre  eux  par  la  relation 

a  H-  /;  -h  c  =  (  2  /•  4-  I  )  TT. 

Je  me  propose,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  traiter  la  ques- 
tion d  une  manière  générale. 

Dans  la  démonstration  que  j'avais  voulu  en  donner,  et 
qu'une  erreur  de  calcul  rendait  illusoire,  j'étais  arrivé  à 
la  relation 

cosfl  cosfl  cos^  cash 


sinccosé        sin^cosc       sina  cosc       sinccosa 
cosr  cosc 


o. 


sinècosfl        sine/ rosé 

On  peut  l'écrire 

cosa  sin 9. a  sin  (7;  —  c)  +  ces  6  sin  •î  /;  sin  ( c  —  a) 

-\-  ces  c.  sin  :>.  r  sin  (  o  —  /;  )  =  o . 

A  l'aide  des  formules  qui  changent  un  produit  de  sinus 
en  une  différence  de  cosinus,  celte  égalité  peut  s'écrire, 

.4. 
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après  avoii'  rliassé  le  dénominaleur  (jui  est  numérique, 
cosrt  [cos(2<7  —  /;  -I-  r)  -f-  cos  (aa-f-  b  —  r)]   \ 
■+■  cosb  [cos (2 b  —  c  -{-  a)  ->r  cos  (2 6  +  c  —  «)]   >  =  o. 
H-  cos  c  [  cos  [ic  —  a  -\-  b)-\-  cos  [ir  -\-  a  —  ^  )  ]  j 

En  développant,  faisant  les  réductions  et  recomposant  les 
termes  deux  à  deux,  l'égalité  devient 

cos(«  —  6  H- 3c) — cos(rt —  h  —  3c)    i 
-+-  cos  [b  —  c  +  3«)  —  cos  [b  —  c  —  3rt)    .  =  o, 
H-  cos  (c  —  «  +  3  />  )  —  cos  (  c  —  n  —  Zb)  ) 

ou,  en  transformant  les  différences  de  cosinus  en  produits 
de  sinus, 

sin  [a  -\-  b  -ir  c)  sin  [n  —  b)  sin  [n  —  c)  sin  (c  —  ^)  =  o  (*). 

Pour  qu'un   produit  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un 
des  facteurs  du  produit  le  soit. 

La  condition 

sin(  (7  -)-  /;  -H  c )  =:  o 

donne  la  relation 

a-\-b-\-c=^kT: 

entre  les  angles  a,  h^  c  (A  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque). 

La  condition 

sin  (a  —  ^)  =  o 
donne  la  relation 

a  —  b  z=z  li^TT, 

a  —  b  =  o. 

On  retrouve  ainsi  que  si  deux  arcs  sont  égaux,  le  troi- 
sième quelconque,  la  relation  (2)  est  vérifiée. 

Les  deux  autres  facteurs  donneraient  lieu  aux  mêmes 
remarques. 

C)  Cette  transComiation  nous  a  aussi  été  indiquée  par  INI.  J.  B.,  abonne. 


/. 
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QuesUon   09()    (MicHAEL    Robkivxs)  ; 

Par  m.   BOUTMY, 

Elève  au  lycée  Saint-Louis  (classe  de  !\1.  Vacquant). 

M.  Michaël  Roberls  propose  de  démontrer  le  tableau 
suivant  relatif  à  la  réalité  des  racines  de  l'équation 

(  I  )  .r"  +  5/5X  ■  -h  5p''.T  -i-  q  =  o  : 

(2)  P^  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires, 

3)       <  r/^  /     <^in'l  racines  réelles. 


{'''■^j<°\ 


(4)      '  n-  \     une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 


(.+|>o( 


Je  remarque  d'aboid  que  le  tableau  peut  se  réduire  aux 
deux  conditions  suivantes  : 

(5)  p"  -t-  -7-  ^  O5   un^  racine  réelle,  quatre  imaginaires, 

4 

(6)  />'  +  -7-  <C  '^j  '-'"'l  '«icines  réelles. 

4 

En  effet,  si  l'on  a  p  positif,  on  aura  nécessaijemeni 

7,1^  -f-  —  posiiif,  donc  la  condition  (5)  tient  lieu  des  deux 
4 

conditions  (2)  et  (4)  '-,  de  même,  si  Ton  a  /;^  +  —  négatif 

on  aura  nécessairement  /;  négatif;  donc  la  condition  (6} 
sulîit  pour  remplacer  la  condition  (3). 

Je  vais  résoudre   léqualion  proposée  pai-  une  nietliodc 
analogue  à  celle  que  l  ou  suit  pour  résoudre  algébrique- 
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ment  l'équation  du  troisième  degré 

x'^  -\-  px  4-  «y  ==  o. 
Posons 

a.-  =  j  +  3, 

l'équalïon  (i)  deviendra 

[y  +  zy  +  5/j(f  -hzy-i-5/r{f  +  2)  4-  7  =  o, 
ou,  en  groupant  les  termes, 

j^  +  s-'  -f-  7  +  5( j z  -f- z:») (  j  =  +  z^ -J-  2J2-  -h  -ir'z  +  pj  +  /5Z)  =  o . 
Si  l'on  établit  entre  7  et  z  la  relation 

fZ=  —p, 
^y  j  <  on  aura 

(  j^  -4-  z^  =:  —  q. 

Je  remarque  que  les  racines  de  ce  système  sont  les  ra- 
cines du  système 

(8)  (r^^z^  =  -,, 

qui  rendent  le  produit  j,r  réel. 
Le  système  (8)  donne 


Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

1°  r*  et  z^  sont  imaginaires,   ce  qui  eiiiraine  la  condi- 
tion 

7'         .     ^ 

a"  >  •'^  et  z'"  sont  réels,  ce  qui  entraîne  la  condition 


(  37:>  ) 

1°    -y-  -{-  p"  <^'  o   et  par  suite  p  <^o.  —   Dans  ce  cas, 
4 
je  dis  que  l'équalion  proposée  a  ses  cinq  racines  réelles,  el 

je  vais  indiquer  la  marche  à  suivre  pour  les  calculer  : 

Puisque  p°  -\-  -y  esi  négatif,  les  valeurs  de  >^  el  de  c^ 
sont  imaginaires  et  peuvent  s'écrire 

j5  :::3  R  (cosa  +  /  sJHa),        z'  =  R(co5a  —  /  sinj;), 
en  posant 


.^=^ 


R  =r   y /-»■'  ,       COS  a  = -; . 

par  suite  nous  aurons,  A  et  A'  prenant  les  valeurs  o,  i, 
2,  3,  4, 

a  -h  :>,  /(  ir         .  .     a  H-  2  /■  tt  ' 


/  =  R  M  ces 


5  5 


z  =  R M  ces / sin ;= 1 

V         5  5     y 

'  ,'                y.  -J-  -2  /,'-  .  y.  -h  ^^'■k\ 

=  R  M  COS r h  /  sin  — 


doù 


yz  =  R' 


5 


rns 


A  et  A'  étant  plus  petits  que  5,  leur  différence  ne 
pourra  être  un  miiltiple  de  5;  donc  jz  ne  sera  réel 
que  si  A  est  égal  à  /.'. 

Ainsi;  pour  former  la  somme  y -h  z,  c'est-à-dire  x, 
nous  choisirons  des  valeurs  de  1  et  de  z  ayant  même  ar- 
gument :  cela  nous  donnera 

{         a  -f-  2  /  n 
5 
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a"  7?^  -h  -7-  >  o.  —   Alors  les  valeurs  de    r^  et  de  z'" 
4 

sont  réelles  5  soient  A  et  B  les  racines  cinquièmes  réelles 

(]e  _  _  +  y/  _  +  ;>^  et  _  _  _  ^  ^  +  p'  •  soil  aussi 

a  une  racine  cinquième  imaginaire  de  l'unité. 
y  aura  les  valeurs 

A,  A  a,      Aa%      Aa%      A  a% 
et  Z  aura  les  valeurs 

B,  Ba,      Ba^      Ba%      Ba'. 

Le  tableau  suivant  montre  les  cinq  couples  de  valeurs 
dej^  et  de  zqui  donnent  pour  j'^z  une  valeur  réelle  et  par 
suite  une  valeur  convenable  pour  x  : 


j,  =  A, 

z,  =B, 

J,^,=r  AB, 

r,  =  A  +  B, 

y-.  =  A  a, 

z-,  =  Ba', 

j,z,  =  AB, 

.r,  =Aa   4-  Ba*. 

y  3  =  Aa-, 

2,  =  Ba% 

r,z,  =  AB, 

.^3  =  Aa^+Ba^ 

j4  =  Au\ 

c,  =  Ba% 

y,z.  =  AB, 

.r^  =  Aa^'+Ba'. 

y,  =  A  a", 

c,  =  Ba, 

y,z,  =  AB, 

.rj  =  Aa'H-Ba. 

On  voit  qu'il  y  a  pour  x  une  seule  valeur  réelle  x,  et 
quatre  valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux. 

On  calculera  A  et  B  au  moyen  d'une  tangente,  ou  d'un 
sinus  auxiliaire  suivant  que  p  sera  positif  ou  négatif, 
comme  on  le  fait  pour  l'équation  du  troisième  degré. 

3"  —  +  /;■'  ^  ().  —  Dans  ce  cas  B  est  égal  à  A  ;  si  on 

reaiplace  B  par  A  dans  les  valeurs  précédemment  liou- 
vées  pour  x,  on  voit  qu'il  vient  : 

j:,  =^  2  A, 

.r,  =  A  (a  +  a'  )  =r  .r,, 
.r.,  =  A  ( y.'  ]-  a"  )  =  .r^ . 
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Ces  cinq   laciiies   sont  réelles,  car  a  »'l  a'*,  ar  cl  a.^  sont 
des  quanlités  imaginaires  conjuguées. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  ^  -h  p'"  est  nul.  Téqualioii  a  ciiuf 
4 
racines  léelles,  savoir  : 

Une  racine  simple        x,  =  2  i  / -, 

—  1  -+-  v/5    y    7 

Une  racine  double        x,  =  .r^  =: i  / ? 

2  V  2 

—  1  —  V  5      ^         q 
Une  racine  double        .r,  =  x,  =  •  i  / ? 

2         V       2 

iVoie.  —  La  question  a  été  traitée  à  peu  [.rès  de  la  même  manière  jiar 
MM.  Cousin,  Jaulroid  et  Réalis.  Ce  dernier  remarque  que  l'équation  de 
Al.  Roberts  est  un  cas  particulier  de  certaines  équations  résolues  par  Moivre, 
et  nous  envoie  sur  ce  sujet  un  Mémoire  que  nous  insérerons  bientôt. 


Même  question  5 

Par    m.    ROUSSEAU, 

Élève  du  lycée  Charlemagne  (classe  de  M.  Hauscr  1. 

Appliquons  à  celte  équation   le  tliéorèuie  de  Rolle;  la 
dérivée  du  premier  membre  égalée  à  zéro  stMa 

.r'  -i-  2>  p.T-  -\-p'-  z=  o , 

dont  les  quatre  racines   rangées   par  ordre  de  grandeur 
ilans  le  cas  de  p  <C  o  sotit 


3  +  V/5  ./         3— v5 


1  /         3  +  v/5  ,  / 


.  /         3  —  V  5  .  /         3  -1-  V  5 

Pont    que    les  citiq  racines   de  1  équiilidii  pioposée  soient 
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réelles,  il  faut  que  les  résultats  des  substitutions  de  +  oo  , 
des  quatre  quantités  ci-dessus,  et  de  —  oo  à  a:  dans  cette 
équation,  donnent  des  résultats  alternativement  positifs 

et   négatifs.    Or,    la    substitution   de   ±:  V/  — p 
dans  la  fonction 

donne 

/?=(iZjrv/5); 
et,  comme  l'équation  proposée  peut  s'écrire 

X  [x''  -+-  5/>x-  +  5/J-  )  -f-  q, 

les  résultats  de  toutes  les  substitutions  sont  compris  dans 
la  formule 

Par  suite  toutes  les  conditions  de  réalité  seront  remplies  si 

•     n'  / 
•I 

Si  p^  -\-  y-^  o,  les  racines  de  la  dérivée  ne  sépareront 

pas  celles  de  la  proposée,  et  il  y  aura  quatre  racines  ima- 
ginaires. 

Enfin,  si  p^o,  la  dérivée  a  toutes  ses  racines  imagi- 
naires, et  par  suite  la  proposée  n'a  qu'une  racine  réelle. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Bailly,  Leclère;  Grassat  et  Vialay, 
élèves  du  lycée  de  Lyon;  A.  T.  et  E.  G.,  élèves  du  collège  Chaplal  ;  du 
Mesnil  ;  Massing,  élève  de  M.  Moutard;  Mirza-lN'izain. 
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CORRESPONDAIVCE. 


Un  professeur  nous  communique  uue  solution  de  la 
question  proposée,  cette  année,  au  concours  des  Lycées 
de  Paris,  pour  les  classes  de  mathématiques  spéciales. 

Cette  solution  oflfre  une  application  remarquable  de  la 
méthode  qui  consiste  à  exprimer  chacune  des  deux  coor- 
données variables  d'un  point  en  fonction  d'une  nouvelle 
variable  indépendante.  Pour  mettre  en  évidence  l'utilité 
de  cette  méthode,  la  question  proposée  a  été  on  ne  peut 
mieux  choisie. 

En  voici  d'abord  l'énoncé  : 

Une  parabole  étant  donnée,  ou  mène  par  le  pied  de  sa 
directrice  une  sécante  i^ectiligne  quelconque,  et  par  les 
deux  points  d'intersection  on  fait  passer  une  parabole 
égale  à  la  première  et  dont  l'axe  soit  perpendiculaire  à 
celui  de  la  parabole  donnée  :  trouver  le  lieu  géométrique 
du  sommet  de  la  parabole  mobile. 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  la  directrice  et 
l'axe  de  la  parabole  fixe,  et  nommant  ip  le  paramètre; 
a,  o  les  coordonnées  du  sommet  de  la  parabole  mobile; 
m  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  :  les  cooidonnées 
x,  y  des  points  communs  à  ces  trois  lignes  seront  liées 
entre  elles  par  les  relations 

(l)  _^._2yW^-_'Ç)=0, 


(2)  (.^_a)^'_2y.(g— J)  =  0(*), 

(3)  y  =  nix. 


(*)  Par  les  deux  points  d'intersection  de  la  sécante  et  de  la  parabole 
donnée,  on  peut  faire  passer  deux  paraboles  satisfaisant  aux  conditions  du 
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Eliminant   ) ,  il  \ienl  : 

(4)  „i^.r'  —  'xp(j:—t\   =o, 

(5)  (x  —  Cf.]-  —  2.p  (6  —  mr)  =  o. 

Les  équations  (4)  el  (5)  devant  admettre  les  mènies 
racines  ont  nécessairement  leurs  coefficients  proportion- 
nels, donc 

m'  p        /?' 

I  a  —  pm        y}  —  2  /?  ê 

C'est  au  moyen  de  ces  dernièi  es  relations,  qui  donnent 
facilement  les  valeurs  des  coordonnées  a,  ê,  en  fonction 
de  la  variable  indépendante  m,  que  notre  correspondant 
détermine  la  forme  du  lieu  cherché,  par  la  séparation  de 
ses  différentes  branches  qui  ont  pour  asymptotes  les  pa- 
raboles 

Cl? — 2/;6  =  o,       a- — 2/;<5 y.p::=0, 

et  en  faisant  connaître  toutes  les  particularités  que  pré- 
sente chacune  de  ces  branches. 

La  même  solution  est  aussi  déduite  de  i'écjuation  du 
lieu,  qu'on  obtient  en  éliminant  l'indéterminée  m  entre 
les  relations  (4)  et  (5).  Celte  étjuation  est 

(6)  ('-'•'—  ■2/>'5)  (a'  —  2/;g  —  P'J-Y  =  p''. 
On  V  satisfait  en  posant 

(7)  a=-   3/.6   =:>./y-% 

(8)  y?—-J.p^.  —  py.=  ^, 

y'). 

quelle  que  soit  la  valeur  allribuée  à  1. 

l'éiioiKH'.  L'équation 

{.r-y.y — 2;j(G— r)  =  o 

se  ru|)|>oi'lo  à  lutio  de  ces  deux  courbes;  |i(Uir  ranlrr,  il  laudi  ail  ocrire 

(x  —  k)  -  +  •!  /)  (g  —j-)  =  o . 
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D'où 

T 


(9)  -"('-.a 


-f[(>-^)'-: 


Les  équations  (y)  et  (8)  montrent  que  les  paraboles 

a-  —  9.  /;  €  :=  o ,       a^  —  2  /J  S  —  /j  a  ==  G  , 

sont  asymptotes  à  la  courbe,  elles  valeurs  (9),  (ro)  de  a,  ê, 
déterminent  ses  différents  points. 


REPONSE  A  UN  ABONNE, 

AU    SVJET    DE    CETTE    PROPOSITION     QUE  : 

Si,  dans  le  premier  membre  de  V équation  f  {x , y)  =  o 
d\ine  conique,  on  remplace  les  coordonnées  cou- 
rantes X,  }  ,  par  les  coordonnées  a,  ê  d'un  point  non 
situé  sur  la  courbe,  le  résultat  f  [oc ^  ê)  de  la  substitution 
et  le  discriminant  A  de  l'équation  proposée  auront  le 
même  signe,  ou  des  signes  coîitraires ,  sui\^ant  que  le 
point  [oc,  ê)  sera  intérieur  ou  extérieur  à  la  courbe. 

Eu  représentant  la  conique  par  Téquation 
(i)         a.r"^  -f-  a'j''  -+-  7.  b"xy  +  2  b'.v  -\-  n  bj  +  a"  =  o , 
le  discriminant  est 

an'a"  -+-  2  bb'b"  —  ab'  —  a'b'-—  a"b"\ 

Dans  le  cas  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  les  coor- 
données a,  D  du  centre  ont  les  valeurs  finies 

a'b'  —  bb"       ab  —  b'b" 


b"^  —  aa'         b"^  —  aa' 
La  substitution  de  ces  valeurs  dans  le  premier  membre 
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de  1  équalion  (i)  donne 

{^a'h'—bb")b'-^{ab—b'b")b 

b"^-aa' ^'^    ' 

OU 

nb^-^  a'b'^  +  a"b"^  —  aa' a"  —  i  bb' b" 
y-'  —  aa' 

On  a  donc 

(2)  /(^■'^)  =  7     ^ 


b"^ 


Quand  la  conique  est  une  ellipse,  le  centre  est  un  point 
intérieur,  et,  de  plus,  la  différence  ad —  h"^  est  positive. 
La  relation  (2)  montre  que/^(a,  o)  et  A  ont,  alors,  le  même 
signe,  ce  qui  aura  lieu,  aussi,  pour  tout  autre  point  inté- 
rieur, puisque /(a,  ê)  ne  changera  pas  de  signe. 

Si  l'équation  (1)  représente  une  hyperbole,  on  aura 

aa'  —  b"--<:^çy^ 
et  par  suite 

mais,  dans  ce  cas,  le  centre  est  un  point  extérieur  ;  donc, 

la  proposition  est  démontrée  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole. 

Lorsque  l'équation  (1)  appartient  à  une  parabole,  on  a 

aa'  —  h"'^  =  o, 

et  les  coefficients  <3,rt' ont  nécessairement  le  même  signe; 
on  peut  les  supposer  tous  deux  positifs. 
Le  discriminant  se  réduit  à 

o.bh'b"  —-  ab-  —  a'b'\ 
Et,  parce  que 

6"  =  ±:  y/^, 
on  a 

(3)  i^  —  —  [b  \fâ  ±L  b'  sfâ")' 
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D'autre  part;,  l'équation  (i)  prend  la  lornie 

(4)  {x\fâ±y  \J a'f  -h  a  b'x-\-  ib"y  H-  «"  =  0. 

La  droite  représentée  par 

ib'x  +  Q.b"y  +  rt"  =  0 

touche  la  parabole  au  point  de  rencontre  de  cette  courbe 
et  du  diamètre 

Tout  autre  point  de  la  tangente  est  extérieur  à  la  courbe  -, 
la  substitution  de  ses  coordonnées,  a,  c,  à  x.y^  donne 

(5)  f{y.,^.)  =  [o.fa±?.s]'^f; 

doncy^(a,  ê)  et  A  ont  des  signes  contraires.  Et,  par  con- 
séquent, la  proposition  énoncée  convient  aussi  à  la  pa- 
rabole. (.1. 


BILLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  k  la  librairie 
de  Gaulhier-Villars,  quai  des  Augiistins,  .îô.) 


xxxm. 

CoDAZzA.  (Giovanni),  professeur.  —  Il  principe...  Le 
prince  Boncompagni  et  V Histoire  des  sciences  ma- 
thématiques en  Italie.  In-8  de  28  pages.  Milan-,  1864. 
(Extrait  du  Polytecnico,  revue  scientifique  de  Milan.  ) 

M.  Terquem  a  reconnu  plusieurs  fois,  dans  les  Nouvelles  An- 
nales, le  mérite  cl  le  haut  intérêt  des  publications  du  |)iince 
Boncompagni.  ]Nous  empruntons  à  l'arlicle  de  !\î.  Codazza  la 
liste  des  travaux  du  savant  prince  : 


(  ;^84  ) 

Sur  (juei<|uos  progrès  tie  la  l^hysique  en  Ilulie  au  xvi''  siècle  et 
an  xvii"  siècle.  Rome;  1846. 

Sur  la  vie  et  les  œuvres  de  Gherard  de  Crémone,  traducteur 
du  xii'^  siècle,  et  de  Gherard  de  Sabionnetta,  astronome  du 
xiii^  siècle.  Rome;  i85(. 

Sur  la  vie  et  les  œuvres  de  Léonard  de  Pise,  mathématicien 
du  xiii^  siècle.  i852. 

Sur  quelques  ouvrages  de  Léonard  de  Pise.  Rome;  i854- 

Sur  la  résolution  des  équations  simultanées  .r^-f-^=j', 
.X'  —  h  =  z.\  Rome;  i855. 

Sur  une  propriété  des  nombres.  Rome;  i855. 

Opuscules  de  Léonard  de  Pise.  Florence;    i856. 

Écrits  inédits  de  Cossali.  Rome;   1857. 

Écrits  inédits  de  Léonard  de  Pise.  2  volumes  in-4-  Rome; 
1857  ^^  1862. 

Traités  d'Arithmétique  du  moyen  âge.  Rome;  1857. 

M.  le  prince  Boncompagni  a  encore  fait  les  frais  de  la  Compo- 
sition du  Monde,  par  Ristori  d'Arezzo,  publié  par  Narducci; 
1859. 

XXXIV. 

Le  Besgue  (V.-A.),  professeur  honoraire  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Bordeaux,  membre  correspondant  de 
rinslitul.  —  Théorème  sur  les  ellipsoïdes  associés, 
analogue  à  celui  de  F'agnano  sur  les  arcs  d  ellipse. 
In-8  de  8  pages.  (Extrait  des  Mémoires  de  la  Société 
des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux .) 

Ce  théorème  a  déjà  été  donné  par  M.  Le  Eesgue  dans  le  Jour- 
nal de  M.  Liouville,  t.  XI,  p.  33 1 .  Il  est  présenté  dans  ce  nou- 
veau travail  d'une  manière  plus  géométrique,  et  l'on  y  donne 
l'expression  des  zones  dont  la  différence  est  planiBable. 
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SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIYELLES  ANMLES. 


Question  614; 

Par  m.  Léon  DYRION, 
Elève  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales  du  lycée  de  Strasbourg. 

Je  vois  dans  le  tome  I,  i^  série,  p.  126,  question  614, 
cet  énoncé  de  M.  Mannheim  : 

Désignons  par  F  le  foyer  d'une  ellipse  donnée  j  en 
un  point  M  de  cette  courbe  menons  la  tangente  MT  qui 
coupe  le  petit  axe  en  T  et  projetons  le  point  T  sur  le 
rayon  'vecteur,  en  Q.  On  demande  le  lieu  du  point  Q 
quand  le  point  M  décrit  V ellipse. 

Ce  lieu  est  un  cercle,  non-seulement  quand  on  con- 
sidère le  point  T  d'intersection  de  la  tangente  avec  le 
petit  axe,  mais  encore  pour  une  droite  quelconque  per- 
pendiculaire au  grand  axe. 

Car,  soit  T  un  point  quelconque  5  menons  par  T  une 
droite  THN  tangente  à  l'ellipse  au  point  H  et  l'encon- 
trant  en  JN  la  directrice  DD'  correspondante  au  foyer  F. 
D'après  une  proposition  connue,  l'angle  iSFH  est  droit, 
et  si  TP  représente  la  perpendiculaire  abaissée  du  pointT 
sur  la  direction  du  rayon  vecteur  FH,  la  similitude  des 
triangles  rectangles  INFH,  TPH  donne 


FH 

HN 

HP' 

~ht' 

d' 

où 

FP 
FH 

NT 
]NH 

Ann. 

de  MalJu 

■mal,, 

,  2^ 

série,  t, 

,  m.  (Sep 

lenibre 

1S6',.) 

NT 

TT' 

NH  ~ 

~  HH' 

FP 

ÏT' 

FH  ~ 

"HH' 
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Abaissons  mainieiiant  sui"  la  diieclricc  DD'  les  per- 
pendiculaires TT',  HH'.  Les  triangles  rectangles  NHH', 
ISTT'  étant  semblables,  nous  aurons 


D'où 


et  par  conséquent 

FH  ,       c 

FP  =  Tï'  X  :=^  =  TT'  X  - 
HH  a 

Si  donc  TT'  est  constant,  la  distance  FP  sera  invariable; 
c'est-à-dire  que  si  le  point  T  décrit  une  perpendiculaire 
au  grand  axe  de  Tellipse,  la  projection  de  T  sur  le  ravon 
vecteur  FH  décrira  une  circonférence  ayant  pour  centre 
le  foyer  F. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite   décrite    par    le 
point  T  est  le  petit  axe  de  l'ellipse,  on  a 


et 


TT' 


(7-        r 

FP  =  -  X  - 

c         a 


Question  690: 

Par  IM.   Michel  LHOPITAL, 

Élève  du  lycée  de  Lyon. 

Éjvokcé.  —  Soient  a,  o,  y  les  angles  qu'une  droite  L 
fait  avec  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires  ^ 
A  la  distance  de  V origine  à  la  droite;  a,  b,  c  les  dis- 
tances  de    cette   même   origine  aux  projections  de  la 


(  -^87  ) 
droite  L  sur  les  trois  plans  coordonnés  ;  on  aura 

A-  =  a-  cos'a  -f-  b-  cos-ê  +  c'  COS-7. 

(LoBATTO.  ) 

Solution.  —  Soient 

X  =:  mz  H-  p,     y  =  nz  +  q 

les  équations  de  la  droite  L-,  on  aura,  d'après  une  for- 
mule connue, 

f  -  -h  <7^  -H  [mq  —  npY 


A'  =  ' 


171-  H-  /r  -f-  1 


Les  projections  de  la  droite  sur  les  trois  plans  coordon- 
nés ayant  respectivement  pour  équations 

X  =  mz  -t-  p,      j  =  nz  -h  (/,      niY  —  n.r  -f-  np  —  mq  =  o, 

on  a 

if  ,  a-  [np  —  "'7  )■ 


D'ailleurs, 


d'où 


y//7J-4-  «--h  I 

sin 6  =    ^_,  , 

\'m-  -h-  ^<--h  I 

I 

sin7  =  ■ 

Y  //i-  -H  «-  -f-  I 

w-  -f-  I 


m= 

'  + 

/i'--h  I 

// 

H-  1 

/« 

'-+- 

/r-H  I 

m- 

4->r 

COS-7  = 


25. 
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Faisant   la   somme  a}  cos'-a  +  Ir^  cos'ê  +•  c'  cos^y,   il 
vient 

a'  cos^  a  +  b'  cos=S  +  c'  cos=  7  =  ' '- ^— ^  =  A^ 

'  m-^  +  /2^  +  I 

C.    Q.     F.    D     {*). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue,  au  moyen  de  calculs  à  peu 
près  semblables,  par  MM.  Antony  Lucotte,  élève  de  l'institution  Sainte- 
Barbe  à  Lyon;  Léon  Dyrion,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée 
de  Strasbourg;  Smet-Jamar,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand;  Travelet, 
élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Besançon;  A.  Leclère  et 
Ch.  Daguenet;  de  Virieu,  et  par  un  Abonné. 


Question  702; 

Par  m.  de  MEYER, 

Élève  du  lycée  Charleinagne. 

Enoncé.  —  Soient  O  un  cercle  fixe,  O'  un  cercle  mo- 
bile dont  le  centre  se  meut  sur  un  autre  cercle  jixe  O"  : 
l'axe  radical  des  deux  premiers  a  pour  enveloppe  une 
conique.  (Dlrrande). 

Solution.  —  Je  prends  pour  origine  le  centre  du 
cercle  O",  pour  axe  des  x  la  droite  passant  par  les  cen- 
tres des  cercles  O,  O",  et  pour  axe  des  y  une  perpendi- 
culaire h  cette  droite. 

En  nommant  R,  r,  p  les  rayons  des  cercles  O",  0,0'; 
d  la  distance  des  centres  O'',  O;  ce,  G  les  coordonnées  du 


r*)  La  proposition  énoncée  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  prin- 
cipe connu  :  Le  carré  d'une  aire  plane  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses 
projections  sur  trois  plans  rectangulaires.  Car,  projetez  sur  les  plans  coor- 
donnés un  triangle  ayant  un  sommet  à  l'origine  et  pour  base  une  partie 
quelconque,  i.l,  de  la  droite  L.  L'aire  du  triangle  projeté  sera  /.  A,  et  ses 
projections  auront  pour  valeurs  Lacosa,  /.icos6,  l.c  cosy;  donc 

A'  =  a'cos'a-t-  i'cos'6-1-  c'cos'-/.  G. 
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centre  O' 5  les  équations  des  cercles  O",  O,  O'  seront 

(  I  )  a:-  +  /-  —  R=  =  o, 

(2)  (.r  —  <.^)'-f-j2_/-'  =  0, 

(3)  [a:-uy-h{j—Qy  —  ^'-  =  Oi 

et  de  plus  on  aura 

(4)  a'H-e=  =  R=. 

L'axe  radical  des  cercles  (2)  et  (3)  a  pour  équation,  en 
remplaçant  a^  +  ê'  par  R-, 

(5)  2  (a  — f/)x-f-  aSr  +  f/'  +  p-— /•'  — R=  =  o. 

La  dérivée  de  cette  dernière  équation^  prise  par  rapport 
à  a,  en  considérant  o  comme  une  fonction  de  a  définie 
par  la  relation  (4),  est 

a 

ou 

(6)  Sx  —  e/.r  =  o. 

L'équation  de  l'enveloppe  cliercliée  s'obtiendra  en  éli- 
minant a,  o  entre  les  équations  (4),  (5),  (6"). 

Pour  faire  cette  élimination,  remplaçons  dans  (4)  et 
(5)  o  par  sa  valeur  tirée  de  (6),  et  afin  de  simplifier  l'é- 
criture, posons 

d--^  ^^—  /•=  —  R-  =  2/-; 
l'équation  (5)  donne 


a{x  -^-  ]   —  rU-\-  /,'■ 


et  l'équation  (4) 


aM  l+;^.j  =  R-. 
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D'où  les  deux  équations 

a  {x-  -\-  J-)  =  X  [dx  —  A^j, 

éliminant  entre  elles  la  variable  a,  il  vient 

(7)  -ÇC- [x-^  +  f-)  —  [dx  +  }C-)\ 

L'enveloppe  cherchée  est  donc  une  conique  (*). 

L'équation  (7)  représente  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole suivant  que  le  centre  de  la  circonférence  O  est  inté- 
rieur ou  extérieur  au  cercle  O'';  et  elle  appartient  à  une 
parabole,  quand  le  point  O  est  situé  sur  la  circonfé- 
rence O  ". 

Hiole.  —  Une  solution  à  peu  près  semblable  nous  a  été  adressée  par 
MM  Tromparent,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Bouquet); 
Lacauchie,  élève  du  lycée  de  Strasbourg;  Marcille,  élève  de  la  pension 
Marlié;  Mirza-Nizam  (lycée  Sainl-Louis);  P. -G.  de  Saint-Michel,  élève  de 
M.  Beynac  ;  Marmier,  élève  de  l'institution  Sainte-Geneviève  (classe  du 
R.  P.  Billot);  Debaune,  élève  de  l'institution  Sainte-Barbe;  Moulin  (la 
Flèche);  (;.  Massing  (institution  Sainte-Barbe);  Léon  Bailly,  répétiteur  au 
lycée  d'Orléans. 

M.  Laisant  détermine  d'abord  le  lieu  des  projections  du  centre  O"  sur 
les  axes  radicaux  des  cercles  O,  O'.  Un  calcul  assez  simple  montre  que  ce 
lieu  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  un  point  situé  sur  la  droite 
0"0.  Et  de  là  M.  Laisant  conclut  que  l'axe  radical  des  cercles  O,  O'  en- 
veloppe une  conique  dont  O"  est  un  foyer  et  dont  l'axe  focal  est  0"0. 

M.  Doucet  fait  observer  que,  quelle  que  soit  la  courbe  décrite  par  le 
centre  du  cercle  O',  la  normale  à  cette  courbe  en  chaque  position  du 
centre  mobile  rencontre  l'axe  radical  correspondant,  au  point  où  celui-ci 
touche  Tenveloppe.  Au  moyen  de  cette  remarque,  M.  Doucet  résout  la 
question  proposée,  sans  recourir  à  la  théorie  des  enveloppes. 

La  même  remarque  se  trouve  dans  une  solution  géométrique  donnée 
par  M.  Chabord,  élève  de  l'institution  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Mou- 
lard  }. 


■*)  Cette  conique  a  un  Coycr  au  point  O"  ;  la  directrice  correspondante 

/.'         ,.  .  .  ,         rf 

—  1  et  1  oxconlricilc  a  pour  valeur  -• 
"  P. 


/.'  ,.  .   .  .         rf 

est  rcprcsontce  par  x=z -,  et  1  oxconlricilc  a  pour  valeur 
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Question  689 

(voir  p    61  )  ; 

Par  mm.  GODART  et  COURTIN, 

Elèves  de  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Moutard). 

Étant  donnés  deux  cercles  concentriques  et  deux 
rayons  quelconques,  on  propose  de  mener  au  cercle  in- 
térieur une  tangente  dont  la  portion  comprise  entre  les 
deux  rayons  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
cercle  extérieur. 

Ce  problème  revient  au  suivant,  qui  est  bien  connu  : 

Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle ,  la  mé- 
diane et  la  hauteur  comprise  dans  cet  angle  [*). 

PSous  en  rappellerons  la  solution. 

Soit  OAA'  le  triangle  cherché,  O.M  la  médiane,  OH  la 
hauteur.  Dans  le  parallélogramme  OAA' A"  construit  sur 
OA  et  OA',  nous  connaissons  les  angles,  une  diagonale 
et  l'inclinaison  des  diagonales  tirée  du  triangle  HOM.  Le 
parallélogramme,  et  par  suite  le  triangle,  est  donc  facile  à 
construire. 

Note.—  Autres  solutions  de  M;\l.Blanchin  et  Barrère, élèves  du  lycée  de 
Lyon;  Barrandon  et  Picquet,  de  Sainte-Barbe  ;  Périer,  de  Lons-le-Saul- 
nier;  G.  Elie,  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  ^'acquant). 


Question  704 

{voir  p.  176)  ; 

Par     m.    a.    SMET-JAMAR, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 

iSoienl  C  et  C  deux  coniques   homofocalcs,   M   un 
point  pris  sur  la  première,  MIS   la  normale  menée  au 


(*)  Problème  propose  aux  élè\es  de  logique  (sciences)  au  concours  gé- 
néral en  i855.  (MiRZA-!NizAM.) 
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point  M  et  terminée  à  Vaxe  focal.  La  grandeai^  de  la 
projection  de  MN  sur  la  tangente  à  C  menée  par  M  est 
indépendante  de  la  position  du  point  M  sur  la  conique. 

(Gros.) 

Il  faut  démontrer  que  MP,  c'est-à-dire  MN  cos  PMN, 

y 


est  indépendant  de  la  position  du  point  M  sur  la  conique. 
Soient  F  et  F'  les  foyers  communs  aux  deux  coniques, 
a  et /^  les  axes  de  la  conique  C  5  a',  Z»' ceux  de  C.  Désignons 
par  p  et  p'  les  deux  rayons  MF,  MF'  et  par  Q  l'angle  PMP', 
nous  aurons  (Salmon's  Conic Sections^ ^""éàiûou,]).  198): 

ces  9  = ; • 

Pour  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x',  j^,  on  aura 


p  =:=  a 


ex 
a 


D'ailleurs,  d'après  un  théorème  connu,  l'angle  NMP  =  — 
Donc 

MP   =  MN  cos-  -; 


or 


I  4,  r,)sû  _  (p  -i-p')'  —  4"''  _  {"'  —  "")'*'. 


4pr>' 


<?'  —  C'X 


(  393  ) 
mais  on  a  facilement 


donc 


2  ^»t  ^-'2-1-0^  >''- 

MN    =  .     -      : 


MP    =   :^ 5 Htt- 


a'  —  c-.v 


Remplaçons  o^y'^  par  sa  valeur  b-  [a-  —  x'^)  et  il  viendra 

2  i2 

MP    =  —{a'  — a"), 


quantité  indépendante  de  la  position  du  point  M  sur  la 
conique.  c.  q.  f.  d. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  A.  L.,  élève  de  l'école  Sainte-Gene- 
viève, Lacauchie,  de  Saint-Prix. 


Question  562  [seconde  solution) 

(voir  tome  XX,  page  59); 

Par  m.  a.  S. 

Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  la 
somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  principaux  est  égale 
au  carré  de  la  tangente  menée  de  son  centre  au  cercle 
qui  a  les  sommets  du  triangle  pour  points  conjugués. 

(Faure.) 

Je  prends  l'ellipse,  par  exemple  :  pour  Fhyperbole  le 
calcul  est  identique.  L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes, 
les  équations  de  trois  tangentes  sont 

xcosa  -Hjsina  — p  =  o, 
.reosa,  -\-  j  sina,  — p,  =.  o, 
XC0S7.1  4- j  sina:  — /A  =  o. 
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On  sa  il  que 

p''  =  a^  cos^  a  +  A^  sin'  a, 

/jj  =  rt'cos-a,  -f-  Z'-sin'a,, 

pi  =  <7-  cos'aj  H-  /^'sin^a2. 

L'équalion  du  cercle  conjugué  au  triangle  est 

(  ).  (.rcosa  4- jsinx  —  />')^-|-).,(xcosa,  H- jsina, — p,Y 
'  H-)i2(.î^cosa2H- jrsina, — /;,)"  =  o, 

avec  la  condition 

(i)    Xcos-7.  +  >.,cos'a,  +  A,cos''a2  =  ).sin=7.  -+-)., sin^a,  -f-/2Sin-a;. 

Je  ne  me  servirai  qu'implicitement  de  la  seconde  rela- 
tion {*). 

La  longueur  de  la   tangente  menée  du  centre  de  l'el- 
lipse est  donnée  par  la  relation 

^.  _         Ip'-^-l^p;  -hl,p: 


>>COS-aH->.,  COS'aiH- A, cos-'a-j 

Or 

lp'-h'i,p]  +I2PI 
=.1  [à'  cos-a  4-  /;=sin^a)  -+-  /.,  (n-cosV.,  H-  6'  sin-a,) 

-+-  l-j  (fl-  cos'sci  -r-  /'"sin^aj) 
=  fl'(Xcos-a  +  XiCos'-a,  4-).2COS-a2) 

-(-  /)^(X  sin-a  +  À,  sin- y-i  -f-  ),..  sin-a^), 

et  à  cause  de  la  relation  (i), 

'Kp'^-\-lip]  +■),,,/; .^=  (a- +  b'"-)  (>.cos-a-f-).,cos'a,  +/;COS'  'm). 

(")  En  y  ayant  éjjard,  l'équation  (i)  prend  la  forme 

(2)  x--+-7-H-//..r-<-v^-t-(a--f-i=)  =  o, 

vX  la  proposition  est  démontrée.  L'équalion  (•>),  où  [i  et  v  représentent 
des  paramètres  aibilraires,  est  l'équation  générale  des  cercles  qui  cou- 
{)ent  sous  un  annle  droit  le  cercle  x-  -+->':^  n'  -t-  h'\  G. 
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Donc  enfin 


C'est  ce  que  je  me  proposais  de  démontrer. 


Question  694 

(voir  page  liO); 

Par   m.    a.    SMET-JAM AR, 

Elève  du  lycée  Louis-le-Grand. 

EjvO-Xcé.  —  Soient  ii  quantités  «i,  a,,...,  a,,;  si  Von 
pose 

^  a,  =  a,  +  7.2  -h  •  •  •  -+-  x,o       _^  a,  a,  --=  a,  a^  -!-  a,  aj  +  .  .  .  , 

e^  ainsi  de  suite,  soient 

f[x)  =  X"  +  -i-"-'  2  '''  +  •^■"~'  2  a,  a,  +  ...  , 

et  f  [x)  la  dérivée  de  f[x)  :  dcnionlrer  que  la  valeur 
algébrique  du  déterminant 


—  I       y.,       —  I 

—  1      —  I       a. 


cstf{^)-J'[.). 


(MiCHAEL    RoBERTS.  ) 


Solution. —  Formons  d'abord  la  quantité  /(i)  — y' (•)" 
Elle  sera  évidemment  éerale  à 


a,.  —  ^  a,  !Z2 .  .  .  '•.«_.,  —  2  ^g, 

—  {"  —  ■^)  y^y..  —  [n—\). 


«3 .  .  .  a„_3  —  , 
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Cela  posé,  désignons  par  P  le  déterminant  proposé  j 
nous  pourrons  le  décomposer  en  une  somme  de  détermi- 
nants dans  lesquels  les  éléments  principaux  seront  nuls, 
chacun  de  ces  déterminants  successifs  étant  du  /i"""",  du 
[n  —  iy«'"«  ordre,  et  ainsi  de  suite  [voir  Brioschi,  Théo- 
rie des  déterininants ,  traduction  Combescure,  p.  66). 

Nous  aurons  ainsi 


o       —  I       — 

I  .  .  . 

I 

—  I       o          —  I  .  .  . 

—   I 

o 

—  I... 

—  I 

—  I     —  I           o      .  .  . 

—    1 

-: 

r. 

—  I 

o    ... 

—  I 

— I 

—  I.. 

—  I  —  I    — I. .. 

o 

o 

o 

—  I. . . 

—  I 

4-    ^   g|  «2 

—  I 

o     ... 

—  I 

H-^  a,  aj. 

—  1 

o 
—  I 

—  1 
o 

o 

1 
+ 

z,  a,. 

. .  «„. 

Maintenant  il  est  évident  que  ces  déterminants  succes- 
sifs ont  pour  valeurs 

_(„_Ij,       _(„_2),       _(/ï_3),.  .._ij 

de  sorte  que  l'égalité  précédente  devient 


c'est-à-dire  précisément/  (ij  — /'(O- 


C.     Q.     F.     D. 
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Même  question} 

Par  mm.  Max  CORNU  et  H.  PICQUET, 

Élèves  en  Mathématiques  spéciales  à  l'institution  Sainte-Barbe 
(classe  de  M.  Moutard). 

J'[x)  =  o   est  l'équation  qui   a  pour    racines   — 
—  «2,...,  —  a„,  et  on  peut  Técrire 

(3r  +  a,)(jr  +  a2).  .  .(^  +  a„)  =  o; 
d'ailleurs 


f[x)  X  -t-  a, 


Il  faut  faire  voir  que  le  déterminant  a  pour  valeur  algé- 
brique 

/(i)-/'(i)     ou    /(0[i-^] 


ou 


I  +  a,    (l  -h  a: 


X 


l-i-a,  1  H- a; 

Écrivons  le  déterminant 


..(.-)-.„) 
- ^]. 


a,         —  I       —  I 

—  I        a,        —  I 

—  I       —  I        a. 


—  I 

—  I 

—  I 


_i       _i       —i  - 

et  retranchons  la  dernière  colonne  de  toutes  les  autres;  il 
vient 

a,  -i-  I  o  o  o.  .  .  —  I 

o  I  -f-  a,  o  o.  .  .  —  I 

o  o  1  H-  s«3  o .  .  .  —  I 

—  (l-ha,.)      —  (l  +  x„)  — (i  +  a,,)...  «„ 
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qu  on  peut  écrire 


X 


«0 

(•  + 

a, 

(I+'A,. 

I 

o 

o 

o. 

—  I 

o 

I 

0 

o. 

—  I 

o 

o 

' 

o.  . 

—  I 

I  4-  a, 


I  -+■  y-n 


a„  4-1  —  I 


OU,  en  divisant  la  dernière  rangée  par  i  4-  a„, 


X 


(i  4-a,)(l  4-  «2)  •  .  •  (i  4-=<«; 

I  o  o  o.  .  .  —  I 
o  I  o  o .  .  .  —  I 
o      o       I       o.  .  .       l 


I  4- a, 


I  4- a, 


l4-a„ 


Ajoutons  successivement  chacune   des  colonnes  à  la 


dernière,  nous  aurons 


X 


(I 


«1 


;i  +  a,).  .   .(l4-«„) 


I  o  o  o.  .  .  o 
o  I  o  o. . .  o 
00      I      o.  .  .      o 


14-   «2 


I  4-  «1        I  4-  a. 


Enfin,  si  Ton  développe  en  ordonnant  par  rapport  aux 
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termes  de  la  dernière  colonne,  on  a  tout  de  suite 

(i  +  a,)(i  -!-  «,).  .  .(i-r  «„) 

L  I  -t-  a,  I  +  a.  l  ■+-  a„  J 

C.    Q.    F.    D. 

Note.  —  Des  solutions  peu  différentes  ont  été  données  par  MM.  J. 
Courtin  et  C.  Godart,  élèves  de  l'institution  Sainte-Barbe  (classe  de 
M.  Moutard),  et  par  M.  A.  Rezzonico. 


Question  695 

(voir  p.  110  )  ; 

Par  m.  JAUFROID, 

Professeur  de  Mathématiques  au  lycée  de  Vendôme. 

Enoncé.  — •  Si  on  a 
(i)  a\  —  a,ii.<:^o, 

[l)  «0  «2  «4  +  2«|  Ol  fl,  (7o  «  J    —   «'   ^i  "\   !>   O, 

les  racines  de  V équation 

sont  toutes  imaginaires ,  et,  sous  les  mêmes  conditions, 
r  équation 

na  quune  racine  réelle. 

Solution.  —  Comme  on  peut  supposer  «o  ^  o,  la  con- 
dition (i)  donne 

(72>>0. 

Le  premier  membre  de  (a)  étant  ordonné  par  rapport 
à  rtj,  il  faut  que  les  racines  du  trinôme  ainsi  obtenu  et 
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égalé  à  zéro  soient  réelles,  ce  qui  conduit  à 

[a]  —  a(,a:,){al  —  «(,û4)>>o; 
donc 

(5)  rtj  —  «(,04  <;  o. 

Cela  posé,  multipliant  tous  les  termes  de  l'équation  (3) 
par  <2o)  on  peut  regarder  a]  x^  -h  4'^o'^iX^  comme  les 
deux  premiers  termes  du  carré  de  a^x-  -{-  2a2  x  -\-  a^. 

Ajoutant  et  retrancliant  les  termes  qui  manquent  pour 
avoir  ce  carré,  l'équation  se  met  sous  la  forme 

-4-flo  «4  —  ^l  =  o. 

En  vertu  de  (i)  le  premier  carré  ne  peut  devenir  nul 
pour  aucune  valeur  réelle  de  x  5  pour  le  trinôme  du  se- 
cond degré  qui  le  suit,  son  premier  terme  et  son  dernier 
terme  sont  positifs,  et  de  plus  on  a 

(6)  («o«3  rt-,   «2)'   —    («ï«0—   «î)(«0«4   «2X0, 

car  cette  inégalité  développée  se  réduit  à  l'inégalité  (2)  [*). 
Ce  trinôme  restera  donc  continuellement  positif  pour 
toute  valeur  réelle  de  a:  5  il  suit  de  là  que  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  reste  aussi  toujours  po- 
sitif pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  et,  par  suite,  que  les 
racines  de  cette  équation  sont  imaginaires. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (3)  étant,  au  facteur 
positif  5  près,  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (4)5  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  ce  dernier  va  en 
augmentant  quand  x  varie  de  x  =  — 00  h  x  =  -\-<x>  ,  et 

C)  Cette  réduction  de  l'inégalité  (6)  h  l'inégalité  (2  )  montre  qu'il  n'é- 
tait pas  nécessaire  d'établir  d'abord  l'inégalité  (5  );  en  supprimant  ce  qui 
en  a  été  dit,  on  simplifie  d'autant  la  démonstration  de  la  proposition 
énoncée.  "• 
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comme  alors  il  passe  du  négatif  au  positif,  il  ne  s'annule 
qu'une  seule  fois,  c'est-à-dire  que  l'équation  (4)  ï^'a 
qu'une  racine  réelle. 


Question  387 

(Toir  tome  XVI,  page  183); 

Pau  le  Docteur  Joseph  MARTELLI. 

D'après  la  méihode  de  Lagrange,  on  résout  Féquation 
générale  du  quatrième  degré  en  prenant  une  résolvante 
dont  la  racine  soit  une  fonction  linéaire  des  racines  de 
l'équation  proposée  ayant  sis  valeurs  égales  deux  à  deux 
et  de  signes  contraires. 

Soit 

j  =  .c,  H-  Xo  —  .Ts  —  Xi  ; 

cette  fonction,  qui  a  six  valeurs,  dépendra  d'une  équa- 
tion du  sixième  degré  5  mais  puisque  ces  valeurs  de  y 
sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  l'équa- 
tion en  j  s'abaissera  au  troisième  degré  en  posant 

Etant  connue  la  composition  des  racines  de  l'équation 
en  j^,  ou  peut  la  former  directement,  et  on  obtient 

— -^  (^»=  —  ac)Ô=  H-  —  (12^»'  —  24ff6'c  +  qrt'c' 
a-  'a*  ^  ^ 

[a)    \  -h^aHd  —  a'c)Q 

102I  ,     ,  „     ,  .   ,. 

(26^  —  ôabc  -r-a-  dj-z^o. 

a* 

En  éliminant  de  cette  équation  le  second  terme  d'après 
la  méthode  ordinaire,   c  est-à-dire  en  posant 

9  =  w  H ^ :, -' , 

w 

Ann,  do  Maihcinai.,  2*  série,  t.  HI.  (Seiitcmhre  18J4.)        '-^O 
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on  a 


(^)      < 


6i 
a- 


■ (  ace  -+-  2  bcJ  —  b-c  —  ad-  — 


et  puisque 

ace  -f-  2  bcd  —  b^  e  —  ad-  —  c^  =  o, 

la  précédente  équation  [b]  se  réduit  à  la  suivante 


c  f 

w' -{ae  —  4 ^^^  +  3 c- )  w  =  G, 


dont  les  racines  sont 

&>,  =  o, 
8 


Wj 


=  -  \ae  —  [:^bd-^'^c'^,      w j .^ \ae  —  [^bd-^'ic'^. 


On  obtient  donc,  en  indiquant  par  6],  Sj?  ^s  ïes  racines 
de  l'équation  («), 


8     ^ iG  (b'  —  ac) 

Q,=       LJac—/^bd-i-3c'+—^ '-, 

a  a' 

8   , -_      i6(^^  — «c) 

83  =: <^ae—  libd-^  3c=  -h ^^ — ^ -' , 

a  a^ 

et  aussi 

x^  +  .Tj  —  .Tj  —  ^4  zr  y9|,  ^ 

x^-\-  x-i  —  Xi  —  X:^  =  y  Ô2, 
•r,  +  -^4  —  .r,  —  jcj  ==  y-ôj, 

4^ 

•î"!  H-  -ï*;  -i-  .T'.T  +  .^4 

a 
Ces  dernières  équations  donnent  les  valeurs  suivantes 
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des  racines  de  l'équation  proposée: 

—  4  /;  -4-  «  (  V  07-1-  v/ëT-f-  v/ô^ 


4« 

-^b 

-t-  « 

(s/^- 

-v/^- 

-  V/9,) 

4« 

-46 

+«(- 

-\/97 

+  vÂ 

-vë:) 

4« 

-4^ 

-+-«(- 

-v/ôT 

-\^ 

+  v'^) 

lesquelles,  par  les  précédentes  valeurs  de  0,,  O^i  ^j?  t^^'i- 
demment  ne  contiennent  pas  de  radical  cubique. 

Note.  —  Il  est  très-facile  de  remarquer  la  coïncidence 
des  valeurs  trouvées  avec  les  valeurs  données  sans  dé- 
monstration par  M.  Eisenstein  dans  le  tome  XX^  11  du 
Journal  de  d'elle. 


EXERCICES  SIR  LA  RECTIFICATION  DES  COIRBES  PLANES; 

Par  m.   E.  PROUHET. 


FORMULE  POUR  LA  RECTIFICATION  DES  ARCS  DE  COURBE  PLANE. 

4.  Soient  AB  une  courbe  plane,  0  un  point  pris  dans  son  plan, 
OP  une  peri)en(iiculairo  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  AB  par  un 
de  ses  points  M  :  La  normale  à  la  courbe,  lieu  des  jmi/it.\  P,  s'ob- 
tient en  joignant  le  point  P  au  milieu  de  la  droite  OM . 

2.  .9/  l'on  désigne  par  p  la  perpendiculaire  OP  et  par  w  l'imgle 
que  cette  droite  jait  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

PM=±^^. 

Cela  résulte  de  ce  que  P.M  est  égale  à  la  sous-normaie  de  la  ]«)- 

26. 
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daire  (c'est  ainsi  qu'on  nomme  le  lieu  des  points  P),  quand  on  con- 
sidère p  et  w  comme  des  coordonnées  polaires. 

3.  Si  du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  OQ  sur  la  nor- 
male CM  à  la  courbe  AB,  C   étatit  le  centre  de  courbure,  on  aura 

car  le   point   Q  appartient  à   la  podaire  de  la  développée  de  la 
courbe  AB, 

4.  Si  ton  désigne  V arc  K& par  s,  et  par  y.  et  [5  les  angles  que  les 
normales  aux  points  X  et  ^  font  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

En  effet,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  on  a 

s=   C     pd^=   f     (OPd=CQ)r/oj  =    T'Y/j-j-^V/w. 

5.  Quand  le  point  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes 
et  plus  généralement  quand  les  extrémités  de  Parc  AB  sont  égale- 
ment distantes  des  points  correspondants  de  la  podaire,  on  a 

(U)  s=  y  pd'.K 

J  a. 

Conséquence  de  (2)  et  de  (4). 

6.  La  formule  (I)  tie  change  pas  quand  on  change  p  en 

p  +  a  cos  w  +  6  sin  w. 
Analytiquement  cela  résulte  de  ce  que 

z  =  (7C0SW  +  ^sinw 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation 

d-z 
c/or 

géométriquement  cette  transformation  revient  à  déplacer  le  point  0 
d'où  l'on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 
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APPROXIMATION   DES  ARCS   DE   COURBE. 

7.  Soient  AB  un  arc  convexe,  0  un  point  pris  dans  la  concavité 

de  cette  courbe,   rs  l'angle  des    normales  extrêmes,  en  désignant 

par  p„ ,  p, ,  P2 , . .  • ,  P2„  les  rayons  de  courbure  qui  font  avec  la  nor- 

,    ,  ,  nr      2C7     3 w 

maie  au  point  A  les  angles  o,  — 1  — 1  — ■,'•••>  on  aura 

'  "  in     -in      'in 

AB>.i^±ù±A±i:i±i&=, 

n 

n 

si  d'ailleurs  -^-^  est  négatif  pour  les  valeurs  de  w  comprises  entre 
de,} 

o  et  vs. 

Ces  deux  inégalités  résultent  de  ce  que  /  pr/w  peut  être  consi- 
dérée comme  l'aire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  w  seraient  les 
coordonnées  rectangulaires. 

8.  Si  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes,  et  p^ , 
p^ ,  p.,, . . . ,  /J^,,  l(^!>  perpendiculaires  abcnssées  sur  les  côtés  d'un  po- 
lygone équiangle  circonscrit  à  la  courbe  AB,  on  aura 

AB  =  lim.  iZo±i^.±/^>+-+i/^..  „  ^  ^ 

n 

.„       ,.  P,-\-lK-^--  •  --^ P^     , 

AB  =  limCTi-^ — '^ '-::!i=x  pour  «  —  00  . 

/i 

9.  Soit  CD  u?ie  droite  partagée  cm  point  E  en  deux  segments, 
'££  =  «,  CD  =  ^.   Si  Pon  partage   en   nn  parties  égides  la  denn- 

circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre  et  que  l'on  désigne 
par  pg,  /;,,...,  /?.,„ ,  les  droites  menées  du  point  E  aux  divers  points 
de  division,  le  périmctrecle  l'ellipse  ayant  %a  et  ib  pour  axes  sera 
compris  entre  deux  circonférences  ayant  pour  jriyons  la  première 

n 
et  la  seconde 

A+A  +  ---  +  /^..,-, 


Xs"   théorème  aurait  encore  lieu  si  le  point  E  était  pris  sur  le 
prolongement  de  CD  et  que  l'on  eût  encore  EC  =  «,  ED  =  b. 
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10.  L(i  moyenne  des  distances  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'un 
cercle,  aux  sommets  cPun  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés 
inscjits  dans  le  cercle,  est  égale  au  périmètre  d'une  ellipse  ayant 
pour  demi-axes  la  plus  grande  et  la  plus  courte  distance  du  point 
à  la  circonférence,  divisé  par  'I-k.  —  Cas  où  le  point  est  pris  sur  la 
circonférence. 

Conséquence  de  (9). 

W.  Le  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  "xa  et'i.b,a~^  b, 
étant  désigné  par^,  on  a 

^  a-\-b  „   ^        \J la- -^  ■i.b'' 

E>27T.-^I— ,  E<2--î^ , 

2  2 


^  a -\-b -\- \l là' -{- ib-    _    ^        V '■''-i- l>'-\-\\J'i.a''-V- 1 id- Ir 

E>277 ,   E<271 


Conséquence  de  (9). 

TRANSFORMATION   DES  ARCS   DE   COURBE. 

12.  Si  AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles,  et<7,  b,  des  points 
pris  sur  les  droites  AA',  BB',  de  telle  sorte  que 

ka  _^b  _  m 
'\'a~Wl^lï' 
on  aura 

«AB±7«A'B' 

ab  = 

m  -\-  n 

On  prendra  le  signe  -h  si  les  droites  AB,  A'B'  sont  dirigées  daiK'^ 
le  même  sens,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

13.  Si  plusieurs  polygones  ABCD. . .,  A'B'C'D'...,  A"B"C"D"..., 
ont  leurs  côtés  respectiveiiwnt  parallèles,  si  a  est  le  centre  de  gravité 
des  sommets  homologues  A,  A',  A",  .••;  ^  celui  des  sommets  B,  B'. 
B ",...,  c/  ainsi  de  suite,  le  polygone  nbcd. . .  aura  ses  côtés  paral- 
lèles à  ceux  des  premicis  polygones,  et  son  périmètre  sera  égal  à 
la  moyenne  arithmétique  des  périmètres  des  polygones  proposés. 

Se  démontrera  d'abord  pour  deux  polygones,  puis  pour  trois,  et 
ainsi  do  suite,  au  moyen  du  théorème  12. 

1  i.  Soient  C,  C,  C",...  plusieurs  courbes.  A,  A',  A",...  des  points 
apparlononl  rcspoctivcp.x'nt  à  ces  courbes  et  tels,  que  les  tangentes 
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en  ces  points  soient  parallèles.  Soit  a  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  A',  A",...  considérés  comme  des  points  matériels  de  poids 
égaux.  Si  les  points  A,  A', .  • .  se  meurent  sur  leurs  courbes  respec- 
tives en  remplissant  toujours  les  conditions  précédentes,  Varc  de 
courbe  décrit  par  le  point  a  sera  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  arcs  décrits  par  les  points  A,  A', . . . ,  en  prenant  avec  la  même 
signe  les  arcs  décrits  dans  le  même  sens. 

ib.  Etcmt  donné  un  arc  AB,  le  transformer  en  un  arc  (Pcspèce 
différente  et  de  même  longueur. 

Soient  OA  et  OB  les  normales  menées  aux  extrémités  de  l'arc  AB. 
Soit  A'B' ce  que  devient  AB  quand  on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  bissectrice  OC  de  l'angle  AOB.  En  appliquant  le  théorème  14, 
on  aura  une  courbe  ab  égale  à  la  demi-somme  des  arcs  AB  et  xV'B', 
et  par  conséquent  égale  à  chacun  de  ces  arcs. 

La  courbe  ab  est  symétrique  par  rapport  à  OC.  En  doublant  les 
dimensions  d'une  de  ses  moitiés  sans  changer  sa  forme,  on  aura 
une  courbe  a'c'  de  même  longueur  que  AB,  mais  dont  les  normales 
extrêmes  feront  un  angle  égal  à  la  moitié  de  l'angle  AOB. 

En  opérant  sur  a'c'  comme  sur  AB  et  répétant  indéOniment  cette 
suite  d'opérations,  on  transformera  l'arc  primitif  en  arcs  de  même 
longueur  dont  les  normales  extrêmes  feront  un  angle  de  plus  en 
plus  petit  et  qui,  par  conséquent,  différeront  de  moins  en  moins 
d'une  ligne  droite. 

16.  Dans  la  transformation  précédente,  on  a  changé  un  arc  AB 
en  un  autre  arc  de  même  ouverture  ou  d'une  ouverture  moitié 
moindre,  c'est-à-dire  dans  lequel  les  normales  extrêmes  faisaient  le 
même  angle  ou  un  angle  moitié  moindre.  Soit  ct  l'ouverture  d'un 
certain  arc  AB,  posons /j=/(w)  :  on  a 


On  aurait  encore 


.v=    p[;/(o.)-i-/"(co)]./o). 
Jo 

s=y.  f     [/(ar.,)^/'(ao3  )]./«. 
Jo 

Soit  p^  — /j  (w)  l'équation  de  la  podaire  d'une  certaine  courbe  dont 
l'arc  serait  représenté  i)ar  la  formule  précédente  :  on  doit  avoir 

AH+f"A"^)=f{'^-">)-\-f"{y-^>)- 
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La  fonction  /,  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle  li- 
néaire du  second  ordre,  en  général  difficile  à  intégrer. 

COURBES   RECTIFIABLES. 

17.   Tromper  une  courbe,  connaissant  sa  podaire. 

Si/»  —f[bi)  est  l'équation  de  la  podaire,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
courbe  cherchée  et  9  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  fixe 
auquel  la  podaire  est  rapportée,  il  faudra  éliminer  w  entre  les  deux 
équations 

tang-lG-w)  =  -   ^,      r^  =  /r+^- 

\%.  Si  Von  pi'end  ([m]  cgcd  à  la  dérivée  d'une  certaine  fonction 
F(&j)^  r  élimination  précédente  donnera  une  équation 

<?(r,  G)  =  o, 

nui  représentera  une  courbe  rectijiable . 

19.  On  obtiendra  encore  une  courbe  rectijiable  si  Von  trouve  une 
fonction  M  de  x  telle,  que  Uon  puisse  trouver  en  ternies  finis  les 
intésrcdes 

M  f/jc ,        /   —  dx. 

Il  suffira  de  poser 


En  prenant  M  de  la  forme  M  =  ax"^  on  aura  une  courbe  algé- 
brique. Si  M  est  une  fraction  algébrique  rationnelle,  la  rectification 
de  la  courbe  dépendra  généralement  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes. 


PRIX  PROPOSÉS  PAR  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES  DE  BERLIN. 


r. 

Prix  Steiner  de  Gcomctvie  synthétique. 

Dans  lin  Mémoire  publié  dans  le  cahier  de  janvier  i856 
di-s   Comptes   rendus  mensuels  de  V Acadénne  cl  dans 
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le  53^  volume  du  Journal  de  Mathématiques^  Steiner  a 
fait  connaître  plusieurs  propriétés  fondamentales  des  sur- 
faces de  troisième  ordre,  qui  forment  la  base  d'une  théorie 
géométrique  de  ces  surfaces.  L'Académie,  désirant  voir  ce 
beau  travail  du  grand  géomètre  continué  d'après  sa  propre 
méthode,  propose  pour  sujet  de  prix  la  question  suivante  : 

CompléLeret  perfectionner  dans  quelques  points  essen- 
tiels la  théorie  des  surj'aces  de  troisième  ordre,  en  faisant 
usage  de  la  méthode  synthétique. 

Il  faudra  pour  cela  : 

i"  Démontrer  les  théorèmes  qui,  dans  le  Mémoire  cité, 
ne  se  trouvent  souvent  qu'énoncés. 

2°  Etendre  la  recherche  aux  cas,  non  traités  par 
Steiner,  dans  lesquels  quelques-uns  des  éléments  né- 
cessaires pour  la  construction  des  surfaces  en  question 
cessent  d'être  réels. 

Il  serait,  en  outre,  à  souhaiter  qu'on  s'appliquât  à  dé- 
terminer les  courbes  formées  par  l'intersection  de  deux 
de  ces  surfaces,  et  à  en  discuter  les  dillerentes  espèces,  pour 
ajouter  ainsi  un  chapitre  important  au  travail  de  Steiner. 

Les  Mémoires,  qui,  au  gré  de  l'auteur,  pourront  être 
rédigés  en  allemand,  en  latin  ou  en  français,  devront  être 
remis  au  secrétariat  de  l'Académie  avant  le  i"^''  mars  1866. 
Les  noms  des  auteurs  seront  contenus  dans  des  billets  ca- 
chetés, munis  d'une  épigraphe  correspondante  à  celle  des 
Mémoires.  Le  prix  de  600  thalers  (aaSo  francs)  sera  dé- 
cerné dans  la  séance  publique  consacrée  à  la  mémoire  de 
Leibnitz  en  juillet  18(36. 

IL 
Prix  do  Mathématiques . 

Déjà  dans  presque  toutes  les  branches  des  Maihémali- 
ques  la  théorie  des  fonctions  ellipti({ues  et  abéliennes  a 
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fourni  la  solution  définitive  de  problèmes  qui,  dans  l'état 
antérieur  de  l'analyse,  n'en  étaient  pas  susceptibles. 
Comme  on  est  en  droit  de  penser  que  cette  théorie  se  prê- 
tera encore  à  beaucoup  d'applications  nouvelles,  l'Aca- 
démie propose  la  question  suivante  : 

Résoudre^  au  mojeri  des  transcendantes  elliptiques  ou 
abélienncs,  un  prohlstne  important  quelconque  dont  le 
sujet  pourra  être  choisi  dans  V  Algèbre,  la  théorie  des 
nombres,  le  calcul  intégral,  la  Géométrie,  la  Mécanique 
ou  la  Physique  mathématique. 

Les  Mémoires,  qui,  au  gré  de  l'auteur,  pourront  être 
rédigés  en  allemand,  en  latin  ou  en  français,  devront  être 
remis  au  secrétariat  de  l'Académie  avant  le  i*^""  mars  1867. 
Les  noms  des  auteurs  seront  contenus  dans  des  billets 
cachetés,  munis  d'une  épigraphe  correspondante  à  celle 
des  Mémoires.  Le  prix  de  100  ducats  (1187  francs) 
sera  décerné  dans  la  séance  publique  consacrée  à  la  mé- 
moire de  Leibnitz  en  juillet  1867. 

(^Communiqué  par  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin.) 


COXCOIRS  D'AD3IISSI0\  A  L  ÉCOLE  POLYTECDXIQIE  (ISGV 


Composition   mathématique. 
On  donne  le  cercle  représenté  par  l'équation 

et  la  parabole  représentée  par  l'équation 

3  y.-  -+- 1 
Q-.r''  —  ■xa.Zxy  -\-  a? y-  -j-  2a  j:  -h  3.6  j  = 


où  a,  6  sont  des  paramètres  positifs  quelconques. 
On  propose  de  déterminer  : 
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1°  Le  nombre  des  points  réels  communs  aux  deux 
courbes  pour  les  différentes  valeurs  de  a  et  de  o  ; 

2°  Les  coordonnées  des  quatre  points  communs  ,  lors- 
que   a^  -h  ê^  =  I  •  lorsque    y.  =  i  avec  c  ^  o  ;    lorsque 

ê=  \/{5c-—  i)(4a-  —  i). 

Compositioîi  de   Trigononiéuie. 

Etant  donnés  dans  un  triangle  lectiligne  deux  côtés  et 
l'angle  qu'ils  comprennent,  savoir  : 

a  =  23824^,52, 
b=  i5642'",34, 
C  =  84°32'  18",  4, 

calculer  les  deux  autres  angles  A  et  B,  et  le   troisième 
côté  c. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Le  problème  consiste  à  représenter  la  surface  engen- 
drée par  la  révolutiou  d'une  ellipse  autour  d'une  droite 
située  hors  du  plan  de  cette  courbe. 

L'axe  de  révolution  est  la  droite  verticale  (O,  O'Z)  (*). 
L'ellipse  génératrice  est  donnée  dans  sa  position  initiale 
par  ses  projections  (ABCD,  M'N')  et  par  les  traces  LG, 
GH  de  son  plan  5  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan 
vertical. 

Le  grand  axe  de  l'ellipse  ABCD  passe  par  la  trace 
horizontale  O  de  Taxe  de  révolution. 

On  tracera  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  cha- 
cun des  plans  de  piojection.Les  deux  courbes  méridiennes 
situées  dans  le  plan  vertical  OL  seront  entièrement  con- 

(")  On  est  prie  de  faire  la  figure. 
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struites,  et  on  distinguera  par  la  ponctuation  celles  de 
leurs  parties  qui  sont  vues  de  celles  qui  sont  cachées. 

i  crand  axe  AC  ^  qo™™ 
Ellipse  ABCD  '        .  ^^        , , 

'  (  petit  axe  BD  =  44 

00' =  72'""%     OL  =  68""",     01^)=  iS™"», 
AOL  =  45°,     YGH  =  5o°. 
La  droite  OL  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 


C0\'C01RS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  (1864; 


Composition  mathématique. 

Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  une  droite  AD  passant 
par  le  point  A,  il  y  a  une  infinité  de  courbes  du  second 
degré  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C,  et  tangentes  à  la 
droite  AD.  A  chacune  de  ces  courbes  on  mène  des  tan- 
gentes parallèles  à  AD.  Trouver  le  lieu  géométrique  des 
points  de  contact.  On  reconnaîtra  que  ce  lieu  est  lui- 
môme  une  courbe  du  second  degré,  et  on  cherchera  le 
lieu  des  positions  successives  qu'occuperont  ses  foyers, 
lorsque  les  points  A,  B,  C  restant  fixes,  la  droite  AD  vient 
à  tourner  autour  du  point  A. 

(*)  Le  point  I  est  le  centre  de  lellipse  ABCD. 
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FACILTÉ  DES  SCIENCES  DE  PARIS. 

LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 
(Session  de  juillet  i864) 


COMPOSITION    DES     l'^''    ET    1    JUILLET     l864- 

Problème  cV Analyse. 
Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 


dx 


+  [(«J  -  2  — /(  2;]  ^77-+  ï  =  °- 


( 


n  estime  constante  donnée,  y^  (2)  une  fonction  continue 
de  z\  f  {^z)  représente  la  dérivée  — - — —  | 

Problème  de  JSlécanique. 

Un  plan  mobile  AOB  tourne  uniformément  autour  de 
l'axe  fixe  OA  :  trouver  le  mouvement  d'un  point  maté- 
riel M  assujetti  à  rester  dans  ce  plan,  et  attiré  par  le 
point  O  de  l'axe  proportionnellement  à  la  distance  OM. 

On  fera  abstraction  de  la  pesanteur. 

On  construira  la  trajectoire  (sur  le  plan  mobile)  dans  le 
cas  particulier  où  la  vitesse  angulaire  w  de  la  rotation  du 
plan,  et  l'attraction  p.  du  centre  fixe  sur  l'unité  de  masse  à 
l'unité  de  distance,  vérifieraient  l'équation 


4 
et  où  de  plus,  à  l'origine  du  temps,  le  point  mobile  se- 


(  4i4  ) 

rait  situé  sur  la  droite  OB  perpendiculaire  à  l'axe  OA,  et 
animé,  dans  le  plan  AOB,  d'une  vitesse  parallèle  à 
cet  axe. 


CORRESPONDANCE. 

Lettre  de  M.  Peaucellicr,   capitaine  du   Génie 
(«  Nice). 

«  J'ai  l'honneur  de  soumettre  à  vos  lecteurs  les  ques- 
tions suivantes  qui  me  semblent  présenter  de  l'intérêt  à 
divers  égards. 

»  J'appelle  compas  composé  un  assemblage  de  leviers 
articulés,  susceptibles  d'un  mouvement  défini.  Tel  est, 
par  exemple,  un  quadrilatère  articulé  à  ses  sommets, 
l'un  des  côtés  étant  fixe. 

))  Le  parallélogramme  articulé  de  Watt,  certains  in- 
struments de  précision,  comme  le  pantographe,  le  plani- 
mètre  polaire,  etc.,  sont  dans  le  même  cas. 

»  Le  compas  à  verge,  se  réduisant  à  un  levier  mo- 
bile autour  d'une  de  ses  extrémités,  sera  le  cas  le  plus 
simple  du  compas  composé. 

))  Cela  étant,  on  propose  de  trouver  des  compas  com- 
posés propres  à  décrire  d'une  manière  continue  : 

»  1°  La  ligne  droite; 

))  2°  Le   cercle,   quelque  grand  que  soit  son   rayon; 

))  3°  Les  coniques. 

))  Le  modede  construction  de  ce  genre  do  compas  suppri- 
mant tout  mouvement  de  glissement,  le  tracé  des  courbes 
précitées  est  susceptible  d'une  extrême  précision.  Le  cas 
de  la    ligne   droite   est   curieux  en   ce  qu'il    offre   une 
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solution  rigoureuse  du  problème  résolu  d'une  manière 
approchée  par  le  parallélogramme  de  Watt.  » 


Un  abonné  nous  écrit  qu'il  serait  utile  de  donner  des 
définitions,   claires    et   précises,    de   tous   les    nouveaux 
termes  employés  dans  les  nouvelles  niélhodes.  Nous  n'en 
contestons    pas   l'opportunité  -,   seulement,   nous    ferons 
observer  à  notre  abonné  que  le  vocabulaire  qu'il  demande 
serait    trop   volumineux   pour    trouver    place    dans    les 
Annales.  Le  nombre  des  mots  nouvcaiix  est  déjà  consi- 
dérable, il  surpasse  de  beaucoup   celui  des  idées  nou- 
velles, et  notez  qu'il  va  toujours  en  augmentant.  A  peine 
a-t-on  fait  connaissance  avec  les  hjperdêterminants,  les 
éjectants  de  discriminants ,  les   covariants ,  les  contra- 
variants,  etc.,  que  voici  \ei\\T  àesfact-invariants.  [Foir 
les  Comptes  rendus  de  l'jicadémie  des  Sciences,  n°  du 
i3  juin  1864.)  hesfact-ini^ariants  forment  une  nouvelle 
classe   di'invariants    appartenant   à    l'ordre   des    combi- 
nants j  pour  en  avoir  une  notion  plus  claire,  il  suffira  de 
lire  les  quelques  lignes  suivantes  qui  sont  extraites  des 
Comptes  rendus. 

Deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe  qui,  en 
général,  ne  présente  aucune  singularité. 

«  Mais  il  peut  arriver  que  cette  courbe  possède  un 
1)  point  double,  dans  lequel  cas  les  deux  surfaces  seront 
»  touchées  par  le  même  plan.  Pour  que  cela  arrive,  une 
))  certaine  fonction  des  coefficients  doit  s'évanouir,  à  la- 
»  quelle,  comme  exprimant  la  condition  de  tangence, 
»  notre  grand  géomètre  M.  Cayley  a  proposé  de  donner 
»  le  nom  àe  fact-invariant.  »  G. 

Un  lecteur  anonyme  des  Nouvelles  Annales  nous  a 
récemment  adressé  une  démonstration  relative  à  la  ques- 
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lion  664-  La  solution  qu'on  a  donnée  de  celte  question 
(p.  1  j5,  numéro  d'avril  dernier)  est  incomplète.  Les  dé- 
monstrations mentionnées  (p.  lyS)  s'appuient,  comme 
celle  du  lecteur  anonyme,  sur  des  méthodes  de  calculs 
exposées  dans  le  Traité  des  Sections  coniques  de  M.  G.  Sal- 
mon.  Les  applications  les  plus  simples  qu'on  puisse  faire 
de  ces  méthodes  à  la  question  dont  il  s'agit,  ont  été  faites 
par  l'auteur  même  du  Traité  des  Sections  coniques.  {Voir 
4"  édition,  p.  244  6t  335.)  G. 


NOTICE  SUR  LES  FOXCTIOXS  HYPERBOLIQIES 
ET  SIR  QIELQUES  TABLES  DE  CES  FONCTiOXS; 

Par  m.   HOÙEL, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 


1.  D'après  leur  définition  géométrique,  le  cosinus  et 
le  sinus  d'un  angle  sont  les  coordonnées  rectangles  du 
point  correspondant  d'une  circonférence  décrite  du  som- 
met de  l'angle  comme  centre,  avec  l'unité  pour  rayon. 
L'équation  de  ce  cercle  peut  être  remplacée  par'les  deux 
équations 

(  i  )  X  r=  ces  ty     ^  =  sin  ?  , 

les  fonctions  cosî,  sinf  satisfaisant  à  la  relation  fonda- 
mentale 
(2)  cos-^  +  sin-f  =  I . 

On  peut  remarquer  que  le  nombre  t,  qui  mesure  l'angle 
évalué  en  parties  du  rayon,  mesure  en  même  temps  le 
double  de  l'aire  du  secteur  circulaire  correspondant,  de 
sorte  que  l'on  peut  considérer,  au  lieu  de  l'angle,  le 
double  du  secteur  compris  entre  ses  côtés. 
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On  a  liès-aiiciciiiit'nifiil  aperçu  l'aiialoi^ie  qui  existe 
entre  le  cercle  et  l'hyperbole  équilatère,  et  la  considéra- 
tion des  secteurs  hyperboliques  est  devenue  importante 
depuis  que  Mercator  a  découvert  leur  expression  au 
moyen  des  logarithmes  [Logarithmotechnia^  1668).  En 
traitant  la  multiplication  des  aires  hyperboliques, 
Moivre  (*)  a  trouvé,  entre  les  oidoiinées  7  et  r„  des  points 
d'une  hyperbole  de  demi-axe  =  i  correspondants  à  des 
secteurs  dont  le  second  est  égal  à  n  fois  le  premier,  la 
relation 


(  3  )  v'  I  -^-  ri  4-  ïn  =  (  v'  •  -)-  r-  -^  y  )" , 

qui   se   déduit  immédiatement  de  l'expression  logarith- 
mique du  double  secteur  hyperbolique, 

(4)  «  =  log(v/i -h  j'+.r)  =  log--= , 

v/i  +y-—y 

ou,  si  l'on  veut,  en  ayant  égard  à   l'équation  de  l'hyper- 
bole, 

(5)  r=  — r^—  I, 

(6)  M  =  log(x  -h  j)  =l<)g 

L'équation  du  cercle  se  déduisant  de  celle  de  l'hyper- 
bole (**)  par  le  changement  dej^  en  =br  sj — i,  Moivre 
en  conclut  que  la  relation  qui  existe  entre  les  ordonnées 
des  points  du  cercle  qui  correspondent  à  des  secteurs 
dont  l'un  est  égal  à  n  fois  l'autre,  est  de  la  forme 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cosnfàlsj  —  I  sin«/  =  (cosrit  y/—  i  sin^)", 


{*)   Miscellanea  analylica  Je  seriebus  et  quadraluris,  ^'J'^0. 
("*)  Il  est  entendu  qu'il  s'agira  toujours  ici  de  l'hyperbole  équilaièri:. 
Ann.  de  Malhcmat.,  2*  série,  t.  III.  (Septembre  iSG^.)         i-'] 
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C'est  ainsi  qu'il  est  parvenu  au  théorème   fondamental 
qui  porte  son  nom. 

En  comparant  les  développements  en  série  des  fonc- 
tions exponentielles  et  circulaires,  on  arrive  à  la  formule 

é^'"^-'  =  cost±sJ — I  sin^, 


d'où  l'on  tire 
(7) 


X  ■=  ces?  =r  — 


e 
jr  =  sin  f  =  - 


2 


v^- 


Ces  formules  expriment  les  coordonnées  du  cercle  en 
fonction  d'exponentielles  imaginaires  ayant  pour  expo- 
sant le  double  secteur  circulaire. 

Or,  des  équations  (4)  ou  (6)  on  tire,  pour  les  coor- 
données de  l'hyperbole,  exprimées  en  fonction  du  double 
secteur  byperbolique,  les  valeurs 


2 

(8)  .  „        - 

e"-  —  e 

y  =  — : — 


qui  ne  diffèrent  des  formules  (7)  que  par  le  changement 
de  ï  en  «  s/ — 15  et  de  y  en  y  \/ — i.  On  peut  donc  repré- 
senter les  coordonnées  de  l'hyperbole  parles  formules 

(9)  x  =  cos[u\,/—i},     J  = 


V  — 1 


De  même  que  toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie 
relatives  à  l'addition,  à  la  multiplication  et  à  la  division 
des  arcs  ou  des  secteurs  circulaires  peuvent  se  déduire  en 
traitant  par  l'Algèbre  les  formules  (7),  de  même  toutes 
les  formules  analogues  relatives  aux  secteurs  hyperbo- 


(4i9  ) 
liques   pourront  se   déduire,   soil  directement,  des  for- 
mules (8),  soit  immédiatement,  des  formules  relatives  aux 
arcs  ou  aux  secteurs  circulaires,  en  remplaçant  partout 

respectivement  par 

«  v' — I,      xz=co?,[a\J — I  ),     y  sj — i^sinftty'' — i  ). 

2.  Il  était  naturel  de  songer  à  désigner  les  coordonnées 
de  l'hyperbole  par  une  notation  qui  rappelât  l'analogie 
de  leurs  propriétés  avec  les  coordonnées  ces/,  s,\nt  du 
cercle.  Cette  idée  a  été  réalisée  pour  la  première  fois  par 
Friedr.  Mayer,  de  l'Académie  de  Pétersbourg,  un  des 
contemporains  de  Moivre.  Dans  le  courant  du  siècle  der- 
nier, Vincent  Riccali,  Saladini,  Foncenex  et  surtout  Lam- 
bert se  sont  occupés  de  ces  fonctions,  et  ce  dernier  en  a 
donné  une  petite  Table  dans  le  recueil  qu'il  a  publié 
en  1770  (*).  Les  propriétés  de  ces  fonctions  se  trouvent 
aussi  exposées  dans  le  Cours  de  Mathématiques  de  Sauvi 
(1776),  t.  IV,  p.  222  et  suiv.,  et  dans  le  Dictionnaire 
mathématique^  art.  Géométrie,   t.  Il,  p.  592  (i8o5). 

Dans  ces  dernières  années,  Gudermann  a  fait  paraître 
dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  M  et  suiv.)  un  long  travail 
SUT  les  fonctions  hjperhoUques ,  suivi  de  tables  étendues, 
et  qui  a  été  réuni  en  un  volume  sous  le  litre  de  :  Tlworie 
derpotenzial-  oder  cjclisch-hy perholiscJwn  Functionen 
(Berlin,  i833,  i  vol.  in-4,  i58  pages  de  texte,  196  de 
Tables) . 

Enfin  deux  nouveaux  recueils  de  Tables  de  fonctions 
hyperboliques  viennent  d'être  publiés,  en  i863,  l'un  à 
Dantzig  par  M.  Gronau,  l'autre  à  Pise  par  M.  Angelo 
Forti. 


(")  \oyet  le  Bullelin  de  bibliographie  AdsNouvellcs  Annales, &nn(:e  i855, 
p.  28. 

27. 
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Avant  d<'  décrire  ces  diverses  Tables,  disons  quelques 
mots  sur  les  notations  adoptées  pour  représenter  les  fonc- 
lions  hyperboliques. 

3.  On  a  désigné  depuis  longtemps  les  coordonnées  de 
l'hyperbole,  données  par  les  formules  (8),  sous  le  nom  de 
cosinus  hjperbolique  et  àe  sinus  hjperbolique,  et  on  les 
a  représentées,  en  abrégeant  plus  ou  moins  la  notation, 
par  les  initiales  des  mots  cosinus  et  sinus,  suivies  do  la 
lettre  h.  Nous  écrirons  de  cette  manière 

a:  =  C  h  M  =  î 


y  =  S  h  tt  =:  — 


2 

en  y  joignant,  par  analogie  avec  la  tangente  circulaire,  la 
tangente  hjperbolique 

Shtt        <?"— e-" 
Th«=-T—  = 

Cha        gi'  +  e-" 

D'après  cette  notation,  les  formules  (g)  deviennent 

Ch«=:cos(M  si — I  )■)      sj — I  Sii«  =  sin(«  \^ — i), 
d'où 

\l — I  ïh/f  =  tang(M  y/ — i  )• 

On  en  tire,  réciproquement, 

cosf  =  Ch(?v/— I  ),      s,i—i  sin?  =  Sh(/ y^—  i  ), 
y/ — I  tang?  =  Th(;y/— i). 

Telles  sont  les  relations  qui  lient  entre  elles  les  fonctions 
hyperboliques  et  circulaires. 

En  les  comparant  aux  formules  d'Abel  et  de  Jacobi 
pour  le  passage  des  arguments  réels  aux  arguments  ima- 
ginaires dans  la  théorie  des  foiiclions  elliptiques,  on  voit 
qu'elles  sont  un  cas  particulier  des  formules  qui  servent 
à  exprimer  les  fonctions  elliptiques  d'un  argument  ima- 
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ginaire  au  moyen  des  fonctions  d'un  argument  réel  rela- 
tives au  module  complémentaire,  les  fonctions  circulaires 
et  hyperboliques  correspondant  aux  modules  complé- 
mentaires o  eti . 

De  cette  remarque  résulte  immédiatement  la  représen- 
tation des  fonctions  hyperboliques  au  moyen  des  fonctions 
circulaires  d'un  arc  lié  à  l'argument  u  comme  Test  plus 
généralement  l'amplitude  à  l'argument  d'une  fonction 
elliptique.  Nous  désignerons  cette  amplitude,  relative  au 
module  i ,  sous  le  nom  d'amplitude  hyperbolique  de  l'ar- 
gument z/,  et  nous  la  représenterons  par  le  signe  AmliM. 

Soit  que  l'on  particularise  les  formules  relatives  aux 
fonctions  elliptiques,  soit  que  l'on  compare  la  relation 

Ch-«  —  Sh-a=  I, 

qui  a  lieu  entre  les  fonctions  hyperboliques,  à  la  relation 

séc-T  —  tang^T  =  i , 

qui  a  lieu  entre  les  fonctions  circulaires,  on  est  conduit 
à  identifier  les  fonctions  hyperboliques  de  u  avec  les  fonc- 
tions circulaires  d'un  certain  angle  t,  lié  à  u  par  les  rela- 
tions 

Ch«  =  sécT,      ShM  =  tangr,     Tli«  =  sinT, 

dont  chacune  entraine  les  deux  autres.  C'est  cet  angle  t 
que  nous  appellerons  V amplitude  hyperbolique  de  m, 
T  =  AmliM. 

Gudermann  désigne  cet  angle  sous  le  nom  de  longitude 
[longitudo,  Lojigitudinalzahl),  et  le  représente  par  la 
notation 

(")  Lambert  et,  d'après  lui,  MM.  Mossolti  et  Forti  ont  nommé  cet 
angle  t  Vangle  transcendant  correspondant  au  double  secteur  hyperbo- 
lique u.W  est  très-facile  d'avoir  la  représeiilalion  géométrique  de  cet  angle 
dans  l'hyperbole. 
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Réciproquement,  il  désigne  l'argument  u,  considéré 
comme  fonction  de  T,  sous  le  nom  de  longueur  [Lan ge, 
Lângezahl)^  et  le  représente  par  la  caractéristique  iT, 

En  résolvant  lune  des  équations 

e"  -h  <?-"                         e"  —  e-"  .  e"  —  e-" 

secT= ,      tangT= -,      smT  = 


par  rapport  à  m,  on  trouve  la  relation  qui  existe  entre  les 
deux  variables  u  et  t, 

«  =  /.tang(^  +  l), 
d'où,  réciproquement, 

T  =Amh«  =  2  arc  tange" 

2 

On  obtient  toutes  les  valeurs  réelles  de  l'argument  m, 
de  —  co  à  H-  00  ,  en  faisant  varier  1  amplitude  t  depuis 

jusqu  a  H 

4.  Donnons  maintenant  une  idée  des  Tables  de  Guder- 
raann  et  de  celles  de  M.  Gronau  qui  ne  diffèrent  des  pre- 
mières que  par  d'heureuses  modifications  de  détail. 

Si  l'on  peut  trouver,  pour  chaque  valeur  de  //,  la  va- 
leur correspondante  de  l'amplitude  t,  et  vice  versa,  on 
obtiendra,  d'après  ces  formules,  les  fonctions  hyper- 
boliques de  u  en  cherchant  dans  les  Tables  irigonomé- 
triqucs  ordinaires  les  fonctions  circulaires  de  -5  et  réci- 
proquement, en  cherchant  la  valeur  de  t  correspondante 
à  l'une  des  fonctions  hyperboliques  de  «,  en  vertu  des 
mêmes  formules,  on  aura  la  valeur  de  u  qui  lépond 
à  l'amplitude  t. 

C'est  d'après   cette   méthode  (|ue  (iudcrmann   a  cou- 
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struit  sa  première  Table,  laquelle  donne,  pour  les  diverses 
valeurs  de  r  =  AmhM,  de  dix-millième  en  dix-millième 
du  quadrant,  ou  de  32^,4  e^i  32^,4,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  u  =  %  z,  avec  sept  décimales.  L'emploi  de  cette 
Table  exige  qu'on  y  joigne  une  Table  trigonométrique 
ordinaire,  et  de  préférence  une  Table  construite  suivant 
la  division  décimale  du  quadrant,  telle  que  celles  de 
Borda,  de  Callet  ou  de  Plauzoles. 

Lorsque  l'argument  m  est  très-considérable,  ou  l'angle  t 

très-voisin  de  ->  l'interpolation  par  parties  proportion- 
nelles devient  impraticable.  Pour  remédier  à  cet  incon- 
vénient, Gudermann  a  construit  une  seconde  Table  don- 
nant directement,  pour  les  valeurs  de  u  plus  grandes 
que  2,  les  logarithmes  des  trois  fonctions  hyperboliques 
ChM,  Shu,  THm.  Pour  les  valeurs  de  u  qui  dépassent  12, 
limite  de  cette  seconde  Table,  on  a  sensiblement 

lhu==i,     CliM  =  Sh«  =  -e". 

2 

En  désignant  donc  par  la  caractéristique  L  les  loga- 
rithmes vulgaires  ou  décimaux,  et  par  M  le  module  du 
système  décimal,  on  pourra  prendre 

L.TliM  =  o, 
L.Ch«  =  L.SIiw  =  Ma  — L.2. 

On  obtient  facilement  M«  à  l'aide  de  la  Table  de  conver- 
sion des  logarithmes  naturels  en  logarithmes  vulgaires. 

5.  Les  Tables  de  Gudermann  présentent  quehjucs  in- 
convénients dans  la  pratique.  L'emploi  de  la  première 
Table  exige  deux  lectures  dans  deux  volumes  ditlerents. 
D'autre  part,  la  seconde  Table  est  incomplète,  puisqu'elle 
ne  donne  pas  les  fonctions  hyperboliques  des  arguments 
moindres  que  2. 
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M.  Gronau  a  évité  ces  inconvénients,  en  réunissant  la 
Table  des  fonctions  u=  £ z  a  une  Table  trigonométrique 
donnant  les  logarithmes  des  fonctions  circulaires  de  -,  de 
sorte  que  l'on  trouve  directement,  à  côté  de  chaque  va- 
leur de  u,  ou  plutôt  deM«,  les  logarithmes  des  fonctions 
hyperboliques  de  u. 

Il  y  a  divers  avantages  à  introduire  dans  la  Table,  au 
lieu  de  l'argument  ii  lui-même,  son  produit  par  le  mo- 
dule M.  D'abord,  lorsque  u  est  très-considérable  et  T  très- 
voisin  de  —t  l'accroissement  des  logarithmes  vulgaires  de 

Chu  et  de  Shw  est  sensiblement  égal  à  l'accroissement 
de  Mu,  ce  qui  simplifie  beaucoup  l'interpolation  de  la 
Table.  Cette  substitution  oifre  encore  certaines  facilités 
dans  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Dans  le  cas  oùii 
est  donné  directement,  la  multiplication  que  cette  dispo- 
sition exige  se  fait  presque  à  simple  vue  au  moyen  de  la 
Table  de  conversion  dont  nous  avons  parlé. 

i^a  Table  de  M.  Gronau  est  munie,  comme  les  Tables 
trigonomélriques  ordinaires,  d'un  double  argument,  tant 
pour  les  valeurs  de  z  que  pour  les  valeurs  correspondantes 
de  u.  Elle  donne,  pour  l'argument  de  gauche,  variant  de 
G  à  90  degrés,  les  valeurs  logarithmiques  de 

ThM=sinT,     Ch«  =  sécT,     ShM  =  tangT, 

et  pour  l'argument  de  droite,  variant  de  90  degrés  à  o.  les 
valeurs  de 

1  1,1 

— —  =  cosT,       — r—  =  cosec-r,      ——  =  cet  t. 
C.  Il  u  1  h  M  S  h  « 

Il  eût  été,  selon  nous,  préférable,  au  lieu  de  disposer 
toutes  ces  valeurs  à  la  suite  les  unes  des  autres,  de  les 
disposer  de  manière  que  les  six  fonctions  circulaires  d'un 
même  angle  se  trouvassent  sur  deux  pages  en  regard,  de 
manière,  par  exemple,  (pie  Ton  eùl  trou\é  vis-à-\is  l'un 
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de  l'autre  les  logarithmes  du  sinus  et  du  cosinus  d'un 
même  angle.  La  disposition  eût  été  celle  de  la  Trigono- 
nietria  Britannica  de  Briggs,  et  de  plusieurs  autres  re- 
cueils, et  l'on  aurait  augmenté  notablement  la  commodité 
de  la  Table,  sans  v  inscrire  un  seul  chiffre  de  plus. 

jNous  ne  pouvons  enfin  nous  empêcher  de  regretter  que 
M.  Gronau  ait  cru  devoir  abandonner  la  division  déci- 
male du  quadrant,  emplovée  par  Gudermann,  et  revenir 
à  la  division  sexagésimale,  dont  un  préjugé  traditionnel 
maintient,  sans  aucune  raison  solide,  l'usage  dans  les 
calculs  qui  ne  concernent  pas  directement  l'astronomie 
d'observation  ou  la  navigation.  Ce  sacrifice  à  la  coutume 
entraîne,  dans  bien  des  cas,  des  réductions  embarras- 
sautes,  que  l'on  aurait  évitées  complètement  en  adoptant 
la  division  rationnelle  du  cercle. 

En  résumé,  les  Tables  de  M.  Gronau  sont  d'un  emploi 
liès-commode,  et,  en  attendant  que  la  France  en  possède 
de  semblables,  nous  ne  saurions  trop  en  recommander 
l'acquisition  aux  peisonnes  qui  pensent,  comme  nous, 
que  la  pratique  intelligente  et  modérée  du  calcul  numé- 
rique est  un  utile  moyen  pour  éclaircir  la  théorie. 

6.  Il  nous  reste  à  parler  des  Tables  de  M.  Forti.  Pour 
en  donner  une  idée,  concevons  que  sur  le  même  dia- 
mètre =  2  on  ait  décrit  un  cercle  et  une  hyperbole  équi- 
lalère.  Menons  un  rayon  faisant  avec  le  diamètre  com- 
mun un  angle  /,  lequel  mesurera  le  double  du  secteur 
circulaire,  et  soit  //  le  double  du  secteur  hyperbolique 
correspondant.  Les  coordonnées  des  poiîits  où  le  rayon 
rencontre  les  deux  courbes  seront  cosf,  s'ini  pour  le 
cercle,  et  Ch//,  Sh«  pour  l'hyperbole,  et  la  proportion- 
nalité de  ces  coordonnées  donnera  évidemment 

siii  f        S  h  H 

• ^  = -- —      on      lanL'/ =:- 'l'Ii  w. 

rosf        Cil//  ^ 
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De  celte  relation  on  tire 


tane/ 

—  tang 


I  —  tangf 


(i-i 


d'où 


et 


«  =  ^  log  tang  f  ^  4-  A  =  ^  f  (2^, 


t=-  Amh(2«). 

2  ^ 

Quant  aux  fonctions  hyperboliques  de  m,  autre  que 
Thw,  elles  sont  liées  aux  fonctions  circulaires  de  t  par 
des  relations  assez  compliquées.  On  se  rend  donc  difficile- 
ment compte  des  raisons  qui  ont  pu  déterminer  M.  Forti 
à  subordonner  sa  Table  des  fonctions  hyperboliques  de  u 
à  la  Table  des  fonctions  circulaires  de  ?,  les  deux  Tables 
n'ayant  entre  elles  aucune  liaison  naturelle,  et  leur  juxta- 
position n'étant  d'aucune  utilité  dans  la  pratique. 

Le  volume  publié  par  M.  Forti  comprend  deux  Tables, 
dont  la  première  contient  huit  colonnes  disposées  sur 
deux  pages  en  regard.  Les  pages  de  gauche  contiennent 
une  reproduction  exacte  des  Tables  trigonométriques  à 
cinq  décimales  de  Lalande,  et  donnent  ainsi  les  fonctions 
circulaires  de  l'angle  t,  de  minute  en  minute.  Les  pages 
de  droite  contiennent,  pour  les  mêmes  valeurs  de  l'angle 

f  =  -  Amh  (2«)  les  valeurs  correspondantes  des  quatre 

quantités 

T=:Amh«,     L.ChH,     L.Shw,     L.m. 

La  seule  colonne  de  la  page  à  gauche  qui  ail  quelque 
rapport  avec  les  fonctions  hyperboliques  est  celle  qui 
donne 

L  XdiVw^t  =  L .Th«. 
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En  outre,  îa  Table  de  fonctions  hyperboliques  offre  le 
double  inconvénient  d'avoir  pour  argument  Lu  au  lieu 
du  nombre  u  lui-même  ou  de  son  produit  par  M,  et  de 
devenir  par  cela  même  d'un  usage  impraticable  pour  les 
valeurs  de  u  très-considérables,  ou  pour  les  valeurs  de  t 
voisines  de  90  degrés. 

La  seconde  Table  donne,  pour  les  diverses  valeurs  de 

-  T,  croissant  de  minute  en  minute,  les  valeurs  corres- 
2 

pondantes  de  u  et  de 

L .  tang  f  =  L .  sin  T  =^  L .  T  h  «. 

Cette  Table,  qui  exige  concurremment  lemploi  de  la 
première,  nous  semble  d'un  usage  peu  commode. 

Nous  ne  pouvons  donc  énoncer  sur  l'ouvrage  de 
M.  Forti  une  appréciation  aussi  favorable  que  sur  celui 
de  M.  Grouau,  et  nous  sommes  même  loin  de  partager 
l'avis  de  l'auteur  de  la  préface,  lorsqu'il  déclare  ne  trouver 
d'autre  mérile  au  Traité  de  Gudermann  que  les  exemples 
pratiques  qu'il  renferme  (*).  Malgré  leurs  imperfections, 
les  Tables  de  Gudermann  nous  semblent  de  beaucoup 
supérieures  dans  la  pratique  à  celles  de  M.  Forii,  surtout 
quand  il  s'agit  des  applications  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  auxquelles  rien  ne  fait  allusion  dans  le  recueil 
italien,  et  qui  constituent  cependant  l'emploi  le  plus  im- 
portant des  fonctions  hyperboliques. 

7.  Indiquons,  en  terminant  cette  Note,  quelques  appli- 
cations des  fonctions  hyperboliques,  pour  montrer  l'usage 
des  nouvelles  Tables. 

1°  Soit  proposé  de  résoudre  l'équation  du  troisième 


(*)  «  Le  sue  tavole  perô  sono  incomode;  e  il  solo  nicrito  che  noi  revvi- 
»  siamo  ncl  suo  lavoro  siille  fiinzioni  iperboliche  consiste  ncll'  ajjjjiunta 
»  ch'  cgli  ha  fatto  di  varie  e  nuove  applicazioiii.    " 
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degré,  dans  le  cas  où  une  seule  des  racines  est  réelle.  En 
procédant  d'une  manière  analogue  à  celle  qui  conduit  à 
la  résolution  par  les  fonctions  circulaires  dans  le  cas  où 
les  trois  racines  sont  réelles,  on  identifiera  l'équation 
privée  de  second  terme 

x^ZJ^px  -h  q  =  o 

[p  étant  positif  et  (j  de  signe  quelconque)  avec  l'une  des 
équations 

4Ch'^  —  3Ch^  — Ch«=:o, 

4Sh»|  -4-3Sh  ^  —  ShM  =  o, 

qui  donnent  la  trisection  de  l'argument  u.  Dans  le  cas  où 
le  second  terme  a  le  signe  • — ,  par  exemple,  on  détermi- 
nera l'aigument  u  par  la  formule 


Ch, 


-ip  V  p 


le  radical  étant  pris  avec  un  signe  tel,  que  le  second 
nienjbre  soit  positif,  et  les  trois  racines  de  l'équation 
seront  {le  radical  étant  pris  avec  le  même  signe) 


=Vi 


01,3, 


V 


/i' 


Ch3±v-3.SI,3) 

•^'  — Cl," 

=  —  -_+-v  — /^.Sh-. 


Ces  formules  sont,  comme  on  le  voit,  beaucoup  plus 
simples  que  celles  qui  résultent  de  l'emploi  des  fonctions 
circulaires  dans  le  même  cas. 
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Soit,    par   exempli',   (-omme   dans    le   (as    tiailé   par 
M.  Forti, 

—  /7  =  —  901,498,     <7  =  — i35o2,84. 

Voici  le  tableau  du  calcul,  exécuté  au  moyen  de  la 
Table  de  M.  Gronau  : 

^  =  3oo,499  ^'^"^ 0,01162 

|  =  — 6526,42  24/1 1,53995 


f 2,477844         " '^'^^^^7 

^  _  Sh- 1,36999 

- 3,52oi56  ^ 

/3  -    a       .  V^ '''^^^' 

Sj - 2,761078  »'_ 


2 


3,814675 


Cha 0,097909 


V3 o, 23856 


y/p-Sh-a...     0,84747 


M/«  =  0,30269  i  =^  —  (i,25o54) 

:^  M«=  0,10090  =P  (",84747  )V' 


les  nombres  entre  parenthèses  étant  des  valeurs  logarith- 
miques. 

2**  Soient  a  le  demi-axe  équatorial,  h  le  demi-axe  po- 
laire d'un  sphéroïde  aplati,  e  l'excentricité  de  Tellipse 
méridienne,  p  le  demi-paramètre  =a{i  —  e").  La  surface 
de  la  zone  compiise  entre  Téquateur  et  le  parallèle  situé 
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à  la  distance  y  a  pour  expression 

Pour  calculer  cette  expression,  posons 

^  =  Sh«; 
P 
il  viendra 

S  = —  S  h  2  M  4-  « 

e     \2 

S'il  s'agit  de  la  surface  totale  du  sphéroïde,  on  fera 

S  h  M  =  —===  î 

V/ 1  —  e^ 

et  l'on  doublera  l'expression  précédente. 

Si  l'on  demande,  par  exemple,  la  surface  du  sphéroïde 


L.e 

. . . .        2,Q122I 

299,1 53 
o,o35 0,080590.5 

...         I ,99855 

. . . .     2,9i366 

56 1289.4 

L.s/i  —  e\ 

L.ShM 

IL  =z  0,081880 

—  S  h  2  K  =  0 ,  082247 

Uu  = 

o,o3556o 
0,071 120 

•X IM  u  ■=. 

«H Sh2?/=  0, 164127 

1j  .  S  h  2  M  , .  . 

. . . .     I ,2i6i5 

Log 1 ,2i5i8 

— 0 ,  '786n6 

2^ '  y^jvjyvj 

0,00194 

«  » 99904 
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Donc 

S  =  47ri^  (0,00194)  =  47^0^(1,99904). 

On  a  ainsi  les  rapports  de  la  surface  du  sphéroïde  aux 
surfaces  des  deux  sphères  ayant  pour  diamètres  le  dia- 
mètre polaire  et  le  diamètre  équatorial. 

3''  Dans  le  Mémoire  de  Jacobi  sur  la  rotation  des  corps 
[Journal  de  d'elle fl.  XXXIX),  on  trouve,  p.  829,  la 
formule 

I  0(w  +  /rt) 

i  étant  mis  pour  sj — i.  Si  l'on  pose,  en  adoptant  les  no- 
tations classiques  des  Fiindauienta  nova, 

■Kll  77  <2 

x=  — — ,         a  =  — — j 
2K  2K 

et  que  l'on  remplace  la  fonction  0  par  son  développement 
connu,  la  formule  en  question  devient,  après  la  dispari- 
tion des  imaginaires, 

iqS\\la.S\QO.x — 2ç' Sh4a  sin4^ -h.  .  . 
^*  I  —  iq  ChlCA.  COS2.r  H-  29'  Ch4acos4-ï^  —  •  •  • 

Soit  donné  l'angle  du  module 

6  =  29°  20' 2" 

avec  La  =:  1,89499.  On  en  conclut  L  (Ma)  =  1,53277, 

Ma  =  0,34102, 
2Ma  =  0,68204, 
4Ma=  i,364o8. 

On  a  ensuite,  au  moyen  de  la  petite  Table  calculée  par 
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Jacobi,  ou  mieux,  au  moyen  tli's  Tables  plus  étendues, 
publiées  par  M.  Meissel  (Iseilohn,  1860), 

h.q  =  1  ,"23415. 

La  Table  de  Giouau  donne 

L.Slrîa  =  o,36i8i,      L.Sh4a:=:  i  ,062, 
L.Ch2a  =  0,89989,     L.Ch4a  =  I  .o64- 

On"  en  conclut 

2,89699)  sin2x  —  (6,800)  sin4-^ ->-    •■ 


tang-^'  =  ±: 


I  —  (2  ,98457)  COS2X+   6,802)  cos^x  — 


formule  qui  fait  connaître  très-simplement  la  valeur  de 
l'angle  ^'  qui  correspond  à  chaque  valeur  de  la  variable  x. 
Nous  nous  bornerons  à  ce  petit  nombre  d'exemples, 
ne  pouvant  même  indiquer  les  nombreuses  applications 
des  fonctions  hyperboliques  dans  le  calcul  intégral  et  dans 
la  Mécanique,  où  elles  jouent  un  rôle  presque  aussi  im- 
portant que  les  fonctions  circulaires. 
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REMAUQIES  SIR  LA  TRANSFORMATION  ET  L'ABAISSEMENT 
DES  ÉQUATIONS 

vTOir  page  122); 

Par   m.   E.   PROUHET. 


8.  Problème.  —  Sachant  que  le  produit  de  deux  ra- 
cines d'une  équation  est  V unité,  trouver  ces  deux  racines. 

Les  deux  racines  seront  communes  à  l'équalion  pro- 
posée 

(')  f{.r)  =  o, 

et  îi  sa  transformée 

(2)  X-/(^Wo. 


Mais  au  lieu  d'appliquer  à  ces  deux  équations  l'opéra, 
tion  du  plus  grand  commun  diviseur,  il  y  aura  avantage 
à  les  remplacer  par  les  suivantes  : 

(3)  f[x)-^x'"f[^\  =.., 

(4)  /{.r)-x'"fi-\^0, 


qui  sont  évidemment  réciproques,  et  par  conséquent  sus- 
ceptibles d'abaissement. 
Exemple  : 

A„  H-  k,.r  -H  A:J:'  -4-  Aj.ï;'  +  A..r'  =  o. 

1/éjualion  aux  inverses  des  racines  sera 

A,  +  A^x-\-  A,.^-'  -H  A.  x'  4-  Ao.i-'  =  o. 

Ann.  de  i!,iihàniiii.,  2*  série,  t.  III.  (Octobre  iSG^.)  28 
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O»  aura  doue  les  équations  réciproques 

Ao -h  A4 +  ( A, -f- Aa)^ +  2  Ao.r' +(A3  +  A ,)x' 4- (A4 -f- Ao).r*==  G, 
A,  — A4  +  (A,— Aa).?-  — (A,  — As}^'  —  (Ao  — A4)j:'  =  o, 

ou  bien 


;  A„  +  A4  )  (  J.^  +  ^  J  +  (  A,  +  A,  )  rr  4-  M  4-  -2  A,  =  o, 
A„-A4)(^...-^,J4-(A,-A,)(.x--^j=o. 


Cette  dernière  se  réduit  à 

(A„  — A,)  (-î:  +  -  j  +  A,  —  A,  =  0, 

d'où 

I        A,  —  A, 


X  + 


A4 — A„' 


équation  qui  fait  connaître  les  deux  racines  cherchées  5 
mais  il  y  a  nne  écjuation  de  condition.  Si  Ton  pose 


I 

X 


(  Ao  4-  A4  )  3-  4-  (  A,  -f-  A:,  )  c  +  ?.  (  A,  —  A„  —  A4  )  =  o, 

A|  —  A3 

^  ~  A.,  —  Ao  * 

Éliminant  z.  il  vient 

(Ao  4-  A4  )  (  A,  —  A3  )'  4-  (  A;  —  A=  )(  A4  —  A„  ) 

4-2(A,  —  Ao  — A4)(A4  — Ao)=  =  o. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  ait  deux  racines  réciproques. 

9.  Il  est  clair  qu'on  ramènerait  au  problème  précé- 
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dent  celui  qui  cousislcidit  à  cheitlicr  deux  racines  dont 
le  produit  serait  égal  à  cr .  Il  sulliraii  de  diviser  toutes  les 
racines  de  Féquation  proposée  par  a. 

On  trouvera  sans  peine  les  conditions  qui  devront  être 
remplies  pour  que  les  racines  d'une  équation  se  parta- 
gent en  couples  donnant  le  même  produit;  mais  celte 
propriété  n'appartiendra  en  même  temps  à  la  dérivée 
que  dans  un  cas  très-particulier. 

10.  Problème.  —  Trouver  une  é(juation  qui  ait  pour 
racines  les  carrés  des  racines  d'une  autre  équation.     ~ 
Si 

(1)  f[^)  =  o 

est  réquation  proposée,  il  suffit  de  poser 

(2)  y  =  ^' 

ei  d'éliminer  x  entre  les  équations  (i)  et  (2)5  mais  on 
arrivera  plus  tôt  au  résultat  en  remarquant  que  l'équa- 
tion 

(3)  /{..)/{— .T)  =  o, 

qui  ne  change  pas  quand  on  change  x  en  —  x,  est  de  la 
forme 

(  x' rt-  )  (  x'  6'  )  .  .  .  ^  JT-  —  /^  )  ^  O, 

rt,  ^,  c,  .  .  .  ,  /étant  les  racines  de  l'équation  (i):  donc,  si 
l'on  fait  j:' =  j^  dans  l'équation  (3),  on  aura  l'équation 
demandée. 

Si  l'on  désigne  par  P  l'ensemble  des  termes  dey  (a:) 
qui  contiennent  x  à  des  puissances  paires,  et  par  Qx 
l'ensemble  des  autres  termes  (Q  étant  une  fonction  de  x^) , 
on  aura 

f{x)f{—  .r)  =  (P  4-  Qx)  (  P  -  Qx)  =  P^  —  Q'.r=  =  o. 

Par  exemple,    l'équation    aux   carrés  des    racines   de 

28. 
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l'i-qualioii 

x-^  +  px'^  +  ff.r.  -\-  r=  o 

sera,  en  posant  x'  =  j-, 

[py  -f-  rf  —  [jr-^qyj  =  o. 

11.   PuoBLÈME.  —  Trouver  Vêqualioji  nnx  ctihps   t'es 
racines  d'une  équation  proposée. 

On  peut  toujours  écrire 

/(  X  )  =  P  4-  Q.r  +  Rx% 

P,  Q,  R  désignant  des  fonctions  de  x^^  car  il  suffit  pour 
cela  de  partager  les  termes  en  trois  groupes,  suivant  que 
l'exposant  de  x  divisé  par  3  ne  laisse  aucun  reste,  ou 
donne  pour  lestc  i  ou  2.  Soient  a  et  &}  les  racines  cubi- 
ques imaginaires  de  l'unité,  nous  aurons 

/  (  a  .r  )  =  P  +  Q  a  ^  4-  R  a=  j;% 
f[7}x)  =  P  +  ÇIj}x  -\-  Rax', 
et 

/(  ai  )/(  ax  )/(  a-  X  )  =  P'  +  Q^  x'  +  R^  x'''  ~  3  PQR  .r'. 

Si    a   est    une    racine    de    l'équation    /^(x)  =  o,  a, 

-5  -5  ou  «,  «a  ,  ac.  seront  des  racines  de  1  équation 

a.     a? 

f[x)f[  y.x)f{a?x)-=io, 

dont  le  premier  membre  sera  divisible  par 

[x  —  fi){x  —  aa){x  —  a'«),      ou     x^  —  rt\ 

Donc,  si  dans  la  dernière  équation,  c'est-à-dire  dans 

p3  ^_  Q3  j,3  _}_  R.'»  ,ifi  _  3PQR.r'  =  0, 

on  fait  x^  =Ji  ^^^  aura  l'équation  aux  cubes  des  racines 
de  l'équation /"(j?)  =  o. 


sera 
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Par  exemple,  l'équaiioii  aux  cubes  des  racines  de 

x*  -\-  px-  -\-  qx  -\-  r  =  o 

3pq{r  -]-  r]r=:  O. 


12.  Plus  généralement,  si  Ton  voulait  former  nue 
équation  ayant  pour  racines  les  racines  de  réqualion 
f[x)  =  o  élevées  à  la  n'^'""  puissance,  il  suffirait  de  faire 
j-  =  j:"  dans  l'équation 

/(x)/(a.r)/(a^^).../(a«-'x)  =  o, 

a  désignant  une  racine  primitive  de  l'équation  x" —  i  =  o. 
Waiing  a  indiqué  cette  métliode  dans  ses  Misccllanea 
analytica,  1772,  p-  12.  Depuis,  ÎNI.  Kumnier  ayaiit  eu  à 
considérer  un  produit  de  la  forme  précédente,  dans  une 
question  très-ditïérente  de  celle  que  nous  traitons,  a  re- 
marqué que  cette  fonction  était  un  déterminant  {*).  Dès 
lors  la  solution  deWaring  prend  une  autre  forme  que  nous 
allons  faire  connaître,  et  qui,  quoique  un  peu  compli- 
quée, ne  laissera  pas  de  plaire  à  ceux  qui  aiment  les  dé- 
terminants. 
Posons 

P,  Q,  R,.  .  .,  U,  Z  étant  des  fonctions  de  x".  Pour  avoir 
l'équation  aux  n'^'""  puissances  des  racines  de  l'équalion 
^'(.r)  =  o,  il  suffira  de  faire  x"  =zj  dans  l'équation 

P  Q.r       R.v-      .  . .      Zo:"-' 

Z.r«-'  p  qx       ...       V.r"-^ 

Vx«--      Zx"-'        p        ...      U.r''-^ 


Qx 


V,x-       Sx^ 


(*)  De  Nainciis  coniph.vis,  qui  radicibus  uiutalis,  etc.  {^Journal  de  M.  Liou- 
viUv,  t.  XIl,  [..    187-188). 
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Ou  voit  que  les  lignes  successives  ne  sont  que  des  par 
mutations  circulaires  des  termes  de  la  première, 

{^Sera  continué.)  P. 


SIR  LA  DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIO^NELlES  ; 

Par  m.   s.   IlEALIS. 


Toute  fonclion  rationnelle  et  fractionnaire  d'une  va- 
riables peut  être  considérée  comme  résultant  de  l'addition 
d'un  polynôme  entier  par  rapport  à  la  variable  (qui  peut 
être  nul  )  et  d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  de  de- 
gré moindre  que  le  dénominateur.  Le  but  de  cette  Noie 
est  de  simplifier  en  quelques  points  la  théorie  ordinaire 
de  la  décomposition  de  cette  fraction  en  fractions  simples. 

Je  me  rapporte  aux  notations  et  aux  résultats  des  le- 
çons VF  et  VIP  de  VJlgchre    supciieiire  de  M.  Serret 

F(.r) 

(a'^  édition),  et  ie  considère  la  fraction  rationnelle  ~ — .•> 

que  je  suppose  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  et 
dont  le  dénominateur  (de  degré  plus  élevé  que  le  numéra- 
teur) est  le  produit  des  facteurs  {x  —  a)'^\  [x  —  Z>)'  , .  .  . . 
(x — cy  correspondants  aux  racines  distinctes  de  Té- 
t[uation/'(x)  =  o. 

La  décomposition  doit  donner,  par  identité  et  d'une 
seule  manière,  un  lésultat  de  la  forme 

F(^-)_       ^        I  ^'  I         ^-^         1  ..  +^il:^ 

J\x)       [x-nf      {x-aY~'       [^x-af-'  -^  -  ^ 

B  B,  B,  .    S,3-, 


-f  \ \ — -  -f-  . . .  + 


x—b 
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les  A,  B, .  .  .,  C  éiaiit  des  quanlilés  linies,  iudépendaules 
de  .r. 

Cherchons  à  déterminer  les  numérateurs  A,  Aj,.  .  ., 

F  (  .r  ) 

Ay—i  de  la  partie  de  la  valeur  de  ^      '  nui  est  relative  à  la 

/(•'■)  ^ 
racine  a.    A    cet   effet,    multiplions    l'égalité    ci-dessus 

par  [x  —  a)'^',  et  désignons,  pour  abréger,  par  9  [x)  l'en- 
semble  des  parties  de- ^relatives  à  toutes  les  autres 

^         y  (  -^  j 

racines  de/  [x)  =  o,  et  par  o  [x)  la  traction  > — t • 

On  aura,  par  identité, 

o  (.r)=  AH-A,  (JT  — rt)-4- A,(  x  — flj^-f-A.,  (x  — a)^  H-  .  .  . 
-h  Aa-i  (  j:  —  a  j''-"'  H-  (  X  —  «  j'-"  G  (  X  ). 

Il  suffit  de  Tinspection  de  cette  formule  pour  voir 
immédiatement  qu'en  y  faisant,  ainsi  que  dans  ses  déri- 
vées successives  jusqu'à  celle  de  Tordre  a  —  i  inclusive- 
ment, X  =  «,  on  aura 

m' (a)                    o"{a) 
<o{a)  =  A,       ~ =  A,, =iA:,..., 

I  1.2 

?"'(X)_    ,  '^^"IIS'O A 

o  —  A3, .  .  .  ,  ^         -.  .  —  Aa—  I . 

I.2.J  I.2.0...(  X —  I  j 

On  obtiendra  de  même  les  valeurs  des  autres  con- 
stantes B,  Bi, .  . . ,  C,  Cl, . .  . ,  ci-dessus.  Cette  manière  de 
parvenir  à  l'expression  algébrique  des  numérateurs  des 
diverses  fractions  partielles  qui  composent  la  fraction 
rationnelle  proposée,  est,  ce  me  semble,  plus  expéditive 
et  plus  simple  que  celle  qu'on  trouve  exposée  dans  V Al- 
gèbre supérieure  (p.  84  à  86)  et  dans  les  autres  ouvrages 
didactiques. 

Ces    expressions  des  numérateurs  des  fractions   par- 
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lielles  peuvent  s'appliquer  aux  racines  imaginaires  de 
fix)  =  o  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles,  mais  la  com- 
plication des  réductions  entre  les  termes  homologues  re- 
latifs aux  racines  imaginaires  conjuguées  rend  préfé- 
rable en  général,  pour  ces  racines,  la  décomposition 
directe  en  fractions  partielles  ayant  pour  dénominateurs 
les  facteurs  réels  du  second  degré  àef[x),  et  pour  numé- 
rateurs des  fonctions  linéaires  de  la  variable. 
Soit 

X  =  (  a:  -  //  )'  +  /?■= 

un  de  ces  facteurs,  n  son  degré  de  multiplicité  dansy(.x), 

1  ,   .  •  /     \   1      r  .         X" F  (  ^  ) 

et  desicnons  maintenant  par  cp  [x]  Ja  traction  — 7:7^—  5  et 

par  0  [x)  l'ensenible  des  fractions  partielles  qui  répondent 
à  tous  les  facteurs  Aef[x)  autres  que  [x  —  IiY-^A~.  On 
doit  parvenir  à  un  résultat  de  la  forme 

r(.r)_P-r-t-Q       P,^  +  Q,  P,.-..r  +  Q,.-, 

7{7y-    X"    "^    X"-'    -^••■^       X        "^  ^  ^' 

les  P,  Q  étant  des  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
On  aura  donc 

ç,  (  .r  )  =  P.r  -f-  Q  -+-  (  P,  .r  +  Q,  )  X  +  (  P,  .r  +  Q3)  X'  -f- .  .  . 
-+-  (  P„_,  .r  4-  Q„_,  )  X«-'  -h  X"  0  (  :r  ). 


Faisant,  dans  cette  équation  identique,  x  =  h  ■+-  A  y  —  i , 
et  désignant  par  M  H-  N  \/ — 1  ce  que  devient  o  [x]  dans 
cette  hypothèse,  on  obtient  l'équation 

M  +  N  v/^  z=  P  (A  4-  /  v^^)  +  Q, 

qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

M  =  P//  +  Q,     JV  — P/. 

On  lire  de  cclles-ii,  pour  P  et  Q,  les  valeurs  réelles  cl 
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finies 


N  MA  —  ^/i 


V  =  -,      Q  = 


A-         ^  A 

Prenanl  ensuite  les  dérivées  successives  de  l'équaiiou 
identique  ci-dessus,  jusqu'à  l'ordre  n —  i  inclusivement, 
et  faisant  partout  x  =  h  ■+- fc  y  —  i,  il  s'introduira,  à 
cliaque  différenliation,  deux  nouveaux  coefficients  incon- 
nus, et  chacune  des  équations  ainsi  obtenues  se  partagera 
en  deux  autres  servant  à  déterminer  ces  coefficients. 

Ce  procédé,  quoique  plus  simple  que  ceux  qu'on  trouve 
indiqués  dans  les  Traités  d'Analyse,  ne  laisse  pas  toute- 
fois que  de  présenter  des  complications  de  calcul  dans  la 
réduction  des  imaginaires.  Je  crois  utile  de  remarquer 
que  Ton  évitera  entièrement  ces  complications,  quelque 
soit  d'ailleurs  le  procédé  qu'on  emploie  pour  la  décompo- 
sition, eu  réduisant  d'abord  le  facteur  X  à  la  forme  j"-i- A", 
c'est-cà-dirc  en  posante:  —  h  =  y.  La  racine  imaginaire 
se  trouvera  par  ià  exprimée  par  y  =zz  A- v — J,  et  Ton 
aura  à  opérer  sur  une  fraction  rationnelle  de  la  forme 
n(j) 


fractions  partielles 


5   qui   se  prête   facilement  au  calcul   des 


P J  +  Q  P.  J  4-  Qi         P„-,  r  -+-  Q„_, 


Ce  calcul  achevé,  on  remettra  partout  x  —  h  à  la  place 

de  )  ,  et  l'on  obtiendra  les  fractions  partielles  relatives  au 

facteur  X. 

Lorsque  le  but  de   la  décomposition,   ainsi  (|ue   cela 

arrive  souvent,  est  1  intégiation  de  la  formule  dilîéren- 

F(x)d.7:     . 
lielle  — — — -— ,  il  y  a  d'autant  i)lus  avantage  à  se  servir  de 
/{x) 

!a  simplification  indiquée,  que,  quand  même  on  aurait 
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déterminé  directement  les  fractions  partielles  en  x,  il  y 
aurait  toujours  lieu  d'employer  ensuite  les  transformées 
en  )  pour  obleriir  les  différentes  intégrales.  Autant  vaut-il, 
par  conséquent,  avoir  recours  tout  d'abord  à  cette  trans- 
formation, qui  facilite  à  la  fois  les  procédés  et  de  la  dé- 
composition et  de  l'intégration,  et  ne  revenir  aux  expres- 
sions en  X  qu'après  les  intégrations  effectuées. 


OlIESTIOKS. 


•  708.  On  sait  que  si  d'un  point  quelconque,  P,  de  la 
circonférence  circonscrite  à  un  triangle,  ABC,  on  mène 
des  perpendiculaiies  aux  trois  côtés  du  triangle,  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires  se  trouvent  sur  une  même  droite. 
Démontrer  que  cette  droite  est  également  distante  du 
point  P  et  du  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs  du 
triangle  ABC. 

On  demande  une  démonstration  géométrique  de  ce 
théorème. 

709.  Trouver  le  lieu  géométrique  d'un  point  tel,  que 
la  somme  des  carrés  des  trois  normales  menées  de  ce  point 
à  une  parabole  donnée  soit  égale  à  un  carré  donné  A". 

710.  Soiont  a,  b,  c  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
ABC; 

a,,  Z>i  ,  Ci  les  pieds  des  hauteurs: 

a,  o,  y,  ai,  Oj ,  -/i  les  points  d'intersection  {bc\^  c/?,), 
(m,,  rtCi),  [abi,  biti),  {bc,  b^c^),  [va.  c,«,).  [ab,  a^b,): 
M  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC; 
H  le  point  d'intersection  des  hauteurs; 
()  le  cenire  du  corclr  (\v.?^  neuf  points. 
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Celle  nolallon  admise,  on  aura  les  propiiélcs  sui- 
vantes : 

1°  Les  points  a,  o,  y  sont  sur  la  droite  HM. 

2°  Les  droites  Aa,,  Bcj ,  Cyi  sont  parallèles  entre 
elles,  et  perpendiculaires  à  la  droite  H^L 

3''  Les  quatre  points  <ar,  ê, ,  y, ,  A  sont  en  ligne  droite. 
II  en  est  de  même  des  quatre  points  6,  yi ,  ^i  ,  B,  et 
des  quatre  points  y,  «i ,  cj ,  C. 

4"  cz-i ,  Si ,  yi  sont  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  au 
cercle  des  neuf  points  (O). 

5"  Les  droites  r«ai,  ^d,,  cy^  passent  par  un  mèrae 
point  P,  et  pareillement  les  droites  t<ia,,  ^lO],  c,yi 
passent  par  un  même  point  Pj. 

6°  Les  deux  points  P,  Pj  appartiennent  à  la  circonfé- 
rence des  neuf  points  (O). 

^"  Les  points  d'intersection  (AB,  «lêi),  (BC,  ê',yi), 
(CA,  y,  3^1  )  sont  sur  une  même  droite  qui  passe  par  P,  Pj . 

La  démonstration  de  ces  diirérenlcs  propriétés  est  pro- 
posée par  j\L  Schrœler,  professeur  à  l'Université  de 
Breslau, 

7M.  Théorèmes  à  flèmontrcr.  — L  En  désignant  par 
x,.,  jVî  ^r  les  coordonnées  d'un  point  <-/.,,  ou  a.  j>our  un 
point  quelconque  O, 


0^. 

X, 

!  , 

Oa., 

J-2 

J'i 

0(1, 

^i 

y^ 

On, 

.7-j 

ji 

On,, 

•i'^ 

.Vs 

I 
I 

I      =  constiititc 
I 


l>ors(pic  les  points  r/,.  sont  sur  une  splière.  on  saii  que 
<  e  déterminant  es!  nul. 

TT.   Les  sommets  d'un   polvgonr  étaîit  aux  points  <?,  A, 
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c,  d. ,  .  . ,  menons  par  un  point  arbitraire  o  des  parallèles 
aux  côtés  de  l'angle  <-/,  et  ilésignons  par  A  la  surface  du 
parallélogramme  ainsi  construit.  Soient  B,  C,  D,.  .  .,  les 
surfaces  des  parallélogrammes  déterminés  de  la  même 
manière  aux  sommets   b^   c,    d^....   Démontrer  que  le 

point  o  est  le  centre  de  gravité  des  poids  -  •>  -■)-•)'•••> 

placés  aux  sommets  a,  b,  c^.  .  . . 

11  y  a  un  théorème  correspondant  dans  l'espace. 

III.  Un  polygone  étant  inscrit  dans  un  cercle  et  cir- 
'jS-fri  ^>  !>  ''^'■-  conscrit  à  un  autre  cercle,  démontrer  que  :i°  le  centre 
r\Q  Xt4«,st--^'        ^^^  moyennes  distances  de  ses  '«©iwmeitj  est  situé  sur  la 

droite  qui  unit  les  centres  des  deux  cercles;  s°  la  surface 
du  polygone  est  égale  à  la  somme  des  sinus  de  ses  angles 
multipliée  par  la  moitié  de  la  puissance  du  centre  du 
cercle  inscrit,  prise  par  rapport  au  cercle  circonscrit. 

IV.  Une  équation  de  la  forme 

af"/{a)  4-  x"'-'/(a  -(-  I  )  -f-  .r"--/{a  -h  2  )+...=  o, 

I 

dans  laquelle  y  désigne  une  fonction  algébrique,  a  tou- 
jours des  racines  imaginaires.  (H.  Faure.) 

712.  Une  ellipse,  E,  étant  donnée,  décrire  une  autre 
ellipse,  E',  bomotliétique  à  la  première,  et  telle,  que  si 
d'un  point  A  pris  arbitrairement  sur  E  on  conduit  à  E' 
deux  tangentes  AM,  AN,  rencontrant  E  en  des  points  B, 
C,  la  droite  BC  qui  unit  ces  deux  points  d'intersection 
soit  aussi  tangente  à  l'ellipse  E'. 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  démontrer 
que  l'aire  du  triangle  ABC  est  une  quantité  invariable,  et 
qu'il  en  est  de  même  de  la  somme  des  distances  des  trois 
sommets  A,  B,  C  de  ce  triani;le  à  l'un  des  loyers  de  l'el- 
lipse E  donnée. 

713.  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  indéfinies  L, 
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L',  non  situées  dans  un  même  plan,  el  un  point  O  :  dé- 
crire de  ce  point  comme  centre  une  sphère  qui  coupe  les 
droites  L,  L'  en  des  points  A,  F),  A',  B',  tels,  que  le  té- 
traèdre ABA'B',  qui  a  ces  points  d'intersection  pour  som- 
mets, soit  équivalent  à  un  cube  donné  c'. 

714.  Ptésoudre  en  nombrt^s  entiers  et  positifs  Téqua- 
tion 

se  \  ~  J  -   tA-2     I     «aTj     f~  li  j     }     tX/^  Jl  i  r  u^t  •  '*^,i  •  *^4  •  "^â  • 

Nombre  des  solutions  entières  et  positives. 

Tlo.  Le  lieu  des  fovers  des  paraboles  normales  à  une 
droite  donnée,  et  qui  la  coupent  en  deux  points  fixes,  est 
une  cissoïde. 

716.  Quatre  cercles  OA'C  B',  OAB'C,  OBCA',  OAC'B 
passent  par  un  même  point  O.  Prouver  que  les  points  de 
concours  des  cordes  OA',  BC  ;  OB',  A C  ;  OC,  AB  sont  en 
ligne  droite;  ou  encore  OA,B'C-,  OB,A'C;  OC,  A'B';  etc. 

717.  Construire  une  hyperbole  équilatère,  connaissant 
le  centre,  une  tangente  et  un  point. 

Ces  trois  dernières  questions  sont  proposées  par 
M.    Mention. 


NOTE  SUR  LES  I^ÎAGl^AIRES; 

Par    m.    URBAI^'    CHEYRÉZY, 
Elève  en  Mathématiques  spéciales,  à  i\lelz  (école  Saint-Clément). 


Dans  les  Nouvel/es  annales  de  i863,  p.  206,  on  dé- 
montre ce  théorème  : 

Arcsin x,  arc  cos.r  sont  réductibles  à  la  forme  a-{-h-^' —  i , 
pour  X  plus  grand  que  i . 


(  'Î46  ) 

Voici,  je  ci'ois,  une  autre  démoiisiralioii,  ioit  simple, 
de  celle  proposilion. 

Je  vais  prendre  arccosx  :  les  mêmes  raisonnemenls 
s'appliqueraient  au  cas  de  arc  sinr. 

On  a,  d'après  un  ihéorème  connu, 

L(cosç  H-  \/ —  I  sino)  +  ihT:\J —  i  =  ^  y —  i  . 

On  lire  de  là 

L  (  j;  +  y/.r-  —  I  )  --f-  2  /  7T  sj —  I  =  \l —  I  arc  cos^. 

Cette  formule    élant  vraie  quel  que  soit  x,   supposons 
x^\\  nous  avons 

arc  cosx  = ; h  2  /.  77 


=  —  V  —  I L  (  .r  -1-  s^'x-  —  \)  -^  -ik  TT. 

Le  coefficient  de  v —  i  est  réel  5  le  théorème  est  donc 
démontré.    . 


SOLUTION  mm  question 

proposée  au  concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  (année  1864) 
[Composition  mathématique]; 

Par  m.  E.   STOULS, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales,  à  Melz  (école  Saint-Clément). 


Ékokcé.  —   On  donna  le  cercle  représenté  par  V équa- 
tion 

.r'  -t-  r'  =  I , 
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et  la  parabole  rcpii-seiitée  par  V équation 

P'^x-  —  2 ajS xy  +  y? y-  -\-iolx  +  i^  y  =  ; ? 

OÙ  y.  et  (3  sont  des  paramètres  positifs  quelconques. 

On  propose  de  déterminer  :  i°  le  nombre  des  points 
réels  communs  aux  deux  courbes  pour  les  différentes 
valeurs  de  y.  et  de  {ù  ;  a"  les  coordonnées  des  quatre  points 
communs  lorsque  a"  +  (3^  =  i ,  lorsque  a  =:  i  ai^ec  j5  ^  o, 
lorsque  [3=  \^(a- — 0(4'='"  —  0  (*)• 

Solution.  —  Cherchons  le  syslème  Je  sécantes  com- 
munes aux  deux  courbes.  Leur  équation  est  de  la  forme 

(i)  ^"-x-  —  ■2y.'^xy-\-..  .-+-À(jc-'-f-j= — l)=0, 

A  étant  donné  par  l'équatioii 

On  trouve  que  l'une  des  racines  de  ré(|uation  (2)  est 

>,  =  -(a=  +  ^=). 

L'un  des  systèmes  cherchés  est  donc 

[  oL-x^  -h  2apj:j  -t-  p'j^  —  7.a.x  —  2pj 


(*)  En  posant 


X— 6V  aY-f-êX 


les  équations  proposées  deviennent 


X-+Y^  =  i,     (  y'  +  g')  Y=  -f-  o  ^a'-  -+-  S^  X  == 
et  les  solutions  communes  s'obtiennent  facilement. 


3a.'+e"-— I 
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DISCUSSION. 

Première  partie  :  (b  ^  o. 
Dans  ce  cas,  réqualion  (3)  nous  donne 
ax  —  1  k 

on  posant,  pour  abréger, 


(4)  /!-:=v/(«^_,)ia^+^i2_,). 

Les  deux  droites  obtenues  sont  parallèles  entre  elles, 
et  même  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  parabole. 

Trois  cas  peuvent  maintenant  se  présenter  :  a'  —  i  =  o. 

Premier  cas  :  a-  —  i  ^  o.  —  Dans  ce  cas,  a^  +  (3^  —  i 
est  aussi  ^  o^  donc  A  est  toujours  réel  et  différent  de  o; 
donc  les  deux  sécantes  obtenues  sont  réelles  et  distinctes . 
A  cause  de  cette  réalité,  on  pourra  trouver  le  nombre 
des  points  de  rencontre,  en  cherchant  si  la  distance  de 
chacune  de  ces  droites  au  centre  du  cercle  est  plus  grande 
ou  plus  petite  que  le  rayon.  Pour  qu'il  y  ait  rencontre, 
il  faut  que  Ton  ait 


/l 

/•  \  = 

-!--+- 

-- 

Vf^ 

aB  / 

a} 

1  + 

6^ 

OU 


a'  4-  À-  ±:  2a  /■  <  a'  (a=  4-  (î') , 


ou 

(5)  rh2aX-<a'-t-p^ 


Comme  a  est  positif,  —  ly.h  est  négatif.  L'inégalité  (5) 
est  toujours  vérifiée  pour  le  signe  —  :  donc  la  sécante 
correspondant  au  signe  —  rencontre  toujours  les  courbes 
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en  deux  points  réels  cl  distincts.  Donc,  dans  le  cas  actuel, 
les  deux  courbes  ont  au  moins  deux  intersections  réelles 
et  distinctes. 

Cherchons  ce  que  donne  la  deuxième  sécante. 

L'inégalité  iak<^a^  -\-^^ —  i  ayant  ses  deux  termes 
positifs,  je  puis  la  remplacer  par 

et  comme  le  facteur  a-  -j-  j3^  —  i  est  positif,  ou  peut  le 
supprimer  des  deux  côtés.  Il  vient  alors 

(6)  ^8'>(a=-i)(4a^-l). 

1°  Si  cette  inégalité  est  vérifiée,  il  y  deux  nouveaux 
points  réels. 

2°  Si  ou  a,  au  contraire,  (3"<^(a-  —  i)(4«^  —  i)^  la 
seconde  sécante  ne  donne  rien. 

3°  Si  on  a  j3^  =  (a-  — 1)(4«^ — 0'  ^^  seconde  droite 
est  tangente. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  abscisses  d  intersection  des 
deux  lignes  sont  données  par  l'équation 

[4a'(a- —  i)-|-  i]j:-  —  2a[l±2(a-  —  i)].r 

+  (a-— i)(  — 3±:4)-Hi  =  o. 

L'équation  obtenue  en  choisissant  le  signe  -h  corres- 
pond à  la  droite  qui  est  tangente.  Ses  racines  sont  égales 
et  ont  pour  valeur 


Second  cas  :  a}  —  1  =  0.  —  On  voit  qu'alors  A'  =  o  5 
les  deux  sécantes  se  confondent  en  une  seule  qui  ren- 
contre les  deux  courbes.  En  effet,  l'inégalité  (5)  se  ré- 
duisant à  (3^  ^  o  est  vérifiée  d'elle-même.  De  plus,  chacun 
des  points  de  rencontre  étant  un  point  double,  la  para- 

Ann.  de  Mathéniat.,  •i'^  série,  t.  111.  (Octobre  iSn'i.)  29 
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Lole  est  doublcmenl  tangente  au  cercle.  La  sécante  trou- 
vée est  la  corde  des  contacts,  et  les  coordonnées  des  points 
de  contact  sont 


I 


.T  : 


I   -+■  p' 

3^ -M 


Troisième  cas  :  a}  —  i<^o.  —  Ce  cas  se  pariage  lui- 
même  en  trois  autres. 

1°  a'+P'  —  i>o. 

Alors  iliij  a  pas  d'intersections  réelles. 

Car  on  ne  peut  faire  que  les  trois  hypothèses  sui- 
vantes :  1°  les  trois  racines  de  Féqualion  en  X  sont 
réelles  et  à  chacune  correspond  un  système  de  sécantes 
réelles  -,  2°  les  trois  racines  étant  réelles,  une  seule  d'entre 
elles  donne  des  sécantes  réelles;  3°  une  seule  racine  est 
réelle  [ici  cette  racine  serait  —  [or  -+-  p")].  Or,  la  pre- 
mière hypothèse  doit  être  rejetée  5  car  pour 

k  est  imaginaire;  donc  l'un  au  moins  des  systèmes  de  sé- 
cantes n'est  pas  réel.  La  dernière  hypothèse  est  de  même 
inadmissible,  car  dans  ce  cas  la  racine  réelle  donnerait 
des  sécantes  imaginaires,  ce  qui  est  impossible  puisque 
les  trois  systèmes  seraient  alors  imaginaires.  Donc,  la  se- 
conde hypothèse  subsiste  seule.  Mais  on  sait  que  dans  ce 
cas  les  quatre  points  d'intersection  sont  imaginaires. 
Donc,  il  n'y  a  pas  d'intersections  réelles. 

2°  a=4-IS^— i<o. 
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A  est  toujours  réel  et  différent  de  o  j  donc  les  deux  sé- 
cantes obtenues  sont  réelles  et  distinctes.  Ce  cas  doit  être 
traité  comme  l'un  des  précédents.  La  considération  de 
l'inégalité  (5)  montre  que  la  sécante  correspondant  au 
signe  -f-  ne  donne  aucun  point  réel.  Donc,  dans  ce  cas,  les 
deux  courbes  ont  au  moins  deux  intersections  imagi- 
naires. 

Cherchons  ce  que  donne  la  seconde  sécante. 

Les  deux  membres  de  l'inégalité 


2  «  ^  <;  a-  H- 


ft2    


étant  négatifs,  je  puis  les  élever  au  carré  après   avoir 

change 

dition 


changé  le  sens  de  l'inégalité.  Il  faut  donc  vérifier  la  con- 


et  comme  le  facteur  a'  H-  j3-  —  i  est  négatif,  je  puis  le 
supprimer  des  deux  côtés  en  changeant  de  nouveau  le 
sens  de  l'inégalité.  Cette  condition  devient  alors,  comme 
ci-dessus, 

P'>(a'-l)(4a'-l). 

La  considération  de  cette  inégalité  montrerait  comme 
précédemment  qu'il  peut  y  avoir  deux  points  réels,  dis- 
tincts ou  non,  ou  deux  points  imaginaires. 

3»  7.2  +  p^  —  I  =  o. 

k=^o\  les  deux  sécantes  se  confondent  en  une  droite 

unique  qui  est  tangente  aux  deux  courbes  au  point  ■   • 

Ce  point  de  rencontre  étant  un  point  quadruple,  le  con- 
tact des  deux  courbes  est  du  troisième  ordre. 

Deuxième  partie  :  |3  =  o. 

L'équation  (3),  qui  donne  un  des  systèmes  de  sécantes 

29. 
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communes,  se  réduit  à  , 

a!' x'^  —  1c/?  T  —  a'  -+-  3a'  —  1  =  0. 

a  étant  supposé  différent  de  o,  cette  équation  donne 

a' 

Donc,  les  deux  sécantes  sont  réelles,  distinctes^  paral- 
lèles entre  elles  el  perpendiculaires  à  T axe  de  la  para- 
bole. 

En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  pour  que 
les  intersections  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

-. <•> 

c'est-à-dire 

«  —  I  <C  o      ou      2  a-  —  y.  —  I  ^  o. 
La  dernière  inégalité  peut  s'écrire 


>— i)fa+M  >o. 


Supposons  maintenant  a^i,  les  deux  inégalités  ne 
seront  jamais  vérifiées  simultanément.  Donc,  deux  points 
réels  seulement.  Si  a  =  i,  les  sécantes  se  confondent  en 
une  droite  unique  a:  =  i ,  tangente  aux  deux  courbes.  Ces 
deux  courbes  ont  un  contact  du  troisième  ordre  au  point 

(  x=  I, 

Remarque.  —  Dans  le  cas  de|3  ^  o,  nous  avons  sup- 
posé a  différent  de  o.  On  pourrait  cependant  faire  a  =  o 
à  condition  de  supposer  aupara\^ant  c[\ie  jS'  —  i  est  de  la 
forme  Ca*.  C  étant  une  constante  quelconque.  Nous  n'é- 


(  453  ) 
ludions  pas  ce  cas,  qui  est  assez  simple  mais  ne  donne 
aucun  résultat  intéressant. 

Dans  le  cas  de  (3  =  o,  on  ne  peut  en  aucune  façon  sup- 
poser a  =  G. 

RÉSUMÉ     DE     LA     DISCUSSION. 

Première  partie  :  j3  ^  o . 

Premier  cas  :  a} —  i  ^  o. 

//  Y  a  AU  MOINS  deux  interseclions  réelles  et  distinctes. 

Suivant  qu'on  a 

les  deux  autres  points   de   rencontre  sont  réels   et  dis- 
tincts, ou  réels  et  confondus,  ou  imaginaires. 

Deuxième  cas  :  ar —  i  =  o. 

Il  y  a  quatre  points  réels  se  confondant  deux  à  deux. 

La  parabole  est  doublement  tangente  au  cercle. 

Troisième  cas  :  or —  i  <^  o. 

1"  a-+[i=— i>o. 

Çhiatre  points  imaginaires. 

2"  a=+[i'— l<0. 

Au    MOiiss  deux  interseclions  imaginaires . 
Suivant  qu'on  a 

les   deux  autres  points  de  rencontre  sont   réels  el  dis- 
tincts, ou  réels  et  confondus,  ou  imaginaires. 

3"  a=+p-  —  l=0. 

Quatre  points  réels  se  confondant  en  un  seul. 
Il  y  a  contact  du  troisième  ordre  entre  les  courbes. 
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Seconde  partie  :  [i  =  o. 


Premier  cas  :  a  ^  i . 


Deux  points  réels  et  distincts,  deux  imaginaires . 

Deuxième  cas  :  a  =  i . 

Contact  du  troisième  ordre. 


QUESTION  D'EXAMEN  (ÉCOLE  POLYTECHNIOIJE)^ 

Solution  de  M.  Al.  M., 
Élève  en  Mathématiques  élémentaires. 


Des  sommets  d'un  quadrilatère  sphérique  comme 
pôles,  on  décrit  des  arcs  de  grand  cercle  terminés  aux 
côtés  du  quadrilatère,  prolongés  dans  le  même  sens.  On 
demande  Vaire  totale  de  la  figure  ainsi  obtenue  (p.  82, 
quest.  2). 

Soit  AïîCD  le  quadrilatère  sphérique  dont  les  côtés  AB, 
BC,  CD,  DA  sont  prolongés  dans  le  même  sens.  Nom- 
mons A',  B',  C,  D'  les  a|igles  extérieurs  adjacents  aux 
angles  A,  B,  C,  D  intérieurs^  S  la  surface  du  quadrila- 
tère, S'  la  somme  des  surfaces  des  triangles  extérieurs 
déterminés  par  la  construction  définie. 

En  prenant  pour  nnité  de  surface  le  triangle  trirec- 
tangle,  et  l'angle  droit  pour  unité  d'angle,  on  a,  d'après 
une  proposition  bien  connue, 

(i)  S  =  A -f- RH-C-I-D  — 4. 

En  outre,  les  triangles  décrits  à  l'extérieur  du  quadri- 
latère, étant  birectauglcs,  ont  respectivement  pour  me- 
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sures  A',  B',  C,  D';  donc 

(2)  S'  =  A'-f-B'  +  G' 4-D'. 

Additionnant  les  relations  (i)  et  (2),  en  ayant  égard  aux 
égalités  A  +  A'=2,  B-l-B'=2,  Ch-C'=2,  D-f-D'=2, 
il  vient 

(3)  S  4- S' =  4. 

Cette  dernière  égalité  montre  que  l'aire  totale  de  la 
figure  est  égale  à  quatre  triangles  trirectangles,  c'est-à- 
dire  à  la  moitié  de  la  surface  de  la  sphère  à  laquelle  ap- 
partient le  quadrilatère  considéré  {*). 


SOLITION  DE  LA  QIESTIOX 

proposée  au  concours  d'admission  à  l'Ecole  Normale  supérieure  (1864)5 

Par  1\I.   DUR  ANTON. 


MM.  Painvin  et  Gerono  ont  résolu,  dans  le  numéro 
d'août  1864  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ^ 
la  question  proposée  au  dernier  concours  d'admission  à 
l'Ecole  Normale  supérieure.  Le  premier  s'appuie,  pour 
une  partie  du  moins  de  ses  calculs,  sur  une  définition 
qu'on  ne  trouve  point  dans  les  ouvrages  élémentaires,  le 
second  sur  d'ingénieuses  considérations  géométriques. 
Nous  indiquerons  modestement,  après  deux  hommes  très- 
connus,  la  marche  simple  qui  nous  a  conduit  au  résultat. 


(")  L'aire  totale  de  la  fijure  est  indépendante  du  nombre  des  côtés  du 
polygone  sphérique  considéré.  Car  la  démonstration  de  iVI.  Al.  M.  s'ap- 
plique à  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  et  le  résultat 
obtenu  reste  le  même,  quand  le  nombre  des  côtés  varie.  G. 
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et  nous  adopterons  les  notations  de  M.  Painvin,  afin  d'évi- 
ter des  redites  en  renvoyant  à  sa  discussion. 

Enoncé.  —  On  donne  trois  points  fixes  h.^  B,  C  et  une 
droite  fixe  A  A'  passant  par  le  point  A  :  trouver  le  lieu 
des  poijits  de  contact  des  droites  parallèles  à  A  A'  et  tan- 
gentes aux  coniques  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C 
et  touchant  la  droite  AA'. 

Ce  lieu  est  une  conique^  on  demande  le  lieu  des 
foyers  de  ces  coniques  lorsqu'on  fait  varier  la  position 
de  la  droite  AA'. 

I. 

Nous  prendrons  pour  axes  les  droites  AB,  AC  et  nous 
désignerons  par  a  el  b  les  distances  AB,  AC.  Soient 

y  z=  mx,      jr  ^  r?ix -\- y.,     y=z  yx^ 

les  équations  de  la  droite  AA',  d'une  de  ses  parallèles  HH' 
et  de  la  droite  AM  qui  joint  les  points  de  contact  A  et  M. 
L'équation  d'une  conique  tangente  en  A  et  en  M  aux  deux 
droites  A  A',  HH' pourra  s'écrire 

{jr  —  œ.r)(j'  —  mx  —  p.) —  A  (  j  —  >.  a:)^  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  cette  équation  est  satisfaite  par  les 
coordonnées  des  points  B  et  C,  on  trouvera  deux  équa- 
tions dont  on  déduira  très-facilement  h  et  ]x  en  fonction 
de  }i.  La  valeur  de  f/  est 

aliX^  —  rn") 

u.  =  —:. 

al^  +  mb 

La  droite  HH'  est  ainsi  représentée  par 

y  =  nix  -\ ^ ~. 

En  y  joignant  l  équation 

y   =  Cf.X 
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de  AM,  on  a  deux  équations  dont  ou  pourrait  tirer  les 
valeurs  des  coordonnées  xeij  du  point  M  en  fonction  de 
l'indéterminée  )..  L'élimination  de  X  entre  ces  deux  équa- 
tions conduit,  par  la  suppression  du  facteur  >  — t7ix,  à 
l'équation 

mx-        Y- 

h  V  —  J  —  mx  =  o 

a  0 

du  lieu  du  point  M.  Si  l'on  transporte  les  axes  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  au  centre  de  la  courbe,  l'équation 
se  réduit  à 

,  ,  nix^        y-        ma  -H  b 

I  i--^ 7 =o. 

^  '  a  b  II 


II. 

En  second  lieu,  si  l'on  désigne  par  a  et  s  les  coordon- 
nées d'un  foyer  de  la  conique,  et  par  Q  l'angle  xKy  des 
axes,  l'équation  de  cette  conique  pourra  s'écrire 

{x  —  aiY-\-{y  —  ty  +  l{x  —  a)(j  — e}cos9=(/j:  +  hf  -^  tf- 

Si  l'on  identifie  avec  l'équation  (i),  on  obtient  entre  a, 
e,  y,  A,  /,  cinq  équations  doù  l'on  élimine  sans  difficulté 
y,  h,  l  et  m.)  il  en  résulte  pour  l'équation  du  lieu  cherché 
des  foyers 

aî(£COS0  -h  a)(acosO  +  e) 

cos^e  /  a--+-b'  ,       \ 

y}i'  -\ ai  +  i=aM  =  G. 

cos9 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre,  de  M.    Traiisoii  à  M.  Gerono. 

a  II  me  semble  qu'on  ignore  ou  tout  au  moins  qu'on 
n'enseigne  pas  la  signification  géométrique  que  reçoit  la 
fonction  du  second  degré  à  deux  variables  lorsqu'on  sub- 
stitue à  celles-ci  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  plan.  Cette  signification  donne  cependant  lieu  à  un 
théorème  que  vous  jugerez  peut-être  assez  intéressant 
pour  être  proposé  aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales. 
Voici  ce  qu'il  en  est. 

»   Soit 

l'équation  d' une  courbe  du  second  degré.  Si  d'un  point 
M,  dont  les  coordonnées  sont  a,  (3,  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire MP  sur  la  polaire  de  ce  point  et  qu'on  la 
prolonge  jusqu'en  A  oii  elle  reticontre  l'un  des  axes  de 
la  courbe^  on  trouve  que  /{ol,  jS)  est  proportionnel  au 
produit  MP.MA. 

»  Nota.  M.  Mannheini  nie  fait  remarquer  que  si  A  est 
au  petit  axe  de  la  courbe,  les  points  P,  A,  F  et  F'  sont 
sur  un  même  cercle  ;  de  sorte  que  ^  (a,  (3,)  est  une  quan- 
tité proportionnelle  à  la  puissance  du  point  M  relative- 
ment à  ce  cercle.  » 


Lettre  de  M.  Tincent,  Membre  de  l'Institut. 

A  Messieurs  les  Rédacteurs  des  Nouvelles  ylnnales 
de  3Iathénialiques. 

«   Messieurs, 

»   La  Noie  sur  le  rappoil  de  la  ciiconférence  au  dia- 
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mètre,  par  M.  M. ,  que  l'on  trouve  à  la  page  3  lO  du  volume 
courant  (1864),  est  certainement  fort  intéressante.  Mais 
votre  abonné  aurait  pu  en  lire  l'équivalent  à  la  page  1^6 
du  Géomètre^  recueil  publié  en  iS'56  par  M.  Guillard. 
Ou  du  moins,  si  la  îNote  du  Géomètre  n'est  point  l'équi- 
valent de  celle  de  votre  abonné,  on  peut  dire  qu'elle  en 
est  l'analogue. 

«  La  différence  des  méthodes,  dit  votre  abonné,  est 
»  plus  apparente  que  réelle  ;  »  l'abonné  a  raison  s'il  veut 
simplement  parler  des  résultats;  mais  quant  à  la  simpli- 
cité des  calculs,  la  méthode  des  isopérimètres  me  semble 
toujours  d'une  supériorité  incontestable.  En  effet,  que 
peut-on  imaginer  de  plus  simple  que  cet  élégant  théorème 
de  Schwab,  auquel  on  ne  saurait  trop  rappeler  les  auteurs 
d'Éléments.^ 

«  Si  l'on  forme  une  suite  de  nombres  dont  les  deux 
»  premiers  soient  o  et  i  [zéi'o  et  lui)  et  dont  les  autres 
»  soient  alternativement  moyens  par  dillérenceet  moyens 
1)  par  quotient  entre  les  deux  qui  précèdent  immédiate- 
»  ment,  cette  suite  convergera  sans  cesse  vers  le  rayon 
»   d'une  circonférence  égale  à  4.  » 

»  Ce  théorème  est  la  traduction  des  formules 


dont  une  démonstration  géométrique  extrêmement  simple 
a  été  donnée  dans  une  Note  posthume  de  feu  Léger,  chef 
d'institution  à  Montmorency,  à  la  page  204  du  tome  V 
des  Nouvelles  Annales. 

(5  août  iSGi'j.  ) 


Les  solutions  des  questions  684,  680,  688  nous  ont  été 
adressées    par  M.  L.  Cousin    (de  t'alillon):   mais   elles 
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nous  sont  parvenues  trop  tard  pour  qu'il  ait  été  possible 
d'en  faire  mention  dans  le  numéro  de  juillet  dernier,  où 
les  mêmes  questions  ont  été  résolues. 

La  proposition  684  est  une  conséquence  toute  simple 
d'un  théorème  qui  n'est  pas  nouveau,  car  il  est  démontré 
dans  V Analyse,  des  infiniment  petits  du  marquis  de 
l'Hospital  (seconde  édition  publiée  en  171 5).  Voici  en 
quoi  consiste  ce  théorème  : 

Soient  AC  le  rayon  de  courbure  en  un  point  A  d'une 
parabole,  et  AB  la  projection  de  AC  sur  le  rayon  vecteur 
FA  mené  du  foyer  F  au  point  A  :  la  projection  AB  est 
double  du  rayon  vecteur  FA. 

Il  est  clair,  d'après  cela,  que  les  milieux  des  rayons  de 
courbure  aux  extrémités  A,  A'  d'une  corde  focale  quel- 
conque AFA'  appartiennent  à  la  perpendiculaire  menée 
par  le  foyer  à  cette  corde.  Et  on  sait,  d'ailleurs,  que  la 
perpendiculaire  dont  il  s'agit  renconti^e  la  directrice  de 
la  parabole  au  pôle  de  la  corde  focale. 

La  relation 


R' 

se  déduit  très-simplement  aussi  de  la  proposition  due  à 
de  l'Hospital.  En  effet,  le  triangle  rectangle  ABC,  précé- 
demment défini,  donne  d'abord 

AB  ^        2.AF 

AC  = —      ou      R  = , 

cosBAC  .     I 

sin  —  w 
2 

en  nommaul  &)  l'angle  que  le  rayon  vecteur  AF  forme 
avec  Taxe  de  la  parabole.  Mais 


AF 


2  sm-  - 
2 
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donc 

P 


R 


2 


Les  normales  aux  points  A,  A'  étani  rectangulaires,  on  a 

P 


R'  = 


et  de  là 

I 


R'    + 


3    I 

COS^  —  w 
2 


kh^^ 


Des  égalités 


R  =  -i^,      R'=-A 


1  I 

sin^  -  w  cos^  -  w 

2  2 


on  tire 

/  R  \  .1 


relation  indépendante  du  paramètre  de  la  parabole  con- 
sidérée. G. 


DE  L'HOMOTHÉTÏE  DAKS  LES  COMQIES: 

Par  m.  h.   LEMONNIER, 

Professeur  au   Ivcée    Saint- Louis. 


Soit 

f[xy)z=z  Aj7'^+  Bx7  +  Cj='-|-Da:  +  E j- +  F  =  o 
Téquation  d'une  première  conique,  et  soit 

«  {.T'y')  =  k'x"  H-  ^'x'y'  +  C  y'^-  +  D'x'  +  E'j'  +  F'  =  o 
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celle  d'une  seconde  conique  semblable  et  homotliétique 
à  la  première. 

Désignons  par  a.  [3  les  coordonnées  du  point  qui  dans 
le  système  de  la  seconde  conique  est  homologue  à  l'ori- 
gine. 

Nous  aurons 

,_,  =  _,       r-p=y 

h  étant  le  rapport  de  similitude  de  la  première  conique 
à  la  seconde.  Il  en  résulte 


*'l7  +  '     +"'?  +  " 


ou 

k'x^  +  Wxj  H-  Cj-  -+-/•(  2  A'a  -h  B'P.  +  D'  )  j: 
H-/(B'a  +  2C'p  +  E'}j 
+  A-'(AV  +  B'afi  H-  C p^  +  D'à  +  Ë' p  +  F')  =  o. 

De  là  les  relations 

A'  _  B'  _  C  _  /(2A^a-f-B^^  +  D^}  _  /-(B^a4-2Cp+E0 

T^b"""^""  d  ~  e 

■       /■^(AV  +  B^ap  +  C'P^  +  D'g  +  E^P  +  F^J 
_  _ 

On  a  ainsi  les  deux  conditions 

A/ _B^_C 
A  ~B  ~"  C' 

puis  trois  équations  pour  déterminer  a,  /3  et  A. 
L'élimination  de  A  donne 

2A'a4-B'S  +  D'        B'a  +  aC^ -t- E' 

5 ^ È ' 

A  (2A^«  -f-  B^p  +  Dp'  _  A^a^  +  B^«l^  +  C^'+  D'à  -t-  E'p  +  F 
A'  D=  "  F 
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Si  les  deux  courbes  ont  uu  centre,  il  doit  résulter  de 
là  deux  systèmes  de  valeurs  pour  a  et  (3,  déterminant 
deux  points  symétriques  l'un  de  l'autre  à  Tégard  du 
centre  de  la  seconde  conique,  et  deux  valeurs  de  A  cor- 
respondantes, égales  et  de  signes  contraires.  Mais  pour 
des  paraboles,  il  n'en  doit  résulter  qu'un  seul  système  de 
valeurs  de  a,  |3  et  k. 

C'est  chose  aisée  à  établir  par  l'analyse  suivante. 

Premier  cas. —  Soient  aetb  les  coordonnées  du  centre 
de  la  seconde  conique,  de  sorte  que 

2.A'a  +   B'Z»  -f  D'  =  o, 
B'a-h2C'b  +E'  =o. 
Posons 


Il  s'ensuit 


et 


2A'aH-    B'p+D' =2A'a'4-    B'p', 
B'a+2C'!îH-E'  =    B'a'+2C'p', 

A'a-  +  B'ap  +  Cp'-\-  D'à.  ■+-  \L'^  -f-  F' 
AV^  +  B'a'p'  -+-  ar  -f-  ^:^i±ll  +  F', 


ce  qui  transforme  les  deux  équations  précédentes  en 

2A'a'-t-B'p'         B'a'H-2C'|î' 
D = Ê ' 

D'rt  +  E7; 


_A[2AV4-B'p') 
A'  D 


A'a'--hB'a'p'-f-C'fl'^+— h  F' 


A=T) 
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A'  1 


A  2A'a'4-B'p' 

On  voit  que  ces  équations  déterminent  deux  couples  de 
valeurs,  pour  a'  et  j3',  égales  et  de  signes  contraires,  ainsi 
que  des  valeurs  de  k  égales  aussi  et  de  signes  contraires. 

Deuxième  cas.  —  Soit 

B=  —  4AC  =  G 
avec 

B'=— 4A'C'=o. 
L'équation 

—  (^A^^  +  B^p  -\-D'Y  _k'a?-]-  B'ajii  +  C'^-  4-D'a  -+-  £'|3  +  F' 
A'  D=  ~  F 

peut  se  changer  en 

A  (2A'a4-B^p4-D')- 
1!  D^ 

A'a2-f-B'a8  +  -^  [ï=  +  D'à  H- E'p +  F' 

4^ 

F ' 

d'où 

(2A'a-l-B'p  +  D')= 


_  (aA'a  +  B'p  +  D')^—  2(B'D''  —  2  A'E')  p  —  (D'^  — 4A'F') 
~"  4ÂF 

_  2  (B'D^  —  2  A^E^p  +  D^^  —  4  A^F^ 
~  '  D^  — 4af 

On  trouvera  d'une  façon  semblable 

(B^a  +  2C^p+E')^_2(B^E'  —  2C'D^)a+E^'— 4CF^ 
Ë»  ~  E^— 4CF 
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En  conséquence,  a  et  j3  sont  données  par  les  équations 

2A'a-+-B'p  +  D'       B'a-t-2C'B-l-E' 
D = Ë ' 

ajB'D'  —  2A'E^)  p  +  D'-  —  JA'F' 

D^  — 4af 

_  2(B'E'  —  2 CD') a  +  E'^  —  4C'F' 

~  E^  — 4CF  ' 

toutes  deux  du  premier  degré. 

Il  s'eusuit  bien  pour  a,  jS,  k  un  seul  système  de  va- 
leurs. 


QUESTION  ïïïmm 

;  voir  p.  So,  quest.  40); 

Solution  de  M.   A.   D'ASTRE 
(Institution  Barbet). 

Décomposer  en  facteurs  réels  du  second  degré  Vex- 

pression 

{x''-'rp.T.-\-qY  +  I, 

Considérons  l'expression 

{x^  -ir  px  -\-  q)-  -h  r 

comme  composée  de  deux  des  termes  du  carré  du  poly- 
nôme 

a:'  +px  +  7  H-  I . 

Nous  l'écrirons  alors 

[x"^  -\- px -\- q  -+-  i)' —  :>.{x'--\-  px-tq). 

Si  x"  -h  px  -+-  q  était  un  carré  parfait,  la  décomposi- 
tion serait  facile. 

Ann.  de  Mathémat.,  i'  série,  t.  III.  (Octobre  ]86;'(.)  3o 
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On  est  ainsi  amené  à  introduire  une  constante  X  qu'où 
déterminera  de  manière  à  former  une  différence  de 
carrés. 

Nous  écrirons  donc  l'expression  de  la  manière  sui- 
vante : 


ou 


[x^  -\- px  +  fj  -{- ly  —  2>.(.r'-f-/>x  +  (7) — 'X'  +  I, 

/'                          "''■■  -t-  2),  r/  —  I  \ 
(x^  -h  j)X  -{-  q  -\-  ly  —  0.1  Ijr^  +  px  H Y j  • 

Pour  que  le  second  terme  soit  un  carré,  \  doit  satis- 
faire à  la  relation 

et  il  est  alors  le  carré  de 

On  prendra  pour  /  la  racine  positive  de  l'équation  (i), 
et  on  connaîtra  les  deux  facteurs  réels  du  second  degré 
que  l'on  cherchait. 


mu   SIR  DES   OÎj'ESTlôXS    D'EXAMEN 
(ÉCOLE  POLYTECHNIOIIE); 

Par  un  ABONNÉ. 


Question  41,  p.  85.  —  Résoudre  V équation 


27r 

IX  -h  sm  1.T =  G, 

m 


et  montrer  qu'elle  a  deux  racines  réelles. 


(  467  ) 
Il  est  d'abord  évident  que  cette  équation  n'admet  au- 
cune racine  réelle  négative.  La  dérivée  du  premier  mem- 
bre est  4cos-a:5  cette  dérivée  étant  essentiellement  po- 
sitive, la  fonction  ix  -t-  sin  ix croit  constamment 

m 

avec  or,  ce  qui  montre  que  l'équation  proposée  ne  peut 
avoir  deux  racines  réelles. 

Pour  x  =  o,  le  premier  membre  est  négatif  5  il  devient 

positif  pour  x  =  i  -\-  —  ;  donc  l'équation  a  une  racine 

...  TT 

positive  comprise  entre  o  et  H 

Question  23,  p.  84-  —  Diuisioii  (F un  polynôme  en- 
tier f{x)  par  X'  -\~  px  -h  (j.  Forme  du  reste. 

En  désignant  par  Ax  -{-B  le  reste  et  par  o{x)  le  quo- 
tient, on  a 

(l)  f{j:)={x--\-px-+-q)(p{x]-\-A.i:-i-B. 

Soient  a,  o  les  racines  de  x-  ■+-  px  -\-  q  =  o  -^  les  sub- 
stitutions de  a  et  o  à  X,  dans  l'égalité  (i),  donnent  ; 


(^) 

/(a)=Aa4-B, 

(3) 

/(8j  =  A?+B, 

d'où 

(4) 

,         /(ê)-/(a) 

(5) 

^        g/(«)_a/(6) 

Mais 

/(6)  -/(a)  =/[«  +  (6  -  «)]  -/(a), 

ou,  d'après  le  théorème  de  Taylor, 

/(g)-/(a)=/'(a).(ê-a) 

3o. 


(  468  ) 
Donc 

{6}   A  =  /'(a)  +  -1-  /"(a) .  (6  -  a)  +  ^-^  /'"(a) .  (6  -  a)^+. . . 

L'égalité  (5) 

g/(a.)-a/(g) 
6  — a 

revient  à 

b  —  a 
d'où 

B=/(a)  — a.A, 

ce  qui  donne,  eu  remplaçant  A  par  sa  valeur  (égalité  6)  , 
(7)      B=/(a)-a[/'(a)  +  -L/"(a).(§-a)+...]- 
Par  conséquent,  le  reste  de  la  division  considérée  est 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/(a)  +  (^-a)[^/'(a}+^/"(a)   (g- «)  +  ...]• 

Lorsque  les  racines  a,  6  de  l'équation  x'*'  -\-px  -\-q  =  o 
sont  égales  entre  elles,  on  a 

ê  —  a  =  G, 

et  le  reste  de  la  division  se  réduit  à 

/(a)H-(.r-«)/'(a). 

Dans  ce  cas,  le  quotient  <^(x)  de  la  division   a  pour  va- 
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leur 

C'est  ce  qui  résulte  évidemment  de  la  formule  connue 

/(^)=z/(a)+(x-..)/'(a) 

Question  121,  p.  i  83. —  Quand  deux  angles  tiièdres 
triî'ectangles  ont  wi  même  sommet,  leurs  six  arêtes 
sont  sur  un  même  cône  du  second  degré. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  arêtes  de 
l'un  des  trièdres;  l'équation  générale  des  cônes  du  second 
degré,  passant  par  ces  trois  arêtes,  est 

(i)  Aj-/ -hB.rz-f-C  js  =  o, 

A,  B,  C  représentant  des  paramètres  arbitraires. 

Actuellement,  nommons  a,  ê,  y;  a',  ê',  y' \  a",  S",  y", 
les  angles  que  les  trois  arêtes  du  second  trièdre  forment 
respectivement  avec  les  axes  des  coordonnées.  Ces  arêtes 
ont  pour  équations 


X              y 

z 

=  1 

cosa    coso 

cos  7 

■^    y 

z 

cosa'    ces  6' 

~   COS'/'' 

.T.                 y 

z 

cos  a"    ces  S" 

~  COS 7"  ' 

et  pour  qu'elles  appartiennent,  toutes  trois,  à  l'un  des 
cônes  représentés  par  l'équation  (i),  il  faut  qu'il  existe 
pour  A,  B,  C  des  valeurs  satisfaisant  à  la   fois  aux  trois 
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équations 

(2)  AcOSa  COs6     +  BcOSa    COS7    +Gcosê   COS7    =0, 

(3)  Acosa'  cosS'  -f-  Bcosa'  COS7'  H-Ccos6'  cosy'  =0, 

(4)  Acosa" cosS"  -+-  Bcosa"cosv"  +  CcosS^cosy"  =  o. 

Les  deux  premières  déterminent  les  rapports  — ?  -  et 

par  conséquent  le  cône.  Il  s'agit  donc  de  faire  voir  que 
toute  solution  des  équations  (2)  et  (3)  vérifie  Téqua- 
tion  (4)  ;  autrement  dit,  il  faut  prouver  que  l'une  de  ces 
trois  équations  se  déduit  des  deux  autres. 

Or,  en  additionnant  membre  à  membre  les  trois  équa- 
tions { 2  ) ,  (  3  ) ,  ( 4  )  il  vient  : 

l        A(cosacosê  +  cosa'cosê' H- cosa"cos6")  \ 

(5)  /  H- B  (cosacosy-l-cosa'cos7'-t-cosa"cos7")  l  =0. 
(  -h  C(cosSco57  H-cosê'cos7' 4- cos6"cos7")  ) 

Cette  dernière  est  vérifiée  quelles  que  soient  les  va- 
leurs de  A,  B,  C,  car  on  a  : 

cos  a  ces  6  -h  ces  a'  cos  &  -f-  cos  a"  ces  6"  =  o, 
ces  a  cos  7  +  cos  a'  cos  y'  -f-  cos  a"  COS7"  =  G, 
cos6cos7  +  cosê'cos7'  -+■  cos6"cos7"  =  o, 

puisque  a,  a',  a",  o,  6',  ê",  y,  y',  y"  représentent  les 
angles  que  les  axes  des  coordonnées  OX,  OY,  OZ  for- 
ment avec  les  trois  arêtes  rectangulaires  du  second 
irièdre. 

D'après  cela,  on  voit  que  toute  solution  commune  à 
deux  quelconques  des  équations  (2),  (3),  (4)  satisfait  à 
la  troisième  :  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Question  131,  p.  i84- —  Etant  donnés  une  surface 
du  second  degré  el  un  point  fixe,  on  mène  par  ce  point 
Toutes  les  cordes  dont  ce  point  est  le  milieu.  Lieu  de 
ces  droites. 
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Soit 

Ax^  +  A'j-  +  A'V+  iByz  +  o.h'xz  +  ^B'jcj 
■+-2CX+  aC'j  +  2  C"r  +  D  =  o, 

l'équalion  de  la  surface  rapportée  à  un  système  d'axes 
quelconques  passant  par  le  point  donne  pris  pour  origine. 
Les  équations  d'une  droite  menée  par  ce  point  sont 

(1)  ar=„iz,     J=r,z, 

et,  pour  que  cette  droite  rencontre  la  surface  en  deux 
points  également  distants  de  l'origine,  il  faut  que 

(2)  Cm-hC'n-j-C"  =  o. 

En  éliminant    m  et  Ji   entre  les  relations   (i)  et  (2),   il 

vient 

Cx  -{-  C'y  +  C"z  =  o  ; 

c'est  Téquation  du  lieu  clierclié. 


REMARQUE  SUR  lîVE  INTEGRATION  5 

Par  m.   J.   MENTION. 


Dans  la  solution  du  problème  proposé  au  concours  d'a- 
grégation en  1843,  insérée  au  tome  I\  de  ce  recueil  (*), 
on  intègre  l'équation 


dx  zdz 


X        2z^-f-ax^ 


au  moyen  d'une  équation  différentielle  linéaire.  Elle  peut 
s'intégrer  à  moins  de  frais. 

(*)  Page  317. 


Je  pose 
ce  qui  donne 


dx 


ou 


Donc 


ou 
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z  =  tx, 

[tdx  -f-  xdt)  t 
it^ -h  u 

dx  tdt 


X  t^  +  y. 

llx  =  l{f'^a)-k-C 


Note  du  Rédacteur.  —  L'équation 

dx  zdz 


X  2Z   -i-V.X 

est  homogène  par  rapport  aux  variables  x,  z  ;  elle  est  comprise  dans  la 
forme  générale 

M  dx  -i-  N  dr  =  0, 

où  M,  N  sont  des  fonctions  homogènes  de  x,  y  du  même  degré  ;  quel  que 
soit  ce  degré,  les  variables  se  séparent  au  moyen  du  procédé  employé 
dans  l'exemple  précédent,  (Voir  Cours  d'Analyse  de  Sturm,  t.  II,  p.  ^i, 
2''  édition,  revue  et  corrigée  par  M.  Prouhet.  )  G. 


SOLITION  (lEOMÉTKIQliE 

d'an  problème  proposé  an  concours  d'admission  à  TEcole  Polytechnique 

(voir  p.  331) ; 

Par  m.   CHOQUET. 

La  question  peut  être   résolue   géométriquement  par 
les  propriétés  élémentaires  des  coniques. 

Soient  F  le  foyer  de  la  conique  (*),  LL'  sa  directrice, 

C)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  I;i  figure. 
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FA,   FB  deux  rayons  vecteurs  faisant  entre  eux  Tangle 
donné  2a,  et  AM,  BM  les  tangentes  aux  extrémités  A, 
B  de  ces  rayons  vecteurs. 

Prolongeons  AM  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  direc- 
trice LL'  en  un  point  R.  Menons  la  droite  FR  qui  sera 
perpendiculaire  à  FA,  et  abaissons  sur  LL'  et  FR  les  per- 
pendiculaires MQ,  AP  et  MH.  Nous  aurons 


et  en  outre 
donc 


iMQ  _  MH 
ÂP  ~ÂF  ' 

MH  =  MF .  ces  y.  ; 

MQ        AP 

— =  =:  — -r  COSa. 

MF        AF 


Il  suit  de  là  que  le  lieu  des  points  M  est  une  conique 
qui  a  même  foyer  et  même  directrice  que  la  conique 
donnée. 


QIESTION  m  COiNCOlRS  GENERAL 
DES  LYCÉES  ET  DES  COLLEGES  (CLASSE  DE  PHILOSOPHIE); 

Solution  de  M.  J.  MOUCHEL, 

Conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Amiens. 


Énoncé. — Etant  donne  un  ( r iangle  ABC,  on  demande 
de  mener  par  le  point  C  une  droite  CD  telle,  que  la 
somme  des  projections  des  côtés  AC  et  BC  sur  cette 
droite  soit  égale  à  une  longueur  dojinée.  Discuter  le 
problème. 

Résoudre  le  même  problème  par  la  Trigonométrie. 

1°  Solution  géométrique.  —  Supposons  pour  un  in- 
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stant  le  problème  résolu,  et  soient  A',  h'  les  projections 
de  A,  B  sur  CD,  ou  aura 

A'B'=  m, 

longueur  donnée  (*).  Par  le  point  B,  menons  BM  paral- 
lèle à  CD  et  rencontrant  AA'  en  M.  On  a 

BM  =  A'B'  =  /w. 

De  plus  nous  remarquerons  que  l'angle  AMB  étant  droit, 
le  point  M  se  trouve  sur  la  circonférence  décrite  sur  AB 
comme  diamètre.  Il  est  d'ailleurs  sur  la  circonférence 
décrite  du  point  B  comme  centre  avec  BM  comme  rayon. 
De  là  cette  construction  : 

Décrivez  une  circonférence  sur  AB  comme  diamètre. 
De  Tune  des  extrémités  B  du  diamètre  AB,  avec  un  rayon 
BM  égal  à  /7z,  décrivez  une  seconde  circonférence  qui 
coupe  la  première  en  deux  points  M  et  M'5  tirez  les 
droites  BM,  BM',  et  par  le  point  C  menez  à  ces  droites 
les  parallèles  CD,  CD'  qui  satisfont  évidemment  à  la  ques- 
tion. 

Les  droites  BM  et  BM'  étant  symétriques  par  rapport 
à  AB,  CD  et  CD'  sont  symétriques  par  rapport  à  la  pa- 
rallèle à  AB  menée  par  le  point  C,  et  aussi  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  CH  abaissée  du  point  C  sur  AB. 

Le  problème  a  généralement  deux  solutions-,  il  n'eu  a 
qu'une  lorsque  la  longueur  donnée  est  nulle,  ou  bien 
lorsqu'elle  est  égale  à  AB. 

La  corde  BIM  ne  pouvant  jamais  siu^passer  le  diamètre 
AB,  il  en  résulte  que  AB  est  la  plus  grande  valeur  que 
puisse  prendre  la  somme  des  piojections  des  côtés  AC, 
BC  du  triangle  ABC,  et,  pour  que  le  problème  soit  pos- 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  !a  figure. 


i 
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sible,  il  faut  que  la  longueur  donnée  soit  égale  ou  infé- 
rieure à  AB. 

D'ailleurs,  la  somme  des  projections  des  côtés  AC  et  BC 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  entre  o  et  AB. 

2°  Solution  trigoiioviè.Lnque.  —  La  construction  faite 
pour  la  solution  géométrique  conduit  très-simplement  à 
la  solution  trigonométrique.  En  effet,  la  position  de  la 
droite  CD  est  déterminée  par  l'angle  qu'elle  fait  avec  la 
perpendiculaire  CH  abaissée  du  point  C  sur  AB,  et  ren- 
contrant BM  en  un  point  I. 

Appelons  x  cet  angle  BIH ,  et  désignons  par  c  le 
côté  AB.  Nous  remarquerons  que  l'angle 

BAM  =  BIH  =  X. 

D'ailleurs  le  triangle  rectangle  MAB  donne 

csinMAB  =  BM 
ou 

c  sin.7:  r=  m. 

De  là  cette  nouvelle  construction  : 

Portez  sur  AB ,  à  partir  du  point  H,  la  longueur 
HK  =  m;  élevez  KL  perpendiculaire  à  AB.  Du  point  C 
comme  centre,  avec  AB  comme  rayon,  décrivez  une  cir- 
conférence qui  coupe  généralement  KL  en  deux  points  D 
et  D';  joignez  enfin  CD  et  CD'.  Ce  sont  les  droites  de- 
mandées. 

A  l'inspection  de  la  figure,  on  aperçoit  les  mêmes  con- 
ditions de  possibilité  et  de  maximum  que  précédemment. 

Solution  directe.  —  On  peut  résoudre  directement  la 
question  par  la  Trigonométrie,  sans  passer  par  la  solution 
géométrique. 

Soient  a,  ^,  c  les  trois  côtés  du  triangle  ABC.  Du 
point  C  abaissons  la  perpendiculaire  CH  sur  AB,  et  dé- 
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signons  par  y,  y'  et  x  les  angles  BCH,  ACH  et  HCD. 
Nous  avons,  d'après  l'énoncé  du  problème, 

(1)  a  ces  [x  —  7  )  —  b  cos  [a:  -+-  -y')  ^  m. 
Développons,  il  vient 

(2)  a  (cos  j;  cos  y  +  sinarsiny) —  b  (cosxcosy'  —  sinxsiny')  =zm. 

D'ailleurs 

cosy  =  sinB,      cosy' =  sinA, 

sin7=cosB,       sin7'=cosA, 
et  la  relation  (2)  devient 

a  (cosj:  sinB  +  sin^cosB)  —  b  (cosx  sinA  —  sin^r  cos  A)  =■  m 
ou 

(3)  cos^  (asinB  —  b  sinA)  +  sin^  [a  cosB-(-  b  cos  A  )  =  m. 

Le  multiplicateur  de  coso:  est  nul,  le  multiplicateur  de 
sinx  est  égal  à  c,  et  la  relation  (3)  devient 


c  smjT  =  m. 


résultat  déjà  obtenu. 


SOLlJTiORi   D'IKE   QUESTION    D'EXAMEN 
(ÉCOLE  POLYTECHNIQUE); 

Par  m.   Auguste  GROUARD. 

Démontrer  géométriquemeiit  que  le   lieu  représenté 
par  Véquation 

p  =:  m  sino)  +  n  cosw 
est  un  cercle. 
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Du  pôle  O  comme  centre,  je  décris  un  cercle  de 
rayon  n.  Ce  cercle  rencontre  l'axe  polaire  en  A. 

Soit  OK  un  rayon  faisant  avec  OA  un  angle  w.  Je 
prends  sur  ce  rayon  une  longueur  OK  égale  à 

m  sin  w  -f-  n  cosw. 

Chaque  point  K  est  un  point  du  lieu. 

Cela  posé,  du  point  A  j'abaisse  une  perpendiculaire  AM 

sur  OK 

AM  =  Ti  sin  w     et     O^M  =  n  cosw. 

D'où 

MR  =  OK  —  OM  =r  m  sinw. 

Donc 

AM        n 
tang  AKM  z= -—  z=  — 
*  MK       m 

L'angle  OKA  est  constant;    donc  le  lieu  de   K  est  un 
cercle. 

Remarque.  —  Si  /z  =  m,  l'angle  en  K  est  de  45  degrés. 


NOTE  SIR  CERTAINES  LIMITES  DES  RACINES  DANS  LES 
EQUATIONS  ALGÉDRIQIES5 

Par  m.  s.  REALIS. 


Un  polynôme  f{x)  rationnel  et  entier  par  rapport  à  .r 
étant  donné,  désignons  par  X  l'ensemble  de  tous  les  termes 
de  degré  pair  qu'il  contient,  y  compris  le  terme  indépen- 
dant de  X,  et  posons  X  =  o.  Admettons  que  cette  équa- 
tion soit  vérifiée  par  X'  =  a^,  a}  étant  un  nombre  positif 
quelconque  ;  on  en  conclura  tout  de  suite  que  les  substi- 
tutions X  =^  a  ei  X  ^  —  a  dans ^( a;)  doivent  donner  des 
résultats  égaux  et  désignes  contraires.  Il  suit  de  là  que  si 
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l'on  pose.f(^x)  ^=  o,  cette  dernière  équation  aura  néces- 
sairement une  racine  comprise  entre  -h  «  et  — a,  et  à 
plus  forte  raison  entre  +  /  et  —  /,   P  étant  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  a^  dans  X  =  o. 

Cette  considération,  d'une  simplicité  rudimentaire, 
peut  être  souvent  d'une  grande  utilité  pour  diriger  les  es- 
sais relatifs  à  la  séparation  des  racines.  On  voit,  en  parti- 
culier, que  toutes  les  fois  que  le  premier  terme  de  degré 
pair  d'une  équation  donnée  est  de  signe  contraire  au  terme 
tout  connu,  il  est  possible  d'assigner  deux  limites,  géné- 
ralement différentes  des  limites  supérieure  et  inférieure 
de  toutes  les  racines,  et  plus  faciles  à  déterminer,  les- 
quelles comprendront  nécessairement  une  ou  plusieurs 
racines  de  la  proposée  . 

Les  propositions  qui  suivent  sont  des  applications  im- 
médiates du  principe  qu'on  vient  d'énoncer. 

I.   L'équation 

a:'"  -\-  p^x^"-^  -+- p2^-"~'-  +.  .  --h  /hn-2^''  -\- p-in-i'X  —  p-in  =  o, 

dans  laquelle  tous  les  termes  de  degré  pair  sont  positifs  et 
le  dernier  terme  —  p^n  est  négatif  (un  ou  plusieurs  des 
termes  intermédiaires  pouvant  d'ailleurs  être  nuls),  a  au 
moins  une  racine  comprise  entre  les  limites 

4-  '^Pm      et      —  ^/>2„. 

Et,  plus  généralement,  si  A  désigne  la  plus  petite  des 
n  quantités 

5«-2/y^,„  ^n-u/p,,^  I    p,„ 


\l  Pln-i 


l'équation  aura  au  moins   une    racine   comprise   entre 
-h  A  et  —  A. 
IL  L'équation 


(  479  ) 
dans  laquelle  tous  les  termes  de  degré  pair  soûl  de  signe 
contraire  avx  dernier  terme  — p^n+it  a  au  moins  une  ra- 
cine comprise  entre  les  limites 

.         ,^  ,.  _^, 

(ou,  plus  généralement,  entre 


f: 


^"-f/Pjn^         ^^         _-^"tV^ 


Ot 


p-2k+i  V   jPîi+i 

Pii+t  X"""-^  étant  un  terme  quelconque  de  degré  pair). 
m.  Etant  donnée  l'équation  de  degré  pair 

dont  le  dernier  terme  est  un  nombre  négatif  et  les  coeffi- 
cients intermédiaires  sont  des  nombres  réels  quelconques, 
considérons  les  termes  négatifs  de  degré  pair  — /'î^.^'""^", 

—  /^2iX^"~-*,  — p2cX^"~'%-  '  • ,  — p^n,  et  désignons  par 
A  et  B  les  deux  plus  grandes  valeurs  que  prend  l'expres- 
sion yZ/^sÂ  quand  on  y  fait  successivement  A  égal  à  a,  Z>, 
c, .  .  .,  «.  L'équation  aura  au  moins  une  racine  comprise 
entre  -+-(A-h  B)  et  — (A  H-  B). 

IV.   Etant  donnée  l'équation  de  degré  impair 

où  les  coeflScients  sont  des  nombres  réels  quelconques  et 
le  terme  tout  connu  est  de  signe  contraire  au  premier 

terme  de  degré   pair   |  — J2!!±l  <^  o  j  »   considérons    les 

termes  de  degré   pair    — Psa+i^^""""?    — Ph+iX^"~^''  > 

—  P2c+i  x-"~^', .  -  . ,  —  ptn+ï-,  qui  ont  même  signe  que  le 
dernier  terme,  et  soient  A  et  B  les  deux  plus  grandes  va- 
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leurs  que  prend  l'expression  \/  -—^  quand  on  y  donne  à 

A  les  valeurs  successives  a,  Z»,  c,.  .  .,  n.  L'équation  aura 
au  moins  une  racine  entre  -t-(A  +B)  et  —  (A-f-B). 

Si  pi  =.  G,  soit  /'27,+i^^"~^''  le  premier  ternie  de  degré 
pair  (qu'on  suppose  toujours  de  signe  contraire  au  der- 
nier terme  de  l'équation),  et  désignons  par  A'  et  B'  les 

deux  plus  grandes  valeurs  de      t  /    '  "^'  pour  k  =  a,  Z», 

c, .  .  . ,  n.  Les  nombres  -f-  (  A'  +  B')  et  —  (A'  H-  B')  in- 
tercepteront au  moins  une  racine  de  l'équalion. 

Remarque.  —  Le  cas  où  le  dernier  terme  de  l'équation 
du  degré  in  -{-  i  ne  serait  pas  de  signe  contraire  au  pre- 
mier terme  de  degré  pair  se  ramène  immédiatement  au  cas 
qu'on  vient  de  traiter.  Il  suffit  pour  cela  de  multiplier 
l'équation  par  un  facteur  réel  du  second  degré,  lequel 
peut  toujours  être  choisi  de  manière  que  la  condition 
requise  soit  remplie,  et  que  les  nouvelles  racines  qu'on 
introduit  soient  imaginaires. 


RECTIFICATION. 


Question  81   cVexanien  [Ecole  Polytechnique). 
Page  179,  ligne  2,  au  lieu  de  MI  =  MN,  lisez  MI  =  1T. 
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KOTE 

sur  la  détermiDatiuD  des  Foyers  d'aue  section  plane  dans  une  surface 
du  second  ordre  5 

Par  m.  L.    PAIN  VIN. 


I 

4.  Leyb>'e/' d'une  courbe  plane  du  second  oidre  est  le 
centre  d'un  cercle  de  rayon  nul  doublement  langent  à  la 
courbe;  la  corde  de  contact  est  la  directrice  correspon- 
dant à  ce  foyer.  (Cette  définition  est  la  traduction  ana- 
lytique de  la  définition  ordinaire  des  fovers.  ) 

Soient  a,  (3,  y  les  coordonnées  d'un  foyer  de  la  section 
faite  dans  la  surface  du  second  ordre 

(S)  /(x,  j,z;c=o 

par  le  plan 

(  P  )  /«x.-H  ny  -Jr  pz=z  q; 

si  nous  imaginons  une  sphère  de  rayon  nul  ayant  son 
centre  en  (a,  j3,  7)  sur  le  plan  (P),  l'équation  de  cette 
sphère  sera  (en  supposant  les  axes  rectangulaires) 

(2)  {x-u.y  4-  (j  -  ^f+  (2  -  v)^  =  o; 

et  les  seci-ions  des  surfaces  (S)  et  (2)  par  le  plan  (P)  de- 
vront être  doublement  tangentes.  Ou  exprimera  que  cette 
propriété  a  lieu,  en  écrivant  que  les  projections  des  deux 
courbes  sur  un  des  plans  coordonnés  sont  doublement 
tangentes.  Tel  est  le  principe  qu'on  peut  adopter  pour  la 
détermination  des  foyers  d'une  section  plane. 

Ann.  de  Mailu-niat.,  i^  série,  i.  III.  ;Novpnibre  it-.O^.)  3l 
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2.  On  simpliliera  cette  recherche  en  opérant  commo 
il  suit  : 

Transportons  les  axes  au  point  (a,  |3,  y),  c'est-à-dire 
posons 

les  équations  de  la  surface  et  de  la  sphère  deviennent 
respectivement 

i   A.^'^H-  A'j'=  + A"z'--^  aBjr'c'  M-  2B' .r' s' +  2B"  j:' j' 

(2)  x'^^f'--^z"  =  o; 

el,  si  l'on  tient  compte  de  la  relation 

qui  exprime  que  le  centre  (a,  |3,  y)  est  sur  le  plan  sé- 
cant (P),  l'équation  de  ce  plan  est 

(  3  )  iiix'  ■+-  ny'  +  pz'  =  o. 

11  faut  maintenant  exprimer  que  les  projections,  sur  un 
des  plans  coordonnés,  des  courbes  obtenues  en  coupant 
les  surfaces  (i)  et  (2)  par  le  plan  (3)  sont  doublement 
tangentes. 

Or  remarquons  que  la  corde  de  contact  des  deux  cour- 
bes ou  la  directrice  correspondant  au  foyer  (a,  j3,  y)  se 
trouve  dans  le  plan  polaire  du  point  (a,  |S,  y),  c'est-à- 
dire  dans  le  plan 

<-i-.>/;-i-2/;+/;=o, 

ou,  dans  le  nouveau  système  de  coordonnées, 

•^'/:,  +  j'/î  H-  2'/;  4-  2/(a,  8,  7  )  =  O. 

Ainsi  la  directrice  correspondant  au  foyer  (a,  (3,  y)  a 
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pour  équations 

mx'  -\-  ny'  -t-  pz'  =  o, 

^'/;.  -f- j7i  +  ='/^'  +  2/(  a,  ^,  v)  =  "• 

Mais  cette  droite  est  la  corde  de  contact  des  deux  courbes-, 
on  devra  donc  pouvoir  satisfaire  à  Tideutité 

/  A.r'2_|-A'r''  +  A"3'-^4-  •2BJ'z'-^  iV.' y' z' ^  i\\" x' y' 
+  x'f'^  ^r'f'^  +  z'/;  +/  (a,  p,  v) 

en  tenant  compte  de  la  relation 

(5)  nix'  +  ny'  +  pz' =z  o; 

1  et  A  sont  des  constantes  arbitraires. 

En  égalant   les   termes  indépendants,    nous  trouvons 
d'abord 

^"  =  4/(a,  3,7)' 
et  Ton  voit  cjue  Tidentité  (4)  se  réduit  à 

'Ax''+  A'j-"-hA"  z"-h  2Br'2'  +  9.B'.r'z 

-i-9.'B".T'y'  +  'k{x" -h  y"-+ z") 

-[.r'/;.  +  r'/3  +  z'/;?. 


4/(--,P,7.) 


'  „'  _'  1 


3.   «  Donc,  en  résumé,  étant  donnée  la  surface  du  se- 
»   cond  ordre 

(Sj  f{x,  X,  z)  =  Ax^-{-A'y-  H- A"~-+  2  B  jz+  2  B'xz  +  2  B" xy 
H-2C.r+  2C'j  4-  2L":;  +  D  =  o, 

»   on  obtiendra  les  coordonnées  (a,  j3,  y)  des  foyers  de  la 
»  section  faite  dans  cette  surface  par  le  plan 

(  P)  fftx  +  nr  -h  p:  =  rj, 

3i. 
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»   en  écrivant  qu'on  a  identiquement 

«  après  avoir  remplacé  dans  cette  équation  l'une  des 
»  variables  x',  j'  ou  z'  par  sa  valeur  déduite  de  la  re- 
»   lation 

(II)  mx' -{- ny' -Jr  pz' =!■  o. 

»  On  obtiendra  ainsi  trois  équations  de  condition  5  on  en 
»  déduira,  par  l'élimination  de  l'indétermiiiée  A,  deux 
»  équations  entre  a,  |3,  y,  lesquelles,  jointes  à  la  relation 

niu.-h  np -hpy  =  q, 

»  permettront  de  déterminer  les  foyers  de  la  secdon,  » 

Dans  le  cas  des  axes  obliques,  il  faudrait  prendre  pour 
point  de  départ  l'identité 

/  Ax'^+Ay=-f-A"3'=+2Bj' z'+  2BVz'+2B'V/  \ 
\  +  2  .r'  s' cob.t-;  +  2  x'y  cos  j"J')     ; 

Remarque,  —  Si,  dans  l'application  de  la  règle  que  je 
viens  d'énoncer,  on  remplaçait  successivement  les  trois 
variables  a:',  y',  z\  on  arriverait  ainsi  à  /^e///  relations 
dont  trois  seulement  seraient  distinctes  \  on  pourra  profi- 
ter de  la  multiplicité  de  ces  redations  pour  choisir  parmi 
elles  trois  relations  distinctes  et  symétriques,  et  faciliter 
par  là  l'éliniiiiation. 
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II. 


4.  J'appliquerai  cette  méthode  à  la  question  suivante  : 

Trouver  le    lieu    des  foyers    des   sections    centrales 
faites  dans  une  surface  du  second  ordre. 

Prenons  pour  exemple  l'ellipsoïde 

x'         r-         z' 
a-        b-        c 

D'après  la  règle  précédente,  il  faudra  exprimer  que  l'on 
a  identiquement 

en  teuani  compte  de  la  relation 

m.r^  ■+•  ny'  +  pz'  =r  o. 
Posons 

a?        3^        v' 
«'        b^       c' 

et  éliminons  z'  :  on  devra  avoir  identiquement 

^f-^^^PT--^ e 
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De  là  on  conclut  les  trois  relations 


2 


et  l'on  a  en  outre 

W  a  4-  «  S  -f-  /.>y  rr:  O  ; 


on  obtiendra  l'équation  du  lieu  cherché  en  éliminant  /, 
m,  /^  p  entre  les  quatre  équations  (i). 

o.  Je  multiplie  d'abord  les  trois  premières  de  ces  rela- 
tions respectivement  par  a^,  |3^,  «,5  et  je  les  ajoute  en 
ayant  égard  à  la  quatrième.  On  trouve,  toutes  réductions 
faites, 

(2)  A  H  (  a'  -4-  fJ'  -4-  v'-^  )  =  H  -f-  1 . 

Maintenant  je  développe  les  deux  premières  des  rela- 
tions (i),  et  je  substitue  au  système  (i)  le  suivant 

H       ^,T       7'\  '-'•7  ./H       ,„       an 

_^,H-f^   +2.v^—: :4-/>-b  +  '»-rJ=«' 


13) 


=  o. 


H  (iA  y.?j  /H       ,„       a' 

—  H-  /.  H  —  Ç-      -<-  imii  -^,  H-  /r     —  -<-  )>  H 

b'  L^  I  irb-  \a-  a* 

/«  a  +  /?  p  -+-  /y  7  =3  o. 

La  troisième  relation  de  ce  groupe  se  déduit  des  trois 
premières  du  groupe  (i)  en  les  ajoutant  après  les  avoir 
respectivement  multipliées  par //'.  rrr,    — nin,  ou  biei\ 
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s'obtient  à  laide  de  l'identité  prise  comme  point  de  dé- 
part en  éliminant  )'  au  lieu  de  z' . 

Ces  préparations  faites,  je  remplace  a,  /3,  y  par  x,  j,  -3, 
et  je  pose 

MNP 


puis 


m  =  — 5      n 
a 


:'    /'  =  -' 


A  =  H(H- Aa^ 


(4) 


B  =  H(n-).in  — 


r 


C  =  H(n->.cM  — 


les  relations  du  groupe  (3)  prendront  alors  la  forme 


(5) 


CN- 


AP= 


B]\P 


2NPV^  +  BP'  =  o, 
ùc 

2PM—  -!-CM-=o, 
ac 

•2MN^+AN'  =  o, 
ao 

J 


a  0 


Rappelons-nous  qu'on  a 
(6) 


6.  Il  suffit  maintenant  d'éliminer  M,  N,  P  entre  les 
trois  premières  des  relations  (5),  puisque  la  valeur  de  X 
est  connue.  Avant  d'effectuer  cette  élimination,  je  don- 
nerai à  ces  relations  une  autre  forme  en  les  ajoutant  deux 
par  deux  et  en  terant  compte  de  la  quatrième  relation  5 
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on  obtient  ainsi  les  équations 

B  +  C  —  2  —  )  M'  +  A^'  +  AP'  =  o. 


j)  /   Bi\P  +  (  A  -h  C  —  2  •—  )  ^'2  H-  BP==  o, 


CM'-f-  CN^ 


2-1    ?':=  O. 


Le  résultat  de  l'éliminatiou  de  M%  ]N%  P^  entre  ces  trois 
é(|uations  est 


.8) 


B-+-C— 2- 
B 
C 


A+C-2- 


A 
B 
A  +  B  — 2  — 


Cette  équation   développée  se  présente,  après    quelques 
léductioiis,  sous  la  forme  suivante 


(9) 


A  —  -hBV  +  C- 
(t-  o'  c- 

b-  c-        a-  c'    '    a-  b- 


] 


-J- 


h^'c- 


a-  b- 


a-  b~u 


ABC=o. 


Remarquons  d'abord  que  le  coefficient  de est 

^  ^  2 

nul;  car,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (4)  de  A,  B,   C  et 
aux  relations  (6),  on  a 


«■'  b-  c' 


=  H  (H  +  .  )  +  >-H  (^'  H- J-  -+-  Z-) 
=  n  (H  +  1   4-H  +  1  —  iH  +  i)' 


.r>2'        X' y" 
a-  c^        a-  b"^ 


b- 


an» 


=  o. 
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Ainsi  lequalion  (9)  se  réduit  à 


(lo)  ABC—     A 


7-'  z- 


x^y  z- 


^     '  '      ^- 1-  </-c-  a' 0- j  a- 0^  c' 

Or,  celte  dernière  équation  devient,  en  remplaçant  A,  H, 
C  par  leurs  valeurs  (4)) 


—  H' 


H 


[('  +  X«V^ 


■^  a-  c^ 

X- j'^  z^  X- y'^  z"^ 

a'  b'  c-  a-  h-  c- 


(--)^^]L„. 


-4 


a-  c-  a-  r^  J 


a-  b^  c- 
Les  réductions  sont  évidentes,  et  il  reste 

H3(i  J- Âû-')  (i +  )./;-)  (I  +  /C 

/  .r2 

1  (lH-).Z>^)(l   -f-  Af- 


y.  ( 


1  ^'1 

f   -t-  (l  +  In'')  (1  +). /'v  -    I 

Après  quelques  transformations  faciles,  l'équation  (11) 
peut  s'écrire 

l'WaH'c'  —  l-W{a'b'  +  rrc'  4-  b'c'} 


49© 


ou  enfin 


Si  maintenant  on  remplace  XH  par  sa  valeur  (6),  on 
obtient  Féquation  définitive 


[x'-hX' 


X 


-) 


m 


(a-jT-  +  b^j'  -i-c>z')(~+Ç^-t--, 
'  a^       b^       c 


-[''■(l  +  ?  +  ?^)-t^'+-'-'  +  =''] 
X  [*=  (S  + S +  ?)-l^' +  '"  +  =')] 


] 


équation  qu'on  peut  encore  écrire 


Lr-+j=4-: 


^) 


I 


X 


(") 


-y-'  z^ 
,.2  i2  -i 

b'c' 


( b'  —  c^--f  -"j—^  +  ( c'—  ay  -r-, 
'     ht  r-i  a-  c- 

x'y 


bj 


a'  b- 


=  0, 


(  49»  ) 
Telle  est  Y équalioii  de  la  surface  Heu  des  foyers   des 
sections  centrales  dans  l'ellipsoïde. 

On  obtiendra  Téquation  de  celte  surface  dans  le  cas  des 
hyperboloïdes  par  le  changement  de  c^  en  —  c"  on  de  b^  et 
c^  en  —  Z>-  et  —  c". 

7.  La  surface  S  est  du  huitième  ordre-  l'origine,  c'est- 
à-dire  le  centre  de  la  surface  du  second  degré,  est  un 
point  sextuple.  Les  tangentes  proprement  dites  en  ce 
point  sont  situées  dans  les  six  plans  donnés  par  les 
termes  du  sixième  degré  dans  l'équation  (H),  et  ces  tan- 
gentes ont  un  contact  du  second  ordre.  Les  six  plans 
forment  trois  groupes  de  deux  plans,  et  il  est  important 
de  remarquer  que  ces  systèmes  de  deux  plans  sont  préci- 
sément les  plans  cycliques  de  la  surface  du  second  ordre; 
donc,  quelle  que  soit  la  surface  considérée,  un  seul  sys- 
tème est  réel. 

La  section  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  pas- 
sant par  l'origine  est  une  courbe  du  huitième  ordre  pos- 
sédant un  point  sextuple  à  l'origine;  parmi  les  six  tan- 
gentes de  ce  point  sextuple  deux  seulement  sont  l'éelles; 
ce  sont  les  intersections  des  plans  cycliques  réels  parle 
plan  sécant. 

Les  axes  de  la  surface  du  second  ordre  sont  des  droites 
doubles  de  la  surface  2  ;  nous  verrons  plus  loin  que  ces 
droites  sont  isolées.  Les  plans  tangents  à  la  surface  à  l'o- 
rigine et  menés  suivant  une  de  ces  droites  doubles  sont  les 
plans  cycliques  passant  par  cette  droite. 

Sur  la  surface  2  se  trouvent  encore  les  quatre  di'oites 
imaginaires^  intersections  des  deux  surfaces 

(   .r'-+-^--h  ;-  =  0, 
{   X-       y-        -J 

ce  fait  est  mis  en  évidence  par  l'équation  (1). 
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Chaque  plan  cyclique  coupe  la  surface  suivanl  huit 
droites  :  deux  se  confondent  avec  l'axe  par  lequel  passe 
Je  plan  cyclique  considéré;  les  six  autres  sont  imagi- 
naires et  forment  deux  groupes  de  trois  droites  coïnci* 
dentés;  ces  deux  droites  distinctes  et  triples  sont  les  in- 
tersections du  plan  cyclique  avec  le  cône  imaginaire 

x^ -[- y- -i- z""  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  des  génératrices  com- 
munes aux  deux  cônes 

ij,:i  _|_  j2  _|_  32  _-  Q^ 
^  — +  -  =:  o. 
a-       b'       c' 

Ainsi  chaque  plan  cyclique  coupe  la  surface  suivant  huit 
droites  formant  trois  droites  distinctes,  une  droite  double 
et  deux  droites  triples. 

Une  droite  quelconque  située  dans  un  plan  cyclique  et 
passant  par  l'origine  rencontre  la  surface  en  huit  points 
confondus  avec  cette  origine. 

Les  directions  asjmptotiques  sont  distribuées  sur  les 
trois  cônes 


(P) 

X-  H-  r ■  -l-  3=  =  0, 

(II") 

x'        r^        2' 

(IIP) 

(  /-''—  c'  ; 

'   b-c'    ^              '   au- 

a-  0- 

Ces  trois  cônes,  qui  ont  pour  sommet  le  centre  de  la  sur- 
face du  second  ordre,  ne  déterminent  pas  seulement  les 
directions  asymptoliques,  mais  ils  sont,  en  outre,  asymp- 
totes à  la  surface  2;  ce  sont  les  enveloppes  des  plans 
louchant  la  surface  à  l'infini. 
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Le  cône  (1°)  est  un  cône  imaginaire  ou  une  sphère 
de  rayon  nul;  la  présence  de  ce  facteur  nous  montre  que 
la  surface  2  passe  par  le  cercle  imaginaire  à  l'infini  et 
qu'elle  est  circonscrite  à  la  sphère  de  rayon  nul  ayant 
pour  centre  celui  de  la  surface  du  second  degré;  le  plan 
de  la  courbe  de  contact  (courbe  imaginaire)  est  à  lin- 
fini. 

Les  deux  autres  cônes  sont  imaginaires  dans  le  cas  de 
rellipsoïde,  et  alors  la  surface  2  u"a  pas  de  points  réels 
à  Tinfîni;  mais  ces  deux  cônes  sont  réels  dans  le  cas  des 
liyperboloïdes. 

Le  cône  (11°)  est  le  cône  asymptote  de  la  surface  du 
second  ordre. 

Le  cône  (IH'^)  est  un  cône  du  quatrième  ordre  passant 
par  les  axes  de  la  surface  du  second  degré;  ces  axes  sont 
des  arêtes  doubles  du  cône. 

Les  trois  points  à  l'inGni  situés  sur  les  droites  Ojt", 
O}',  Oz  sont  des  points  doubles  de  la  surface  S;  les 
tangentes  proprement  dites  en  ces  points  à  riiilîui  sont 
situées  dans  les  plans  : 

pour  le  point  à   l'infini   sur  Ox\ 

ihi—c'Y  - -^  f  0^  —  fr-\2  —  =  o, 

c-  a^ 

pour  le  point  à  l'infini  sur  O)  ; 

(c»-  a^y- "-  4-  (r- -  ipy  ^  =  o, 

a-  iJ- 

pour  le  point  à   1  infini   sur  Oz. 

(Je  n'enlrerai  pas  clans  les  détails  de  la  détermination 
de  ces  j)Ians;  ces  calculs  ap[>aitlcn!U'iil  à  la  théorie  de  la 
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recherclie  des  points  à  l'infini  sur  les  surfaces,  que  je  dé- 
velopperai plus  tard.) 

Ces  trois  systèmes  de  deux  plans  sont  imaginaires  dans 
le  cas  de  l'ellipsoïde;  deux  seulement  sont  réels  et  sont 
toujours  réels  dans  le  cas  des  hyperboloïdes. 

Le  cône  (ÏII")  passe  par  les  quatre  génératrices  com- 
munes aux  cônes  (1°)  et  (IP),  car  l'équation  du  cône  (HP) 
peut  s'écrire 


''H'^.^-'b^^  +  7.]-(''^'  +  r^^-i 


2\2   


8.  Ces  quelques  remarques  générales  étant  faites,  nous 
nous  formerons  une  idée  plus  complète  de  la  surface  2 
en  étudiant  ses  sections  planes. 

Je  n'examinerai  que  la  surface  correspondant  au  cas 
de  l'ellipsoïde  et  je  me  contenterai  d'indiquer  les  résul- 
tats. Nous  supposerons 

fl  >  /;  >  c. 

Le  plan  des j^z  coupe  la  surface  suivant  les  deux  droites 
doubles  0:r  et  Oy,  et  suivant  la  courbe  du  quatrième 
ordre 

courbe  imaginaire. 

Le  plan  des  xz  coupe  la  surface  suivant  les  deux  droites 
doubles  Ox  et  O^,  et  suivant  la  courbe  du  quatrième 
ordre 

_2;2  Z^\  Z'  T^ 

-  +  -     +  (  ^•■■'  —  f'j  -,  -H  1  ''-''  —  ^''i  -  =  o. 
a'        c- 1  c  a- 

courbe  réelle  ayant  un  point  double  réel  à  l'origine. 

Le  plan  des  xy  coupe  la  surface  suivant  les  deux  droites 
doubles  0.r  et  Or,  et  suivant  la  courbe  du  quatrième 
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ordre 

courbe  réelle  et  fermée  ayant  un  point  double  isolé  à  l'o- 
rigine. 

Un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  x  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  du  builième  ordre  ayant  un  point 
double  sur  l'axe  O.r,  et  les  axes  de  la  courbe  sont  paral- 
lèles à  Oy  et  à  Oz.  Désignons  par  Fj,  Fj,  F3  les  foyers 
des  sections  principales  (/^),  [jcz),  [xj-]  dans  la  surface 
du  second  ordre.  Lorsque  le  plan  sécant  coïncide  avec  yz^ 
on  a  le  segment  de  droite  OFj  5  lorsqu'il  s'en  éloigne  un 
peu,  le  point  double  de  la  courbe  est  isolé,  l'axe  paral- 
lèle à  Oy  possède  deux  sommets  réels  ainsi  que  l'axe 
parallèle  à  O^,  mais  la  longueur  de  l'axe  parallèle  à  Oy 
a  une  valeur  finie  peu  différente  de  OFi,  tandis  que  celle 
de  l'axe  parallèle  à  Oz  est  très-petite.  Le  plan  sécant  s'é- 
loignant  de  7  .z,  ces  deux  axes  croissent  puis  décroissent 
(il  peut  arriver  néanmoins  que  l'axe  parallèle  k  Oy  dé- 
croisse constamment)  ;  le  point  double  est  toujours  isolé. 
Quand  le  plan  sécant  passe  par  le  point  F3 

l'axe  parallèle  à  O2  devient  nul,  et  l'axe  parallèle  à  Oy 
a  une  valeur  finie  inférieure  à  OFj.  A  partir  de  cette  po- 
sition, le  point  double  devient  réel,  l'axe  parallèle  à  Oz 
est  imaginaire  et  l'axe  parallèle  à  Oy  est  seul  réel.  Enfin, 
lorsque  le  plan  sécant  arrive  au  point  F2 


(OF.=  v'«^-^.'0, 

l'axe  parallèle  à  Oy  devient  nul;  au  delà,  les  sections 
sont  imaginaires.  Ainsi,  lorsque  le  plan  sécant  se  meut 
en   partant  du   plan  des   yz,   on  a   un   ovale  très-aplali 
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dans  le  sens  Oj',  puis  cet  ovale  s'élargit  5  le  plan  passant 
par  le  point  F3,  la  courbe  se  présente  sous  la  forme  de 
deux  ovales  qui  se  touchent  en  F3,  la  tangente  commune 
est  parallèle  à  Oz;  à  partir  du  point  F3,  la  section  prend 
la  forme  d'une  boucle,  le  point  double  est  sur  Ox  et  les 
sommets  réels  sont  sur  Taxe  parallèle  à  Or;  enfin  la 
courbe  se  réduit  à  un  point  réel,  loi^sque  le  plan  sécant 
passe  par  le  foyer  Fg. 

J'ai  insisté  un  peu  sur  les  sections  parallèles  au  plan 
des  rz,  parce  qu'elles  nous  permettent  de  saisir  plus  fa- 
cilement la  form.e  siniïulière  que  présente  la  surface  2 
aux  environs  de  l'axe  Ox. 

Un  plan  quelconque  parallèle  au  plan  des  xz  coupe  la 
surface  suivant  des  courbes  du  huitième  ordre  ayant  un 
point  double  7ion  isolé  sur  l'axe  Oj  ;  cette  courbe  a  deux 
sommets  réels  sur  l'axe  parallèle  à  Oxj  l'axe  parallèle  à 
Oz  est  toujours  imaginaire. 

Un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  coupe  la  surface  sui- 
vant une  courbe  du  liuiiième  ordre  ayant  un  point  double 
isolé  sur  l'axe  O  z  :  cette  courbe  n'a  pas  de  sommet  réel 
sur  Taxe  parallèle  à  O}^,  sauf  le  cas  où  le  plan  sécant 
vient  coïncider  avec  le  plan  des  xy.  Lorsque  ce  plan  s'é- 
lève au-dessus  du  plan  .r) ,,  on  trouve  d'abord  quatre  som- 
mets réels  sur  l'axe  parallèle  k  Ox\  puis  les  sommets  se 
réduisent  à  deux,  et  enfin  la  courbe  devient  imaginaire. 

Occupons-nous  mainienant  des  sections  par  des  plans 
passant  par  les  axes  Ox,  O  )  ,  O  z. 

Un  plan  quelconque  passant  par  l'axe  O2  coupe  la 
surface  2  suivant  la  droite  double  Oz  et  suivant  une 
courbe  du  sixième  ordre  ayant  un  point  quadruple  à  l'o- 
rigine; ce  point  quadruple  ne  possède  que  deux  tangentes 
réelles  qui  sont  les  intersections  des  plans  cycliques  réels 
par  le  plan  sécant;  l'axe  réel  de  la  courbe  de  section  est 
l'intersection  du  plan  sécant  avec  le  plaji  des  xy  .  Si  l'on 
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imagine  le  plan  sécant  d'abord  très-voisin  dn  plan  zOx, 
la  courbe.présentera  un  point  double  à  l'origine  et  deux 
sommets  réels  situés  sur  la  section  de  la  surface  2  par  le 
plan  xOj^'j  lorsque  le  plan  sécant  se  rapprochera  du 
plan  zOy,  la  courbe  de  section  s'aplatira  de  plus  en  plus 
et  se  réduira,  à  la  limite,  à  la  droite  FiOt'j,  Fi  et  F',  étant 
les  foyers  de  la  section  principale  de  rellipsoïde  par  le 
plan  zOj'^m 

Imaginons  maintenant  un  plan  tournant  autour  de 
l'axe  Oj".  L'intersection  de  la  surface  par  ce  plan  est 
imaginaire  tant  que  l'inclinaison  du  plan  sécant  sur  le 
plan  xOy  est  supérieure  à  celle  du  plan  cyclique  (nous 
faisons  abstraction  de  la  droite  double  Oj'').  Lorsque  le 
plan  sécant  vient  se  placer  sur  le  plan  cyclique,  la  sec- 
tion se  compose  de  droites  passant  par  l'origine,  comme 
nous  l'avons  vu-,  enfin,  lorsque  l'angle  du  plan  sécant  est 
moindre  que  celui  du  plan  cyclique,  on  a  une  courbe  du 
sixième  ordre  réelle  et  fermée,  possédant  un  point  qua- 
druple isolé  à  l'origine;  cette  courbe  se  réduit  au  qua- 
trième ordre  quand  le  plan  vient  coïncider  avec  le  plan 
des  xy. 

Un  plan  tournant  autour  de  l'axe  Ox  coupe  la  surface 
2  suivant  une  courbe  du  sixième  ordre  ayant  un  point 
quadruple  à  l'origine  pour  lequel  deux  tangentes  seule- 
ment sont  réelles.  Le  plan  sécant  étant  d'abord  voisin  du 
plau-zOj:,  puis  s'éloignant  de  ce  dernier  plan,  les  deux 
tangentes  réelles  au  point  quadruple  font  un  angle  fini, 
puis  cet  angle  diminue,  et  les  deux  tangentes  viennent  se 
confondre  avec  l'axe  Ojy  lorsque  le  plan  sécant  coïncide 
avec  xOy.  La  courbe  du  sixième  ordre  se  décompose 
alors  en  la  droite  double  0/  et  en  une  courbe  du  qua- 
trième ordre  fermée  ayant  un  point  double  isolé  à  l'ori- 
gine. 

Ann.  de  ilathcmat.,  2*  série,  t.  III.  (Novembre  1864.)        «52 
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9.  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  donne 
lieu  à  la  suivante,  loi'sque  la  surface  considérée  devient 
un  paraboloïde  : 

Trouver  le  lieu  des  fojers  des  sections  par  des  plans 
parallèles  à  Vaxe  de  la  surface. 

On  pourrait  déduire  des  résultats  précédents  la  solution 
de  cette  question,  mais  il  est  plus  simple  de  l'aborder  di- 
rectement. On  trouve  ainsi  pour  le  lieu  des  fovers  des 
sections  paraboliques  une  surface  du  quatrième  ordre 
dont  l'équation  est 

-4--     -  -ix     -H ^  pq    ■-  +  - 

P        9/  \P        91  \P-       '/■ 

La  discussion  de  cette  surface  n'offre  aucune  difficulté. 

10.  J'indiquerai  encore  le  résultat  suivant  : 

Le  lieu  des  fojers  des  sections  d'une  surface  du  se- 
cond degré  par  des  plans  parallèles  à  un  des  axes  est 
une  surface  du  quatrième  ordre . 

Ainsi,  pour  l'ellipsoïde,  le  lieu  des  foyers  des  sections 
parallèles  à  l'axe  des  x  a  pour  équation 


DE  L'IKYOLUTION  PLAKE5 

Par  m.  poudra. 


La  théorie  de  l'involution  est,  en  Géométrie,  une  des 
plus  utiles  et  des  plus  fécondes,  pour  l'étude  des  proprié- 
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tés  des  courbes  planes  du  second  degré 5   nous  nous  pro- 
posons de  faire  voir  qu'il  y  a  une  théorie  analogue  pour 
les  surfaces  du  deuxième  degré. 

On  sait  que  si,  dans  un  plan,  on  a  une  série  d'angles 
droits  ayant  même  sommet,  chacun  d'eux  détermine 
sur  une  transversale  quelconque  deux  points,  et  que  la 
série  des  couples  de  points  ainsi  déterminés  forme  sur 
cette  droite  une  involution  dont  le  point  central  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  commun 
de  l'angle  droit  sur  cette  transversale. 

Par  analogie,  supposons  dans  l'espace  une  série  d'an- 
gles solides  trirectangles,  ayant  même  sommet  Q.  Ils  dé- 
termineront sur  un  plan  transversal  quelconque  une  série 
de  groupes  de  trois  points  conjugués  (m,  w,  p)  dont  l'en- 
semble formera,  dirons-nous,  une  involution  plane. 

Considérons  un  des  triangles,  mnp,  formé  par  trois  de 
ces  points  5  il  est  évident  que  les  trois  sphères  qui  ont 
pour  diamètres  les  côtés  de  ce  triangle  passent  toutes 
les  trois  par  le  sommet  Q  et  qu'ainsi  elles  se  coupent 
suivant  une  droite  QoQi,  perçant  le  plan  en  un  point  o 
tel  que  Ç^o  =  (^iO,  et  perpendiculaire  à  ce  plan.  Abais- 
sons de  chaque  sommet  m,  «,  p  du  triangle  les  perpen- 
diculaires ma,  nb,  pc  sur  le  coté  directement  opposé  : 
il  est  évident  que  la  sphère  ayant  tnn  pour  diamètre  cou- 
pera le  plan  suivant  une  circonférence  passant  par  les 
points  a  et  b  sommets  d'angles  droits  ayant  mn  pour 
base  commune  ^  de  même  la  sphère  décrite  sur  np  comme 
diamètre  passera  par  les  sommets  Z»,  c  d'angles  droits 
ayant  pour  base  commune  la  droite  np]  de  même  enfin, 
la  sphère  décrite  sur  nip  comme  diamètre  passera  par  les 
points  a  et  c  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
points  m  et  p  sur  les  cotés  rcspectivcjuent  opposés.  Il  ré- 
sulte de  là  : 

1"  (^ne  le  point  d'intersection  des  trois  perpendiiu- 

02. 
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laires  sera  préfisémenl  le  pied  o  de  la   perpendiculaire 
QoQi  abaissée  du  sommet  commun  Q  sur  Je  plan  ; 

2°  Que  ce  point  o  sera  le  même  pour  tous  les  triangles 
formant  l'involution; 

3°  Que  les  angles  tels  que  m  Q<7,  72  Qè,  pQf,  ///'Qa', 
n'Ç^b',.  .  .,  étant  droits,  on  aura 

om  .oa  =  on.ob=.  ojj  .  oc 
=  om' .  oa'  =  on' .  ob'  =r  op'  .oc'-=:Ç)n  , 

et  qu'ainsi  le  point  o  est  le  point  centrai  de  l'involutiou. 
La  longueur  (^o  sera  dite  la  puissance  de  Tinvolutioa 
dont  Q  est  le  sommet. 

4°  Si  du  point  o  comme  centre,  avec  Q^o  pour  rayon, 
on  décrit  dans  le  plan  une  circonférence,  elle  sera  dite  la 
circonférence  moyenne  de  l'iTivolution. 

5°  Si  on  rabat  sur  le  plan  du  triangle  mnp  les  trois 
faces  triangulaires  qui  composent  l'angle  solide  trirec- 
langle  Q,  autour  de  chaque  côté  respectif  m/z,  np,  pq^  le 
point  Q  tombera,  pour  la  première,  en  Q'  sur  la  perpen- 
diculaire pocQ',  pour  la  deuxième  en  Q"  sur  moaQ^',  el 
pour  la  troisième  en  Q"'  sur  nobÇ^" .  D'où  résulte  qu'on  a 

cm  .cn  =  Q'c  ,     ap  .an=^a(^"    ,     bp .  bm  =i  6Q'"  . 

6"  Si  dans  l'involution  plane  on  suppose  le  point  m 
fixe,  les  deux  points  n^p  peuvent  varier  sur  le  àvo'nepnn^ 
mais  par  leurs  diverses  positions  ils  détermineront  sur 
cette  droite  une  involution  linéaire  dont  a  sera  le  point 
central  et  aQ"  la  puissance.  De  même,  en  supposant  suc- 
cessivement /î,  p  fixes. 

Si  le  point  m  reste  sur  la  droite  moa^  la  droite  np  res- 
tera parallèle  à  elle-même  et  la  succession  des  points  m 
et  a  formera  sur  la  droite  ma  une  involution  linéaire 
dont  o  sera  le  point  central. 
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Si  le  point  di  est  sur  la  circonférence  moyenne,  la 
droite  np  sera  tangente  à  ce  cercle  au  point  «  où  le  dia- 
mètre moa  coupe  cette  circonférence. 

Si  le  point  m  est  en  o,  alors  la  base  opposée  iip  est  à 
l'infini,  le  plan  Q^pn  devient  parallèle  au  plan  de  la  base, 
et  les  arêtes  Q/^,  Q«  sont  deux  horizontales  rectangu- 
laires situées  dans  ce  plan. 

Si,  au  contraiie,  la  droite  np  passait  par  le  point  o, 
alors  le  point  opposé  ni  passerait  à  l'infini  et  l'arête  Q/zi 
deviendrait  une  horizontale  perpendiculaire  au  plan  Q  np 
qui  dans  ce  cas  serait  vertical. 

Pour  une  position  quelconque  du  point  m,  le  côté  op- 
posé np  s'obtiendra  en  prenant,  sur  la  droite  nio  qui 
joint  ce  point  m  au  point  central,  une  longueur  oa  telle 

que  oa.oni  =  oÇ)  et  menant  par  ce  point  a  une  per- 
pendiculaire npa  à  la  droite  aotn,  et  prenant  sur  npa 

deux  points  //,  p  tels  que  an.ap  =  «Q  :  on  aura  ainsi 
trois  points  m,  n,  p  formant  un  groupe  de  l'involu- 
tion. 

Par  suite,  un  seul  triangle  mnp  détermine  générale- 
ment l'involution  dont  il  fait  partie,  puisque  le  point 
centra  sera  le  point  d'intersection  des  trois  perpendi- 
culaires de  ce  triangle  et  que  la  puissance  Qo  de  cette 
involution  sera  le  produit  des  deux  segments  dans  les- 
c[uels  ce  point  o  divise  une  quelconque  de  ces  perpen- 
diculaires. Si  le  triangle  donné  mnp  contenait  un  angle 
obtus,  alors  le  point  o  serait  eu  dehors  du  triangle  5  les 
trois  sphères  décrites  sur  les  côtés  mn,  np,  pin  comme 
diamètre  se  couperaient  bien  suivant  trois  plans  passant 
par  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  de  cette 
base,  mais  cette  perpendiculaire  ne  rencontrerait  plus  les 
surfaces  sphériques,  de  sorte  que  le  point  Q  deviendrait 
imaginaire,   ainsi  que  l'angle  trircclangle.  On  voit,  en 
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effet,  qu'un  angle  solide  irirectangle  ne  peut  être  coupé 
par  un  plan  en  trois  points  formant  un  triangle  ayant  un 
angle  obtus. 

Dans  chaque  triangle  mnp  do  Finvolution,  les  trois 
perpendiculaires  passant  par  un  même  point,  elles  divi- 
sent les  côtés  opposés  en  segments  ayant  entre  eux  la 

relation  : 

rrn    ap         bm 
m    an         hp 

Étant  donnés  dans  un  même  plan  deux  triangles,  cha- 
cun d'eux  détermine  généralement  une  involution  plane  \ 
on  demande  si  ces  deux  involutious  peuvent  avoir  un 
même  groupe  commun  de  trois  points. 

Il  semble  au  premier  abord  que  la  réponse  à  cette  ques- 
tion est  négative,  cependant  nous  allons  faire  voir  que  ces 
deux  involutions  ont  vm  triangle  commua  et  rien  qu  un 
seul.  Cette  observation  est  importante,  car  c'est  sur  cette 
proposition  que  repose  la  détermination  des  axes  dune 
surface  du  second  degré. 

Soient  o  et  o'  les  centres  de  ces  deux  involutions;  o(^^ 
o'(^  leurs  puissances  respectives.  Sur  la  droite  oo'  qui 
joint  les  deux  centres, oiî  pcutprendreune  série  découplés 

de  points  m,  n  formant  une  involution  linéaire  dont  oQ 
serait  la  puissance,  et  o  le  centre;  daiis  ce  cas,  on  a  vu 
que  le  point  conjugué  p  serait  à  l'infini  sur  larête  Q/?, 
perpendiculaire  alors  au  plan  vertical  Q^omnÇ^'o'.  De 
même,  dans  la  seconde  involution,  prenons  sur  cette 
même  droite  oo'  une  série  de  points  m',  n'  formant  sur 
cette  droite  une  involution  linéaire  dont  o' serait  le  point 

central  et  o'(^'  la  puissance;  il  en  résultera  que  le  point 
conjugué  z^'  sera  à  l'infini  sur  l'arête  Q'/''  perpendicu- 
laire au  même  plan  vertical  Q^oiuni^' o'iii'n'  :  donc  les 
deux  arêtes  Q^;,  Q'p'  des  deux  involutions  passeraient  par 
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le  même  point  p  ou  p'  situé  à  rinfiiii.  Or,  sur  la  droite  oo 
il  y  a  deux  involutions  linéaire*,  l'une  formée  par  la  série 
des  points  m,  n,  et  l'autre  par  celle  des  points  m',  n'.  Ou 
sait  que  ces  deux  involutions  ont  un  segment  commun 
et  rien  qu'un  seul  5  pour  le  déterminer,  traçons  dans  le 
plan  Q^oQ^'o'  la  circonférence  qui  passe  par  les  points  Q 
et  Q'  et  dont  le  centre  serait  sur  la  droite  00'  :  il  est  évi- 
dent qu'elle  rencontrera  cette  droite  en  deux  points  qui 
détermineront  le  segment  commun  des  deux  involutions, 
car  ces  points  joints  à  Q  ou  à  Q'  donnent  toujours  deux 
droites  rectangulaires;  il  en  résulte  que  si  r  et  5  sont  ces 
points,  les  trois  arêtes  Q^r<,(^s,  Qp  et  les  suivantes  QV, 
Q'5,  Q'/?  telles  que  les  arêtes  Q^,  (^'p  sont  perpendicu- 
laires au  plan  des  deux  autres,  par  conséquent  horizon- 
tales et  parallèles,  ayant  ainsi  en  commun  le  point  p  à 
l'infini,  ces  deux  systèmes  de  trois  arêtes  deux  à  deux  rec- 
tangulaires auront  le  triangle  commun  rsp  dont  le  point  p 
est  à  l'infini,  c'est-à-dii'e  que  le  triangle  commun  sera 
composé  d'un  côté  ly  et  de  deux  perpendiculaires  éle- 
vées en  r  et  5  à  la  droite  rs. 

Il  est  encore  d'autres  propriétés  d'un  triangle  et  des 
trois  perpendiculaires  considérés  comme  la  base  d"un 
tétraèdre  Ç^ninp  à  angle  trirectangle  au  sommet  Q. 

7**  Les  trois  côtés  du  triangle  et  les  trois  perpendicu- 
laires forment  six  droites  jouissant  des  propriétés  de  l'in- 
volution  linéaire,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  coupées  par 
une  transversale  en  six  points  en  involution. 

8°  Si  par  le  point  central  o  on  mène  les  parallèles  aux 
côtés  du  triangle,  on  aura  un  faisceau  de  six  droites  eu 
involution  formées  par  des  couples  de  droites  rectangu- 
laires; mais  le  point  o  él.jut  commun  à  tous  les  triangles 
de  l'involulion,  si  on  mène  par  ce  point  des  parallèles 
aux  côtés  de  tous  ces  triangles,  ces  parallèles  et  les  per- 
pendiculaires formeront  un  faisceau  de  couples  de  droites 
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rectangulaires,  et  par  cons('(jueiit  un  faisceau  de  droites 
d'une  nième  involulion.  On  peut  de  même  considérer 
l'axe  Ç^o  comme  l'axe  d'un  faisceau  en  involulion  pas- 
sant par  les  droites  ci-dessus. 

9°  Dans  le  tétraèdre  Qm«/7,  l'angle  solide  eu  Q  étant 
tri  rectangle,  on  a 

Q/fi    -h  Q«    -f-  Q/j    =  —  \/n/i    +  fr/>    -\~ pm   /  :=:  D' 

{D  étant  le  diamètre  de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre 
points  m,  «,  p,Ç)). 
On  en  tire 

2  7  î 

TT  .  nin    -\~  TT  .  «/>   -f-  TT  .pm    =  2  7r  .  D', 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  surfaces  des  trois  cercles  dé- 
crits sur  les  trois  côtés  du  triangle  comme  diamètres  est  la 
moitié  de  la  surface  du  cercle  construit  sur  le  diamètre  D 
de  la  sphère,  par  conséquent  moitié  de  la  surface  de  la 
sphère. 

io°  Le  carré  de  la  surface  du  triangle  mîip  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  des  trois  triangles  Ç)mn,,  Q_^P^ 
Qpm  (théorème  de  Tinseau). 

Il''  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que 
fait  la  base  mtjp  avec  les  trois  plans  rectangulaires  Q  w;/, 
Q/z^,  Q^pm  est  égale  à  l'unité,  et  la  somme  des  carrés 
des  sinus  est  égale  à  a.  Ces  sommes  sont  donc  les 
mêmes  pour  tous  les  triangles  de  l'involution. 

12°  La  droite  Qo  fait  avec  les  trois  arêtes  rectangu- 
laires Q/",  Q'/,  Qp  des  angles  dont  la  somme  des  carrés 
des  cosinus  est  égale  à  i;  or  Qo  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  base  ninp  :  donc  la  somme  des  carrés  des  sinus 
«les  angles  fjue  foui  les  arêtes  avec  la  base  est  aussi  égale 


Sina— -— , 

-'^=Q;.^ 

sin-g-f-  sin'7  = 

-ô7/'f    '   -f- 

1             \  —  I 

2    ^                  2           —    '» 

Q/2         Qp    J 

I               I 

1 

1         I 

~  ;=Cohst. 

2     '     : 

Qm         Q« 

r  1  — i  —    - 
qp      Qo 
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à  I ,  Si  on  appelle  a,  S,  y  ces  trois  angles,  ou  a 


donc 


ou 


c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  valeurs  inverses 
des  arêtes  est  une  quantité  constante  pour  tous  les  trian- 
gles d'une  même  involulion,  et  égale  au  carré  de  la  valeur 
inverse  de  la  perpendiculaire  Q^o  abaissée  du  sommet 
commun  Q  de  l'angle  trirectangle  sur  la  base. 

i3"  L'involution  plane  comme  celle  qui  est  linéaire 
est  projective,  c'est-à-dire  que,  mise  en  perspective  sur 
un  autre  plan,  elle  donne  lieu  à  une  autre  involution, 
mais  pour  laquelle  le  point  central  n'est  plus  aussi  la  per- 
spective du  point  central  de  la  première. 

Nous  avons  établi  l'analogie  qui  existe  entre  l'involu- 
tion linéaire  engendrée  par  les  côtés  d'un  angle  droit 
tournant  autour  de  son  sommet,  coupés  par  une  trans- 
versale 5  on  sait  que,  dans  ce  cas,  le  point  central  est  si- 
tué entre  chacun  des  couples  de  points  »onj.ugués,  tous 
les  segments  formés  par  ces  couples  de  points  empiètent 
l'un  sur  l'autre  5  mais  on  sait  qu  il  y  a  une  involulion  où 
les  segments  sont  compris  l'un  dans  l'autre  et  où  le  point 
central  est  en  dehors,  et  qui  ne  peut  plus  être  engendrée 
de  la  même  manière.  Cette  involulion  a  deux  points  dou- 
bles, situés  de  chaque  côté  du  point  central  et  à  égaie  dis- 
tance. Nous  allons  voir  qu'il  existe  un  genre  d  involulion 
analogue  pour  l'involution  plane. 
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Sur  la  même  figure,  considérons  le  triangle  ;70«  qui  a  un 
angle  obtus  en  o;  abaissons  de  chaque  sommet  la  perpen- 
diculaire sur  le  côté  opposé;  ces  trois  perpendiculaires  se 
rencontreront  toujours  en  un  même  point /w,  mais  qui 
sera  en  dehors  du  triangle  pou  si  ce  triangle  renferme  un 
angle  obtus.  Si  sur  les  trois  côlés  po,  /?«,  0/2,  comme  dia- 
mètres on  décrit  trois  sphères,  les  plans  d'intersection  de 
ces  sphères,  deux  à  deux,  seront  trois  plans  verticaux  dont 
les  traces  m/z,  inp,  ma  se  couperont  suivant  une  verticale 
j)rojetée  en  m,  qui  ne  rencontre  aucune  des  trois  sphères. 
Ces  trois  traces  /«?/,  nip^  mn  rencontreront  les  côlés  op- 
posés du  triangle  pon  aux  points  c,  b,  a,  tels,  qu'on  aura 
évidemment 

me .  mn  =  mb  .  nip  =  ma  ,mo; 

et  si  maintenant  on  considère  le  tétraèdre  Qm^;p  de  la 
première  involution  à  angle  solide  trirectangle  en  Q,  on 
voit  cpie  A/iQ  perpendiculaire  au  plan  Q/'p  sera  telle, 
i[u  on  aura 

2 

wQ    z=zma  .mo=:L  nib  .mp^=.mc.mn. 

Du  point  m  comme  centre,  avec  t7i(^  pour  rayon,  décri- 
vons une  sphère,  et  d'un  point  quelconque  Q  de  cette 
sphère,  abaissons  une  perpendiculaire  Qo  sur  la  base; 
en  ce  point  Q  menons  à  la  sphère  un  plan  tangent  Q^/> 
dont  la  trace  soit  np^  sur  laquelle  étant  pris  à  volonté  uti 
point;?,  on  détermine  le  point  p  de  manière  que  l'angle 
n(^p  soit  droit  :  il  est  évident  que,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion du  point  Q  sur  la  sphère  de  rayon  ;nQ,  les  trois  côtés 
Q^o,Qn,  Q/?  de  l'angle  solide  Qpon  dont  le  sommet  est 
en  Q  donnera  le  triangle /70/7  tel,  (|u'on  aura 

m  Q-  =  me ,  mn  =  mh  .  rn/j  =r  mo  .  ma. 
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et  alors  la  série  des  groupes  de  trois  points  tels  que^,  o,  n 
formera  une  involulion  dont  le  point  central  wsera  exté- 
rieur aux  triangles  pon,  et  dont  la  puissance  sera  le  rayon 
mQ  de  la  sphère. 

Dans  cette  involution,  on  remarquera  que  le  point  Q 
étant  sur  la  sphère,  le  tétraèdre  Ç^mnp  aura  son  angle 
trièdrë  Q  formé  de  trois  angles  droits.  Le  point  central  m 
sera  fixe  et  les  trois  sommets/?,  o,  n  variables  et  détermi- 
nés par  les  arêtes  Q/7,  Ç)o,  Q«  qui  forment  en  Q  un 
angle  solide  qui  n'est  plus  tri  rectangle,  mais  dont  un  des 
angles  est  droit.  Si  dans  le  plan  de  la  base  ou  décrit  une 
circonférence,  dont  m  serait  le  centre  et  la  puissance  tnÇ^ 
le  rayon,  on  voit  que  si  le  point  Q  se  trouve  sur  cette 
circonférence,  les  trois  points/?,  o,  n  se  réuniront  en  un 
seul. 

Les  propriétés  particulières  à  cette  involution  se  dédui- 
ront facilement  de  la  considération  que  Tangle  Q,  du 
tétraèdre  Q^innp^  est  trirectangle. 

Ainsi,  on  peut  définir  généralement  Tinvolution  plane 
comme  étant  la  série  de  groupes  de  trois  points  quelcon- 
ques, formant  des  triangles  ayant  même  point  d'inter- 
section des  trois  perpendiculaires 5  d'où  il  suit  quelepro- 
duit  des  deux  segments  formés  sur  cliaque  perpendiculaire 
entre  ce  point,  le  sommet  et  le  côté  opposé  sur  lequel  elle 
est  perpendiculaire,  est  constant.  D'où  résultent  deux  dif- 
férentes involutions,  suivantquele  point  d'intersection  de 
ces  trois  perpendiculaires  est  en  dedans  ou  en  dehors  des 
triangles,  d  où  résulte  analogie  évidente  avec  l'involu- 
lion  linéaire. 

{La  siiilc  prochainement.  ) 
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RE^IARQIES  SUR  L'ABAISSEMENT  ET  LA  TRA^SFORViATIOX 

DES  ÉOi]ATlôKS 

(Tolr  p.   19). 


13.  M.  Faille  a  énoncé  \eporisme  suivant  [voir  t.  XVI, 
p.  Sp,  question  362)  : 

Uéquation  générale  du  cinquième  degré 

(i)  ax^  ^5bx^  -^-locx^  -\-\odx''-\-5ex  -[-/  =1  o 

peut  toujours  se  résoudre  algéhriquement  lorsqu'on  a 
entre  les  coej^cients  les  relations 

(P  —  ce        e^  —  df         de  —  cf 

(2)  =       .„y_  __ L. 

b-  —  ac        c^  —  hd        bc  —  ad 

Cette  question,  posée  en  1 85 7,  n'a  pas  encore  été  résolue. 
Ce  qui  la  rend  particulièrement  diflicile,  c'est  l'ignorance 
de  la  forme  sous  laquelle  doivent  se  présenter  les  racines. 
Si  cette  forme  était  connue,  elle  devrait  renfermer  trois 
indéterminées  en  fonction  desquelles  on  pourrait  expri- 
mer les  rapports  des  coefficients  à  l'un  d'entre  eux  :  on 
aurait  cinq  équations  qui  par  l'élimination  des  trois  in- 
déterminées fourniraient  les  relations  indiquées  dans  l'é- 
noncé. La  démonstration  se  réduirait  donc  à  une  vérifi- 
cation. 

La  plus  simple  équation  du  cinquième  degré  résoluble 
par  radicaux  est  l'équation  binôme 

x-  +  1  =  o, 

cl  cette  propriété  se  conserve  dans  les  transformations 
que  l'on  peut  faire  subir  à  celle  équation.  Une  des  plus 


\ 
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simples  CDiisisle  à  chaueer  x  en  '-  doii-ne  îa 

transformée 

(3)  [a:-\-aY-^V,x+^,'=o, 

dont  lidentification  avec  l'équalion  (i)  donne 

1-4- ).  _  g  +  /^3  _«'-}-  À,3'  _  a-'  +  ).p'_  y.'  +  aS'  _  a*  +  ).p^ 
abc  d  c  f 

L'élimination  de  X  entre  ces  équations  conduit  aux  sui- 
vantes : 

a  y.  —  h        ou?  —  c        ax^  —  d        a  x''  —  c        a  ai?  —  f 


b  —  ap  ~  c  —  n^^-  ~  J— rt3'~  e  —  np'~  f — «3^ 
que  l'on  peut  écrire  ainsi,  après  quelques  réductions  : 

(4)  flap  —  ^(aH-iBi  4-c  =  o, 

(5)  aap{a  -4-  P>)—  />  (x- -+-  S'-{- aj'i)  +  r/ -~  o, 

(6)  /aap(a2+p-+a3;  — /;(a'-f-,3\)  a-H3)4-e  =  o, 

(  7  )  aap(a=  H-  |3')(a-f-  p)—  /aV  4-  a'3  +  a  [5^4-  aS-'^  p')  -f-  /=  o. 

Les  équations  (4)  et (5)  donnent 

hd  —  f  -  .         ad  —  br 


(8)  a;3  = 


ac  —  0^  ac  —  b- 


Il  ne  resterait  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les 
équations  (6)  et  (7)  qui  sont  symétriques  par  rapport  .-t 
a  et  à  |3  ;  mais  ce  calcul  serait  compliqué  et  on  peut  l'é- 
viter parla  considération  suivante. 

Si  l'on  prend  léquation  aux  inverses  des  racines  des 
équations  (i)  et  (3),  on  aura 

(l)'  /t'  -H  ex*  4-  dx'  -f-  c.r^  -h  ix  -t-  «  =  o, 

1 


(3/  1--+--    +M-  +  M  =0. 
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Cette  dernière  peut  s'écrire 


—  A      .r 


-)  =.. 


ou,  en  posant  p  =  ^, 


Or,  celte  équation  est  de  même  forme  que  réquatiou  (3), 
et  par  suite,  comparée  à  l'équation  (i)',  elle  conduiia  à 
des  relations  qui  devront  se  déduire  des  équations    (8) 

par  le  changement  de  a  en  -^  de  j3  en  -j  de  a,  b^c.  .  . 

a  p 

en  f^e^d^...  On  aura  donc 

.  i  ce  —  (P  I  I  if —  de 

ou 

lo  ap=    -,        a-l-p  — -. 

ce — d^  i.f  —  d 

La  comparaison  des  équations  (8)  et  (lo)  donne  immé- 
diatement les  relations  (a),  et  l'on  peut  compléter  le  pu- 
risme de  M.  Faure,  qui  devient  alors  un  théorème,  par 
l'addition  suivante  : 

Ijes  racines  de  V équation  fi)  sont  de  la  forme 

6v/  ). — a 
.r  =:  -rr-  ■> 

cil  a  et  [i  sont  les  racines  de  V équation 

[ac  —  i^)2=  —  [ad —  bc]z  -f-  bd  —  c'=r  o, 
et 

a  a.  —  b 
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1  i.  On  aurait  pu  se  contenter,  ai)rès  avoir  deviné  que 
l'équation  (i)  devait  être  réductible  à  la  forme  (3),  de 
vérifier  si  les  coefficients  de  l'équation  (3)  satisfont  aux 
relations  (2)  ;  mais  cela  n'aurait  pas  appris  si  les  rela- 
tions (2)  sont  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes. 

Au  reste,  on  peut  trouver  d'autres  théorèmes  du  même 
genre.  Par  exemple,  l'équation  (i)  serait  encore  résoluble 
algébriquement  si  l'on  avait 

h^  —  ac  c^  —  ae  bc  —  ad 


à^  b-  -f-  oiic  lab 

et  les  racines  seraient  de  la  forme.  .  .5  mais  nous  laisse- 
rons aux  lecteurs  le  plaisir  de  découvrir  eux-mêmes 
cette  forme,  si  cela  les  intéresse.  P. 


COMPOSITION  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQllE 

(186/1)  (*). 


On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  (O),  un 
point  A  et  une  droite  (D)  ;  du  point  A  on  mène  une 
droite  qui  coupe  (D)  au  point  B5  sur  AB  comme  dia- 
mètre on  décrit  une  circonférence:  cette  circonférence  et 
la  circonférence  O  ont  pour  corde  commune  une  droite 
([ui  rencontre  AB  en  M.  On  demande  le  lieu  décrit  par 
le  point  M  lorsque  la  droite  AB  tourne  autour  du 
point  A. 

1°  Le  point  A  et  la  circonférence  (O)  étant  fixes,  exa- 
miner quelles  sont  les  différentes  formes  que  présente  le 


(*)  Donnée  à  quelques  élèves  qui  n'ont  pu  composer  avec  la  majorité 
des  candidats. 
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lieu  (M)  lorsque  l'on  considère  dos  droites  telles  que  D 
parallèles  entre  elles. 

2°  Faire  voir  que  les  différentes  courbes  ainsi  obtenues 
passent  par  quatre  points  fixes  et  ont  leurs  axes  parallèles. 
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Nous  nous  proposions  depuis  longtemps  de  signaler 
aux  lecteurs  des  Nouvelles  yliuiales  cet  excellent  ou- 
vrage, dont  nous  ne  saurions  trop  recommander  l'étude 
aux  candidats  à  nos  grandes  Ecoles  et  aux  auditeurs  des 
Facultés  des  Sciences.  Les  théories  exposées  dans  ce 
livre  forment  une  introduction  à  l'étude  du  Calcul  infi- 
nitésimal, servant  de  complément  aux  traités  d'Algèbre, 
et  renfermant  la  plupart  des  formules  impoiiantes  qui 
peuvent  s'établir  d'une  manière  simple  et  naturelle  sans 
le  secours  de  la  notation  différentielle.  On  en  pourra 
juger  d'après  l'analyse  sommaire  que  nous  allons  donner 
des  principaux  chapitres. 

Chapitre  P\  —  Généralités  sur  les  variables,  sur  ks 
fonctions  et  sur  leur  représentation  géométrique.  - —  For- 
mules relatives  à  l'addition  des  fonctions  circulaires  in- 
verses. 

Chapitre  II.  —  Des  valeurs-limites  des  fonctions. 
On  Y  ti'ouve  exposées  avec  détail  les  formules  sur  les- 
queries  est  fondée  la  différeji  lia  lion  des  fonctions  expo- 
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iientielles  et  logarithmiques,  formules  qui  sont  par  elles- 
mêmes  d'un   grand  usage  dans  les  calculs  d'approxima- 
tion et  dans  la  théorie  des  séries.  La  formule 


lim 


(.-4-5>"- 


P' 


pour  d  infiniment  petit,  de  laquelle  toutes  les  autres  se 
déduisent,  est  démontrée  à  l'aide  d'inégalités  très-simples 
résultant  d'identités  algébriques,  et  sans  aucun  recours  à 
la  formule  du  binôme  et  aux  développements  infinis.  On 
en  déduit  très-simplement  la  méthode  pratique  qu'ont 
employée  les  premiers  inventeurs,  Keper  et  Briggs,  pour 
le  calcul  des  Tables  de  logarithmes.  On  en  tire  encore  les 
formules  suivantes,  utiles  dans  la  théorie  des  séries. 
Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

LLoj  =  II. w,      LLL w  =  L3 eo , .  .  .  , 

L    désignant  des  logarithmes  relatifs   à   une   base   quel- 
conque, et  si  l'on  pose 

et  ainsi  de  suite,  on  aura,  pour  w  infini, 

lira/^(w)  =  p.  (Le]P. 

Chapitre  III.  —  Continuité  et  discontinuité  des  fonc- 
tions. 

Chapitre  IV.  —  Valeurs  moyennes  des  fonctions. 
Ce  chapitre  contient  le  développement  d'une  théorie 

\nv..  de  Maihémai.f  2^  série,  t.  HI.  (Novembre  1864.  )  33 
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analogue  à  V Âritlwié tique  des  infinis  de  Wallis,  et  con- 
tluisant  facilement  à  un  grand  nombre  de  résultats  que 
l'on  obtient  ordinairement  par  le  calcul  intégral.  La 
valeur  moyenne  d'une  fonction  y  (.r),  prise  entre  les  li- 
mites x^^  et  X  de  la  variable,  n'est  autre  chose  que  la 
quantité 

— — -    /       f{œ)d.. 

On  parvient  à  la  déterminer  par  des  considérations  di- 
rectes, analogues  à  celles  du  chapitre  II,  et  les  résultats 
obtenus  servent  à  remplacer  l'intégration  dans  ses  appli- 
cations les  plus  simples  au  développement  des  fonctions 
en  séries  et  à  l'évaluation  des  aires  et  des  volumes.  C'est 
ainsi  que  l'auteur  est  conduit  aux  développements  en  sé- 
ries de  log  (i  -t-  x)  et  de  arc  tangx,  dont  il  obtient  immé- 
diatement le  terme  complémentaire  sous  une  forme  très- 
simple.  Le  même  procédé  lui  donne  les  développements 
de  sinx  et  de  cosx,  la  cubature  des  surfaces  du  second 
ordre  et  les  formules  pour  le  calcul  approximatif  des 
quadratures. 

Chapitre  V.  —  Des  séries  infinies. 
Nous   remarquons  d'abord  dans  ce  chapitre  le  carac- 
tère de  convergence  de  la  série 

h       b[h-V\)       b(b  +  i)(b-h'i) 
I  —\—  —  — f- H — H  .  .  .  • 

a        fl(«  +  i)        «  (rt  H- i)  (rt  H- 2) 

Ensuite,  après  avoir  établi  les  règles  de  convergence  les 
plus  simples,  fondées  sur  le  principe  de  la  comparaison 
des  séries,  M.  Schlomilch  expose  avec  détail  les  carac- 
tères qui  font  reconnaître  la  convergence  dans  les  cas 
douteux  successifs.  Puis  il  traite  de  la  convergence  ab- 
solue ou  conditionnelle,  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  d'une  variable  et  de  la  continuité  des  fonc- 
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lious  qu'elles  rcpréseiilent,  des  séries  périodiques ^  de 
l'addiliou  et  de  la  multiplication  des  séries;  il  termine 
par  quelques  notions  sur  les  séries  doubles  et  sur  leur 
convergence  absolue  ou  conditionnelle. 

Chapitre  VI.  —  Théorème  du  binôme.  —  Série  bi- 
nomiale  pour  un  exposant  quelconque.  Discussion  de  sa 
convergence.  —  Propriétés  des  coefficients  binouiiaux. 

—  Applications. 

Chapitre  VII.  —  Séries  exponentielles  et  logarith- 
miques. 

Chapitre  VIII.  — Séries  goniométriques  (développe- 
ment des  fonctions  circulaires  sinx,  cos.r,  etc.).  —  Ex- 
pression des  fonctions  circulaires  soiis  forme  de  produits 
infinis.  —  Développement  de  logsinx,  log  cosx,  etc.,  en 
séries.  —  Développement  de  sécr,  de  tangx,  etc.     « 

Chapitre  IX. —  Séries  cyclo métriques  (développement 
des  fonctions  circulaires  inverses  arc  sinx,  arc  tangx, 
etc.). 

Chapitre  X.  —  Des  fonctions  de  variables  complexes. 

—  Théorème  de  Moivre  et  ses  conséquences.  —  Expo- 
nentielles à  exposants  complexes. 

L'auteur  part  de  l'équation  de  définition 


pour  m=  ce  . 

Logarithmes  des  quantités  complexes. —  Fonctions  cir- 
culaires des  quantités  complexes. 

Nous  aurions  désiré  que  l'auteur  eût  indiqué  à  cet  en- 
droit la  notation  si  commode  des  fonctions  hyperboliques, 
pour  désigner  les  quantités 


1     .               e*  —  e— '                         (^  -+  c'- 
-  sm  ix  = 5      CCS  IX  = 


33, 
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La  théorie  de  ces  tondions,  dont  l'emploi  est  si  commode 
dans  le  calcul  intégral  et  en  particulier  dans  le  dévelop- 
pement des  fonctions  elliptiques,  mérite  de  devenir  clas- 
sique, surtout  depuis  la  publication  récente  des  excel- 
lentes Tables  de  M.  Gronau.  Il  aurait  suffi  d'ailleurs  de 
quelques  indications,  les  formules  relatives  aux  fonctions 
hyperboliques  ne  différant  que  par  quelques  changements 
de  signe  des  formules  relatives  aux  fonctions  circulaires. 

Représentation  géométrique  des  nombres  compleses. 

Peut-être  l'auteur  n'a-t-il  pas  fait  assez  ressortir  ici 
combien  celle  représentation  est  liée  à  l'origine  même 
des  quantités  complexes;  elle  est  déjà  contenue  dans  la 
définition  même  de  l'exponentielle  imaginaire 


cosx,et  sinx  étant  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  du 
cercle  de  rayon  i.  On  aurait  pu  indiquer  également  l'a- 
nalogie entre  l'addition  des  quantités  complexes  et  la 
composition  des  vitesses  ou  des  forces.  Nous  espérons 
que,  dans  la  prochaine  édition,  M.  Schlomilch  ajoutera 
quelques  nouveaux  développements  sur  ce  sujet,  qu'il 
connaît  si  bien. 

Chapitre  XI.  —  Séries  et  produits  infinis  de  quantités 
complexes. 

Chapitre  XII.  —  Des  fractions  continues. 

On  ne  suppose  pas  ici  que  les  numérateurs  des  fractions 
intégrantes  soient  tous  égaux  à  l'unité  positive.  Ils  sont 
laissés  queîcoiîques,  pour  la  grandeur  et  pour  le  signe. 

Caractères  de  convergence  des  fractions  continues  in- 
finies. —  Irrationnalité  de  certaines  fractions  continues. 
—  Restes  des  fractions  continues.  —  Développement  des 
racines  carrées  en  fractions  continues. 

Chapitre  XIII .  —  Transformation  des  séries  en  frac- 
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lions  coiniiiues.  — DéveloppeineuL  des  loiiclious  les  plus 
iinporlantes  en  fractions  continues.  —  Irralionnalité  des 
logarithmes   naturels   et    du   nombre   û.    —   Remarque 
finale. 

L'ouvrage  est  terminé  par  un  Appendice  contenant 
un  résumé  de  la  théorie  des  équations  algébriques.  Dans 
cet  abrégé  substantiel  (pu  pages)  Tauteur  a  fait  entrer  la 
résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions  symé- 
triques, les  diverses  méthodes  pour  le  calcul  approxima- 
tif des  racines  (il  donne  la  préférence  à  la  méthode  de 
Newton  modifiée  par  Horner),  et  quelques  notions  sur 
les  déterminants  et  sur  l'élimination. 

D'après  cet  aperçu  nécessairement  incomplet,  on  peut 
juger  de  quelle  utilité  serait  la  lecture  de  cet  ouvrage 
pour  tous  ceux  qui  veulent  pousser  Télude  des  Mathé- 
matiques au  delà  des  premiers  éléments.  Il  serait  donc 
bien  à  désirer  que  ce  livre  fût  traduit  dans  notre  langue. 
Cependant,  grâce  aux  progrès  (jue  fait  de  nos  jours  ren- 
seignement des  langues  vivantes,  il  est  à  espérer  que 
bientôt  aucun  candidat  sérieux  à  l'Ecole  Polytechnique 
ne  sera  arrêté  par  la  difficulté  du  texte  allemand,  dont  le 
style  est  d'une  clarté  toute  française. 

Nous  saisirons  l'occasion  de  mentionner  ici  une  autre 
publication  importante  du  savant  rédacteur  du  Zeitschrift 
fur  die  Mathematik  und  Physih.  M.  Schlomilch  a  fait 
paraître  l'année  dernière  le  premier  volume  de  la  2''  édi- 
tion de  son  Précis  d'Analyse  supérieure  [Compeiidium 
der  Iiôlieren  A/ta/}  sis).  Ce  volume,  qui  doit  former  la 
partie  élémentaire  de  l'ouvrage,  renferme  à  peu  près  les 
matières  exigées  par  nos  programmes  pour  la  licence  es 
sciences  mathématiques.  Le  second  volume,  qui,  nous 
l'espérons,  ne  tardera  pas  à  suivre  le  premier,  renfermera 
les  éléments  des  théories  plus  élevées  du  calcul  intégral, 
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et  rendra   un   service  éminent,    en   facilitant  l'étude  de 
ces  théories  aux  lecteurs  qui   ne  peuvent  recourir  aux 
ouvrages  spéciaux. 

J.    HOXJEL. 


CONSIDERATIONS  SUR  LES  EQUATIONS  Dl  SECOND  DEGRE 
A  DEUX  ET  TROIS  VARIABLES  ; 

Par   m.   h.  LEMONNIER. 


Je  me  propose,  dans  ce  travail,  de  présenter  quelques 
applications  de  formules  qu'on  trouve  dans  le  Traité  des 
sectiojis  coniques  de  Salmon,  p.  142,  §  161,  et  d'étendre 
les  mêmes  considérations  aux  surfaces  du  second  degré. 

PREMIÈRE    PARTIE. 

I.  Si  X  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  sur  un 
plan  par  rapport  à  des  axes  faisant  entre  eux  l'angle  &. 
que  X  et  Y  en  soient  les  coordonnées  par  rapport  à  des 
axes  de  même  origine  faisant  l'angle  0',  et  qu'on  ait 

A  ^2  H-  B  xy  -t-  Cj'  =  A'  X^  +  B'  XY  +  C'YS 

les  deux  formules  dont  nous  développerons  des  consé- 
quences sont  les  suivantes  : 

/  A  +  C  —  B  ces  9       A'  4-  C  —  B'  cosÔ' 


(I) 


sin^Q  sin^G' 

B*  — 4AC_B'^  — 4A'C' 


Salmon  en  présente  une  démonstration  très-simple, 
donnée  par  le  professeur  Boole  dans  le  Journal  mathéma- 
tique de  Cambridge.  Tl  convient  de  la  reproduire  ici. 
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Soil   pObC 

Ax'-\-  Bxf  +  Cy  =  A.'  X-  +  B'X  Y  +  C  Y-, 

dans  les  conditions  exprimées. 
On  sait  que 

x'-hy'-i-  2xjcosO  =  X^H- Y=-|-  aXYcosO'. 
Donc  on  a  identiquement 

A^-  -f-  B.r/-|-  Cj^  -t-  ),  ( or'  H- j' -f-  2.rjcos9) 
=  A'  X'  +  B'  XY  -h  C  Y^  H-  >  (X'  H-  Y'  +  2  XY  ces 9'  ) 

ou  bien 

(Ah-  1)x^  -h  (B4-  2ACOS9)  j:j+  (C  +  >.)j- 
=  (  A'  +  /)  X^  -!-  ( B'  +  2>  ces  9'  j  XY  +  (C  +  )^  )  Y-. 

Si  l'on  dispose  de  X  de  façon  que  le  premier  membio 
soit  le  carré  d'une  fonction  entière  de  x  et  de  j, 

mx  -{-  ny  ■+■  p, 

le  second  membre  sera  le  carré  d'une  fonction  entière 
de  X  et  de  Y,  déduite  de  la  précédente  par  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  x  et  de  y  en  fonction  de  X  et  de  Y. 

Donc  on  aura  pour  1  les  mêmes  valeurs  par  la  condition 
que  le  premier  membre  soit  le  carré  d'une  fonction  en- 
tière de  X  et  de  y,  et  par  la  condition  que  le  second  soit 
le  carré  d'une  fonction  entière  de  X  et  de  Y. 

Donc  les  équations 

(B  +  2Uos9  )^— 4(AH-5^)(C4- a)  =  o, 
(B' 4- 2Xcos9')^— 4  (A'+ >)(€'+).)  =o 

ont  les  mêmes  racines. 

Ordonnées  par  rapport  à  X,  ces  équations  deviennent 

4sin=9.À5  +  4(A-|-C  — B  cos9)/  +  4AC    —  B- =  o, 
4sin=9'.>=-l-4(A'H-C'-  R'cos9')>-f-  4a'C'~  6'-=:  o. 
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Il  en  résulte 

/  A-HC  — BoosÔ        A'H-C  — B'cosô' 


sin^9  sin^Ô' 

^  '  '  B'— 4AC       B'=— 4A'C' 


sin-e  sin'6' 

Elles  pourraient  s'établir  par  d'autres  considérations. 

II.   Les  théorèmes  d'Apollonius  découlent  immédiate- 
rnent  de  ces  formules. 
Soit 

a?        b- 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes. 
Soit 

ce  que  devient  l'équation  en  prenant  pour  nouveaux  axes 
coordonnés  des  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un 
angle  d. 


Nous  aurons 


et 


Donc 

et  par  suite 


4  ^       4 

a^b^        a''b''-sm'9 

ab  =a'  b'  sin6 
a-'^b'  —  a'--\-b'\ 


Cela  s'applique  à  Fliyperbole  par  le  changement  de  b- 
en  —  b'^  et  celui  de  b'^  en  —  /?'",  si  Taxe  des  x  est  dirigé 
suivant  l'axe  réel  de  la  courbe  et  l'axe  des  X  suivant  le 
diamètre  réel  considéré. 
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D'ailleurs,  dans  le  cas  de  Tellipse,  pour  que  a'^  et  b''^ 
soient  réels,  il  faut  avoir 

■îab  .  ^         ^a-  b' 


sin9>.— 


on      tang-  ô  ^ 


fl-  —  b- 


Tangle  aigu  de  deux  diamètres  conjugués  y  varie  donc 
depuis  un  angle  droit  jusqu'à  un  minimum. 

m.  Équation  qui  donne  les  longueurs  de  deux  dia- 
mètres conjugués  faisant  un  angle  0'. 
Soit 


(i) 


Ax''  -+-  Bxj  H-  Cy-  -4-  Dx-  -+-  Ej  +  F  =  o 


l'équalion  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  par  rapport 
à  des  axes  faisant  un  angle  0.  On  a  ainsi. 

B^  — 4AC>o, 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  centre,  l'équation  (i) 
deviendra 


(2] 


Ax^-hBxx-h  Cj^-h 


B'  —  4  AC 


L  désignant  l'expression 

AE^  —  BDE  -i-  CD=  +  F  (  B  —  4  AC  ] 


2A  B  D 
B  aC  E 
D        E     ■?.¥ 


Qu'on  passe  de  là  à  des  axes  coordonnés  dirigés  sui- 
vant deux  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  6',  l'équa- 
tion (2)  devenant 

A'x^  4-  c  y  -j —  —  " 


on  aura 


B'  — 4AC 

C  — BcosÔ  __A'  -hC 
sin=9  sin'0' 
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et 

B^  — 4AC_  — 4A^C' 

sin'9       ~     sin^Q' 

Si  II  et  V  sont  les  carrés  des  demi-diamètres,  positifs 
ou  négatifs  suivant  que  ces  diamètres  sont  réels  ou  ima- 
ginaires, u  et  t>  seront  déterminés  par  les  équations 


-^'"  +  S; Vt7;  =  0'       C'(^ -r 


d'où 


B^  — 4ac       '  B^  — 4ac 


^'  +  C'  =  -—^^—-^--^-^, 


I  ri . 


A'C 


B'  —  4AC  \u       V 
\?  I 


Donc 


;b2  — 4AC)'  liv 

4L'  I         B'— 4AC 


•(B='  — 4AC)=sin2ô'     uv  sin^G 

—  L  «  +  c  A  +  C  —  BcosÉ 


d'c 


(B^  — 4AC)  i^csin^ô'  sin'9 

—  4L2sin^9 

iiv  =^  -, 1 

(B-^  — 4AC)^sin2e' 

A-t-C  — BcosQ    ,^ 

^n —  •  4L. 


(B=  — 4AC)^ 


Ces  deux  résultats  impliquent  les  iliéorèmes  d'Apollo- 
nius. Les  quantités  u  et  p»  seront  les  racines  de  l'équa- 
tion 

A-|_C^_B^os9  4L'sin^Ô  _^ 

T  /'D2  f.    KC  \2 


(B^  — 4ACf  (B-  — 4ACj^sin^6' 

L'équation  conviendra  aux  longueurs  des  axes  si  5'= 
Elle  devient  alors 

A  +  C  — BcosÔ  ■iL'sin^Q     _ 

V-4L      (B=_4A^^,^.     ^~'(B^-4AC)'~''' 
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IV.  Étant  donnée  l'équation  d'une  hyperbole 

Ax-  +  Bxj -\-  Cj-  ■+■  D X -^  Ex  -4-  F=  o 

rapportée  à  des  axes  faisant  un   angle  0,  former  l'équa- 
tion de  la  courbe  par  rapport  aux  asymptotes. 

L'équation  devenant  par  le  transport  de  l'origine  au 
centre 

soit 

T. 
B'XY 


B=  — 4ac 

ce  qu'elle  devient  quand  les  asymptotes  sont  prises  pour 
axes  coordonnés. 

Si  G'  désigne  l'angle  que  font  les  derniers  axes,  nous 
aurons 

B'-         B-'  — 4AC 


B'  — 4AC 


et 


cos^G'  _  (A+  C  — Bcos9)= 
sin^O'  "~    (B'— 4AC)sia=9   ' 

(B^— 4AC)sin'9 
tang^  G'  =   ^  ^       ' 


(A-4-C—  BcosÔf 

(B^  — 4AC)sin^G 
(A-hC  -  BcosO)^  H-  (B'— 4AC)sin'6' 
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Donc 

j.,,^ (B--4AC)- 

(A  +C  — BcosG)'+  (B^  — 4AC)sin29' 


B' 

B=  — 4AC 

±  V^(A-f-C  — Bcos9)=4-(B'— 4AC)sin-'0 

cosô' 

AH-  C  — BcosG 

V^(A  +  C  —  BcosÔ)=  -[-  (B'^*  —  4aC)  sin'Ô 

\.   Soient 

kx-  +  B  .Ty  -\~  Cj^  H-  D  j:  -h  E  r  +  F  =  o. 
A'X-'-+-B'XY  -i-C'Y'+D'X  +  E'Y-+-  F' =  o 

deux  équations  qui  représentent  soil  la  même  ellipse, 
soit  la  même  hyperbole,  ou  bien  des  ellipses  ou  des  hy- 
perboles de  JTième  grandeur  mais  différant  par  la  situa- 
tion, la  première  par  rapport  à  des  axes  faisant  un 
angle  0,  la  seconde  par  rapport  à  d'autres  axes  quel- 
conques faisant  un  angle  6'. 

L'équation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  demi- 
axes  de  la  courbe  est,  dans  le  premier  système, 

et,  dans  le  second  système,  c'est 

A^  +  C  — B^cosO'  4L^'siD^6^       _ 

(a)    V^— 4L      ^^'2_^j^'c'y     ^      (B'^  — 4A'C')'       "' 

L'  étant  une  fonction  analogue  à  L,  savoir 

L'  =  A'  E'-'  —  B'  D'  E'  +  a  D'=  +  F'  (  B"  —  4  A'  C  ) . 
Les  deux  courbes  sont  égales,  si  elles  ont  les  mêmes 
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axes.  Les  conditions  d'égalité  sont  donc 

A-f-C  — Bcos9_       A'-f-C  — B'cosô' 

(B-'  — 4AC)^     ~~  (B'-  — 4A'C')=     ' 

L^sin^Q      L'=sin-G' 

(B^  — 4ac)^  ~(B'^  — 4a'c')'' 

ou,  sous  une  autre  forme, 

B=  — 4AC    __  L'sin^Ô  _    L' (A +  C  —  B  cosO)^ 

^  L'^sin-'G'        I/-(A'  +  C'  — B'cosQ')^ 

Il  est  à  remarquer  que  si  les  deux  équations  se  rap- 
portent à  la  même  origine  ainsi  qu'à  la  même  courbe, 
et  qu'on  ait  F  =  F',  on  aura 

A-4-C  — Bcos9       A'4- C  — B'cosô' 


avec 


sin=9  sin-9' 

B^  —  4  AC  _  R^'  — 4A'C' 
sin'9  siD-9'        ' 


par  suite, 


L  L'  L  V 

ou 


sm'9       sin-6'  B^— 4AC        B'^— 4A'C' 

VI.   Les  deux  équations 

A.r-  -H  Bxj  -f-  C  r-  +  D-c  -h  Ej  -H  F  =  G, 

A' X=  4- B'XY  ^  C  Y^  +  D'X  H- E' Y  4- F' =  G 

représentent  des  hyperboles  conjuguées,  si,  ayant 
B^  — 4AC>o,     B'=  — 4A'C'>o, 

les  deux  équations  (a)  et  (a'}  ont  leurs  racines  égales  et 
de  signes  contraires,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

A  H-  C  —  B  cos9  _   _  ,  ,  A'  +  C'  — B^cos9^ 

^     (B^-4AC)'     ~~  (B''  — 4A'C')=    ' 

L=sin'9      _       L"sin=9' 

(B=  — 4AC)'  "~  (B'2— 4A'C'P 
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OU  bien 

B^  —  4AC    _  L^  sin^^  __  T        L  (A  4- C  —  B  cos9)    ^ 
B^  4^X^  -  L'^^7'  ~  L      L'(AM-G'-B'cosG')J   ' 

VII.  Soient  des  paraboles  égales  données  par  les  deux 
équations 

A  a;2  +  B  a:j  +  G  j=  +  D  ^  4-  E j  +  F  =  o, 
A'  X'  +  B'  XY  +  C  Y^  +  D'  X  +  E'  Y  +  F'  =  o. 

En  considérant  la  parabole  comme  la  limite  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole,  la  dernière  forme  donnée  aux  équa- 
tions de  condition  du  §  V  conduit,  à  cause  des  égalités 

B^  — 4AC  =  o,     B'-  — 4a'C'  =  o, 

à  la  relation 

L^sin'O   _    A  +  C  — BcosQ 
^;I-T;,-a'+C'_B'cos6-'  . 

Cette  condition  peut  se  transformer. 
Nous  aurons  ici 

B^D^      (BD  — 2AE)= 
L  =  AE-  —  BDE  -+-  CD=  =  AE'  —  BDE  4- 


4a  4a 

en  supposant 


A^o. 


De  même, 


,       (B'D'  — 2A'E')= 


On  aurait  aussi 


(BE— 2CD)=  ^,_(B^E^  — aC^D^)' 

^- 4G  "'    ^-  4C 


(  '"'27  ) 


!.a  condition  d'égalité  devient  doue 


;RD  — 2AE)^    .   {       (B'D'-aA'E')'    .   {   , 


A^  A'^ 

_     A  -I-  C  —  B  cos  G 
~  A'  ^-C  — B'cosS'' 
ou  bien 

2.  1 

fBE  — 2CD)'    .    \^    (B'E'  — aC'D'')'    .   {  , 
■ ; —  sjn  '  ô  :  ; '—  sin'  ô' 

_    A-hC— BcosG 
~  A'  -+-G'  — B'cosS'' 

De  là  se  déduit  le  paramètre  d'une  parabole  donnée 
par  l'équation 

Ax-  -^  Bxy  -+-  Cj-  -+-  Dx  H-  Ej  -i-  F  =  o, 

relativement  à  un  diamètre  faisant  l'angle  9'   avec  les 

cordes  qui  lui  sont  conjuguées. 

Soit 

Y^  —  2//  X  =  o 

la  seconde  équation  de  la  parabole. 
Nous  aurons 


(BE-2CD)^    .    |„    ,,    ,,f  .  i   ,       A  +  C-Bcosô 
^ ; —  sm'  9:    4^-^   sin'ô'= » 

C 

d'où 

,,    ,,4  (BE—  2CD)'  sin^G 

(4;^  )'  =— -. T"' 

C'(A  +C  — BcosG)   sin'G' 

donc 

BE  —  2  CD  sin^G 

P  = 


sin^G' 


4[C'(A  +  C  — BcosO)J 
Si  Ton  désigne  par  2/7^,  et  par  2/;^,,  les  paramètres  re- 
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lalifs  à  des  diamètres  inclinés  des  angles  6'  et  6"  sur  leurs 
cordes,  on  aura  donc 

•     ,//  (BE— 2CD)sin^9 

p^^,sin^B'=p^„sm^-(j"=p^^  = ^ ^ j 

^       4[c^(A-|-C— BcosQ)]" 

_         (BD— 2AE)sin2  6i 


4[a'(A  +  C— Bcos9)j 
Que  Féquation  d'une  parabole  soit 


b 
ce  qui  donne,  pour  6=  -  et  6'  = 


'  -2  y  _è^      a' 


Ce  dernier  résultat  a  été  obtenu  plus  longuement  par 
Salmon  (p.  179,  §  2i3). 
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VIII.  A  quelles  conditions  les  équations 

(9)  A.r=ï  -4-  B.iy  +  C  V-  -^  D.r  +  Ej  -+-  F  =  o, 

(©')        A'X^  +  B'XY  +  C'Y'—  D'XH-E'Y-!-F'  =  o 

donnent-elles  des  ellipses  ou  des  hyperboles  semblables .' 

Considérons    les   équations   correspondantes   relatives 


aux  axes 


4L  4L-sin'ô 

V--,„„^!^:,.„.(A'+C--B-cos.-)V--^'^:^^ 


;b'=— 4A'c'j=^  '       iB'-— 4a'c')^ 

Les  racines  de  la  première  étant  u  et  t',  celles  de  la  se- 
conde u'  et  v',  les  deux  courbes  sont  semblables,  si  Ton  a 

î^  =  :i  =  K, 


le  rapport  de  similitude  \fK  pouvant  être  réel  ou  imagi- 
naire. 
De  là, 

«'  =  ttK,     <'  =  c.K, 

c'est-à-dire  pour  la  seconde  équation 
V  =  VK, 


d'où 


4L''sin-9' 


(B'=— 4A'C')5~^' 
ou  bien 

4L'         (A'+C— B'cos9')  4L'-sin^9'       _ 

^■~(B"— 4a'C')=  K  *    ~R'(B'^  — 4A'C')'~°' 

Ann.  de  Mathcniat.,  i'  série,  t.  III.  (  Décembre  J864.1  34 
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En  conséquence,  on  a  pour  équations  de  condition 

L(A  +  C—  Bcos^)        L'(A'-hC'—  B'cosô') 


et 


d\ 


el 


(B^  — 4ac)=  (b'^  — 4a'C')^k 

L-sin^Q       __  L'-sin^O' 

(B=  — 4AC)^  ~  K-(B'^  — 4A'C')'  '■ 


.  _  L'    '  B^  — 4AC  \- A'4-C  — B'cos6' 
"^^  ^  r  U'=~4A'C'j     A-J-C  — Bcose 


/  L'Y  /  sinO'\-'  /    B=  —  4AC  '^ 


L  j     \  sinô  j    \&''—  4A'C'; 
Donc  on  a 

/A'h-C— B'cosô'X"       B'^— 4A'C'  /sinô" 


sinô'Y 
sinô  / 


A-f-C  — BcosO   /  B^— 4AC     \ 

Pour  que  le  rapport  de  similitude  soit  réel,  il  faut  d'ail- 
leurs que  Ton  ait 

L'   A'-f-  C—  B'cosô' 

ÏT  "Â  H-C  — BcosO         *^' ' 

IX.  Si  Téquation 

kx-  H-  B.rr  +  Cj-  -+-  Ux  +  E  r  H-  F  =i-  o, 

rapportée  à  des  axes  coordonnés  faisant  l'angle  ô,  repré- 
sente une  ellipse  dont  a  el  b  seront  les  demi-axes,  l'aire 
de  l'ellipse  sera 


i^L-^sin^G  2  7rLsin9 


(4AC  —  B^^' 
Signalons  encore  pour  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
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rapportée  en  coordonnées  rectangulaires  à  deux  systèmes 
d'axes  dont  l'origine  commune   est  sur  le  centre,  ayant 
ainsi  les  équations 

Ax-  -+-  B.rj  -I-  Cj  2  +  F  =  o, 

A'X'  -f-  B'XY  +  C  y-^  4-  F  =  o, 

les  deux  relations 

A  ^C  =  A'-^C, 

B'— 4AC:=rB'-  — 4A'C'. 

La  première  revient,  si  ret  r'  sont  deux  rayons  à  angle 
droit,  R  et  R'  deux  autres  rayons  analogues,  à  la  formule 

I  I  I  I 

J'ai  fait  voir  d'ailleurs,  par  un  article  inséré  déjà 
dans  les  -^/znaZe.v,  comment  deux  formules  signalées  par 
M.  l'abbé  Aoust  et  par  M.  Faure  se  rattachent  à  nos  deux 
formules  du  n°  I.  On  en  déduit,  dans  le  cas  de  trois 
rayons  rectangulaires. 


et 


3 

{î^.^j) 

= 

I 

-4- 

I 

1 

1 

\                lO 

1 

-y- 

= 

rV 

'^r' 

I 

+ 

I 

r 

ly^  ?>cf-b 

rlr 

i^Fin  de  La  première  partie.  ) 


34. 
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NOTE  SIR  LES  SIRFACES  DIJ  SECOND  DEGRÉ 
ET  SOLliTION  RE  LA  OLESTION  700; 

Par  m.   a.   PICART, 

Professeur  au  lycée  Charlemagne. 


La  proposition  énoncée  sous  le  n"  700  dans  la  livrai- 
son de  mars,  savoir  : 

La  surface,  lieu  des  sections  circulaires  diamétrales 
des  ellipsoïdes  appartenant  à  un  système  liomofocal, 
coupe  les  ellipsoïdes  orthogonalement  (Strebor)  ,  est 
une  conséquence  immédiate  de  quelques  propriétés  bien 
connues  des  surfaces  du  second  degré. 

1*^  Le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  en 
un  point  d'une  surface  du  second  degré  (à  centre)  est 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente, 
divisé  par  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  ce 

point  :  r  ■=  — • 

En  effet;,  soit  ds  le  rayon  vecteur  de  l'indicatrice  qui 
correspond  à  la  section  normale  menée  par  un  point  M, 
et  A"  la  distance  du  plan  de  l'indicatrice  au  plan  tangent 
en  ce  point;  le  rayon  de  courbure  /"  de  la  seclion  est  égal 

à  -^.  Désignons  par  E  le  demi-diamèlre  qui  aboutit  au 

point  M,  par  h  la  portion  de  ce  diamètre  comprise  entre 
M  et  le  plan  de  l'indicatrice,  et  par  6  l'angle  qu'il  forme 
avec  la  normale  en  M;  on  a,  d'une  part, 


d'autre  part, 


/>■  = 

h 

ces  5, 

2  h 

ds"- 

E 

— 

w' 
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Portant  ces  vali-urs  de  A  et  ds-  dans  l'expression  de  r,  on 
obtient 

D- 


Eoos9 


Corollaire.  —  Le  long  d'une  section  circulaire.,  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale  est  en  raison 
inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent. 

On  peut  remarquer  encore,  eu  passant,  une  consé- 
quence importante  de  la  formule  (i),  savoir  : 

Les  sections  circulaires  en  chaque  point  sont  égale- 
ment inclinées  sur  les  lignes  de  courbure  qui  passent 
par  ce  point  ^  puisque  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales,  dirigées  suivant  les  deux  sections  circulaires, 
sont  égaux,  en  vertu  de  la  formule  (i). 

2**  La  distance^  en  un  points  d'une  surface  du  second 
degré  à  la  surface  honiofocale  infiniment  voisine,  est  en 
raison  ins^erse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 
en  ce  point. 

Désignons,  suivant  Tusage,  par  p-,  p'^  —  ^-,  p*  —  c", 
les  carrés  des  demi-axes  de  la  surface;  par  a,  l'B,  y  les 
angles  que  forme  avec  les  axes  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  sur  le  plan  tangent  en  un  point  de  cette 
surface.  On  a 

P^  =  pH-os'a  +  [f  —  b')co<,'^p  -+-  (p'  —  c')  cos-/ 
ou 

P^  =  P'  —  ^^'  ^"^^  P  —  <-'"  cos'-'y. 

Si  Ton  passe  à  la  surface  honiofocale  infiniment  voi- 
sine, en  laissant  constants  |i,  y,  la  variation  de  P  sera  la 
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distance  du  chercliée.  Ou  a  donc 

^      '  P 

3"  Le  long  d'une  section  circulaire,  le  cosinus  de 
r angle  $,  que  fonne  la  normale  en  un  point,  avec  le  rayon 
du  cercle  qui  aboutit  à  ce  point,  est  égal  au  quotient  du 
rayon  de  ce  cercle  par  le  rayon  de  courbure  de  la  section 

P 
nonnale    correspondante  :    cosô=:--    (Théorème    de 

Meusnier.) 

Cela  posé,  revenons  à  la  question  qui  fait  l'objet  de 
cette  Note. 

Que  l'on  mène  les  normales  à  la  surface  le  long  des 
sections  circulaires  diamétrales,  et  c[u"on  les  prolonge  ex- 
térieurement jusqu'à  la  surface  homofocale  infiniment 
voisine,  les  extrémités  de  ces  normales  sont  à  une  dis- 
tance du  centre  égale  à 

0(1  0 

«    ■    ^    "^   cosô 


ou 


ou 


"+  p 


p 

prfp   R 


ou  enfin 


odp   RP 
T~    R^ 


Xi  >■ 


Cette  dislance  est  constante;  tous  ces  points  sont  donc 
sur  une  sphère  concentrique  à  la  surface,  et,  par  suite, 
ils  appartiennent  aux  sections  circulaires  diamétrales  de 
la  surface  homofocale  infiniment  voisine. 

(")  Ce  que  nous  appelons  K  ici  est  le  demi-axe  moyen  de  la  surface. 
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Cette  concliisioii  rent'enne  la  proposition  énoncée. 

Mote.  —  MM.  Coiirtin  et  Godart,  Angiboust,  élèves  de  Sainte-Barbe; 
Lacauchie,  élève  du  lycée  de  Strasbourg,  et  de  I\Iarsilly,  nous  ont  adressé 
des  vérifications  analytiques  du  théorème  de  M.  Strebor. 


81 R  m  THÉORÈME  M  .11.  FAIRE; 

Par   m.   J.    MENTION. 


Avant  de  déduire  ce  ihéorènie  d'une  remarque  très- 
simple,  j'apporterai  à  un  énoncé  trop  général  une  restric- 
tion qui  ne  change  rien  aux  conséquences  cjue  j'en  ai  tirées 
dans  diverses  circonstances.  Si  l'on  admet  le  cercle  con- 
jugué imagmaire  par  rapport  à  un  triangle  acutangle,  on 
peut  dire  que  les  quatre  cercles  conjugués  relatifs  aux 
triangles  d'un  cjuadrilatère  ont  toujours  le  même  axe  ra- 
dical. Mais  pour  le  cercle  des  hauteurs,  ou  le  cercle  qui 
a  son  centre  au  point  de  rencontre  des  liauteurs  et  un 
rayon  moyen  proportionnel  entre  les  segments  dans  les- 
quels chaque  hauteur  est  divisée,  c'est  différent. 

Il  n'est  pas  toujours  exact  de  dire  que  les  quatre  cercles 
de  hauteurs  d'un  quadrilatèie  aient  pour  axe  radical  la 
ligne  des  milieux  de  ses  diagonales.  Tous  les  points  de 
rencontre  des  hauteurs  ont,  eflectivemenl,  la  même  puis- 
sanceen  vâléur-ajjsolue  par  rapport  aux  cercles  décrits  sur 
les  diagonales  coinine  diamètres  :  mais  il  arrivera  souvent 
que  deux  de  ces  puissances  seront  négatives.  La  médiane 
sera  alors  Taxe  radical  de  deux  seulement  des  cercles  de 
hauteurs  et  aussi  du  cercle  circonscrit  au  triangle  dia- 
gonal. 

Théokème.  —  La  puissance  du  centre  d'une  conique, 
l'ur  riipfiort  au  ccrcie  circonscrit  à  un  trinri^lc  conjugue . 
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est    égaie   à  la   somme  algébrique   des    carrés   de  ses 
derrd-axes  [Nouvelles  annales,  t.  XXI,  p.  16). 

Démonstration.  —  La  puissance  décentre,  par  rapport 
au  cercle  des  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  une  co- 
nique, est  égale  à  la  somme  algébrique  des  carrés  des 
demi-axes  (*).  Or,  un  triangle  conjugué  est  toujours  le 
triangle  diagonal  d'un  quadrilatère  circonscrit,  pour  le- 
quel deux  au  moins  de  quatre  cercles  des  hauteurs  ont  le 
même  axe  radical  avec  celui  qui  est  circonscrit  au  triangle 
diagonal.... 

Parabole.  —  Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  conjugué  est  un  point  de  la  directrice.  Cela  se 
voit  comme  plus  haut,  ou  autrement,  puisque  ce  centre 
est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  ayant 
pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  premier*,  et  le 
nouveau  triangle  est  circonscrit  à  la  parabole. 


SUR  LES  SURFACES  AMLLAGMATIQIJES 
DU   QUATRIÈME  ORDRE; 

Par  m.    moutard. 


La  ligne  d'intersection  de  chaque  surface  directrice  et 
de  la  sphère  principale  correspondante  est  une  ligne 
focale  de  la  surface  anallagmatique. 

Cette  ligne,  en  effet,  peut  être  considérée  comme  le  lieu 

(")   Voir  les  Nouvelles  Annales,  t.  VIII,  p.  4^3,  et  t.  IX.,  p.  5. 

(**)  Cette  Note  a  été  présentée  à  la  Société  Philomatliique  le  3û  juillet 
1864  ;  elle  fait  suite  à  l'article  inséré  dans  ce  volume  (p.  3o6). 

Ce  premier  article,  que  nous  avions  extrait  du  journal  l'Institut,  a  été 
présenté  à  la  Société  IMiiloniathique  le  i/(  mai  i864- 
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des  centres  des  sphères,  de  rayon  nul,  doublement  tan- 
gentes à  la  surface;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme 
une  ligne  double  de  la  développable  circonscrite  à  l'anal- 
lagmatique  et  au  cercle  de  l'infini. 

Lorsqvie  deux  surfaces  anallagmatiques  ont  en  commun 
une  ligne  focale,  elles  ont  les  cinq  mèm(;s  pôles  princi- 
paux et  les  cinq  mêmes  lignes  focales;  elles  sont  dites  ho- 
mofocales. 

Deux  surfaces  anallagmatiques  du  quatrième  ordre  lio- 
mofocales  se  coupent  partout  à  angle  droit;  leur  ligne 
d'intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  chacune  des 
surfaces. 

Par  tout  point  de  l'espace  il  est  possible  de  faire  passer 
trois  surfaces  anallagmatiques  du  quatrième  ordre  ayant 
une  ligne  focale  donnée.  Pour  en  obtenir  les  directrices, 
il  suffit  de  construire  les  trois  surfaces  du  second  ordre, 
qui  contiennent  la  ligne  focale  et  sont  tangentes  au  plan, 
lieu  des  points  de  même  puissance  par  rapport  à  la  sphère 
principale  et  au  point  donné. 

De  tout  cela  il  résulte  que  les  anallagmatiques  homo- 
focales  du  quatrième  ordre  forment  un  système  triple- 
ment orthogonal. 

II  n. 

Parmi  les  cinq  surfaces  directrices  homofocales  d'une 
surface  anallagma tique  donnée  du  quatrième  ordre,  il  y 
a  toujours  un  hypcrboloïde  à  une  nappe,  il  peut  y  en 
avoir  trois. 

Considérons  le  quadrilatère  formé  par  quatre  généra- 
trices rectilignes  de  l'un  de  ces  hyperboloïdes  et  les  sphères 
doublement  tangentes  à  l'anallagmatique  ayant  leurs  cen- 
tres aux  sommets  de  ce  quadrilatère.  La  surface  anallagma- 

(■";  Ce  qui  suit  a  élc  présenté  à  la  Société  Philomathiqiie  dans  la  séance 
ilu  G  août  i8G/|.  Nous  l'avons  extrait  du  journal  l'Instiiut. 
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tique  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  dont 
le  produit  des  puissances  par  rapport  à  deux  sphères  oppo- 
sées (dont  les  centres  sont  deux  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère dont  il  vient  d'être  question)  est  dans  un  rapport 
constant,  positif  ou  négatif,  avec  le  produit  des  puissances 
par  rapport  aux  deux  autres  sphères  (*). 

Ce  rapport  constant  est  égal  à  celui  des  segments  déter- 
minés par  le  centre  de  la  surface  directrice  sur  la  droite 
qui  joint  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère.  La 
sphère  principale  n'est  autre,  du  reste,  que  la  sphère  or- 
thogonale aux  quatre  sphères  données. 

En  particularisant  le  quadrilatère,  on  arrive  à  diveises 
définitions  de  l'anallagmatique  parmi  lesquelles  nous  cite- 
rons celle-ci  : 

Une  anallagmalique  du  quatrième  ordre  peut,  en  géné- 
ral, être  définie  de  dix  manières  ditlérentes  comme  le 
lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux  points 
fixes  est  dans  un  lapport  constant  avec  le  produit  des  dis- 
tances à  deux  plans  fixes. 

L'anallagmatique  la  plus  générale  ne  peut  pas  être  dé- 
finie comme  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances 
à  deux  points  fixes  est  dans  un  rapport  constant  avec  le 
produit  des  distances  à  deux  autres  points  fixes. 

Pour  qu'une  anallagmalique  soit  susceptible  d'une  pa- 
reille définition,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  inscrire 
dans  la  ligne  focale  un  quadrilatèie  formé  par  quatre  gé- 
nératrices rectilignes  de  la  surface  directrice.  Lorsqu'il 
existe  un  pareil  quadrilatère,  il  en  cNiistc  une  infinité 
d'autres. 

On  rencontre  ainsi  un  théorème  indépendant  des  anal- 
lagmatiques,  tout  à  fait  analogue  au  célèbre  théorème  de 


C)   Voir,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Malhcnialiques,  avril  iS6/|,  p.  167, 
une  définition  analof^iu'  du  tore  donnée  par  M.  Haiboiix. 
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M.  Poncelet  sur  les  polygones  simultanément  inscrits  et 
circonscrits  à  deux  coniques:  dans  la  courbe  d  intersection 
d'un  liyperboloïde  et  d'une  autre  surface  du  deuxième 
ordre,  il  est,  en  général,  impossible  d'inscrire  un  poly- 
gone d'un  nombre  pair  donné  de  côtés  formé  par  des  gé- 
nératrices rectiligiies  de  l'hyperboloïde^  mais  lorsqu'on 
pourra  eu  trouver  un,  il  en  existera  une  infinité  d'autres. 
Ce  théorème  se  déduit  de  celui  de  M.  Poncelet  par  une 
simple  perspective. 


SllR   L'INTERSECTION   DE   «EUX   CONES; 

Par  m.  Ch.  DE  TRE?sQUELLÉON, 

Élève  de  l'Ecole  Normale. 


THÉORi;ME  I.  —  L'intersection  de  deux  cônes  circu- 
laires droits^  dont  le  second  a  son  sommet  dans  le  plan 
de  la  base  du  prender,  son  axe  parallèle  à  celui  du  pre- 
mier et  la  même  hauteur  que  le  premier,  se  projette  sur 
le  plan  de  la  base  saillant  un  ovale  de  Descartes. 

Considérons,  en  effet,  un  point  M  de  cette  intersec- 
tion ;  par  ce  point  menons  un  plan  parallèle  aux  plans 
des  bases.  Si  l'on  désigne  par  ret  r'  les  rayons  des  deux 
parallèles,  par  R  et  R'  les  rayons  des  deux  bases,  par  h  la 
distance  du  sommet  A  du  premier  cône  au  parallèle  et 
par  H  la  hauteur  commune  des  deux  cônes,  il  viendra 

/•         h        /•'         H  —  /' 


R        H        R'  H 

en  ajoutant,  il  vient 


R-'-F 
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la  projection   est  donc  un   ovale  de   Descartes    dont  les 
foyers  sont  le  centre  de  la  base  du  premier  cône  et  le 
sommet  du  second. 

En  employant  une  méthode  analogue  à  celle  que  nous 
venons  d'indiquer  pour  prouver  le  théorème  I,  on  éta- 
blira la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  L'intersection  de  deux  cônes  circu- 
laires droits,  dont  les  hases  sont  dans  le  même  plan  et 
dont  les  hauteurs  sont  différentes,  se  projette  sur  le  plan 
des  bases  suii^'ant  un  ovale  de  Descartes. 

Théorème  III.  —  L' enveloppe  d'une  série  d'ovales  de 
Descartes,  dont  l'un  des  foyers  A  reste  fixe  et  dont 
l'autre  se  meut  suivant  une  ligne  droite  MN  (  les  autres 
paramètres  de  V équation  de  la  courbe  restant  constants), 
se  compose  de  deux  coniques. 

D'après  le  tliéorème  I,  lenveloppe  cherchée  sera  la 
projection  sur  le  plan  MKA  de  l'intersection  d'un  cône 
circulaire  droit  C,  dont  la  base  a  pour  centre  le  point  A 
et  un  rayon  convenablement  choisi,  avec  l'enveloppe 
d'une  série  de  cônes  circulaires  droits  Cj,  ayant  pour 
sommets  les  différents  points  de  la  ligne  MJ\,  des  axes 
parallèles  à  celui  du  cône  C  et  un  angle  au  sommet  déter- 
miné. L'enveloppe  des  cônes  Ci  se  composant  de  deux 
plans  passant  par  la  ligne  MN  et  inclinés  sur  le  plan  MNA 
d'un  angle  complémentaire  de  celui  des  cônes  Cj,  l'enve- 
loppe cherchée  se  compose  à  son  tour  de  deux  coniques. 

Théorème  IV.  —  L'enveloppe  dune  série  d ovules  de 
Descartes,  dont  l'un  des  foyers  Kreste fixe  et  dont  V  autre 
se  meut  suivant  un  cercle  O  [les  autres  paramètres  de 
Véquation  de  la  courbe  restant  conslants),  se  compose 
de  deux  ovales  de  Descartes  ayant  ponrfoy  ers  les  points 
Cet  A. 
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Le  lliéorème  I  nous  montre  que  l'euveloppe  eherchée 
est  la  projection  sur  le  plan  du  cercle  O  de  l'intersection 
d'un  cône  circulaii^e  droit  C,  dont  la  base  a  pour  centre 
le  point  2^  et  un  rayon  déterminé,  avec  l'enveloppe  d'une 
série  de  cônes  circulaires  droits  C,,  ayant  pour  sommets 
les  différents  points  du  cercle  O,  des  axes  parallèles  à 
celui  du  cône  C  et  un  angle  au  sommet  déterminé.  Or, 
l'enveloppe  des  cônes  Cj  se  compose  évidemment  de  deux 
cônes  symétriques  par  rapport  au  plan  du  cercle  O,  avant 
pour  base  commune  le  cercle  O  et  pour  angle  au  sommet 
l'angle  des  cônes  Cj.  L'enveloppe  des  ovales  de  Descartes 
satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  se  compose  donc 
de  deux  ovales  de  Descartes  ayant  pour  foyers  les  points 
OetA. 


SOLUTIONS  GÉOMÈTUiQlES  DE  QUESTIONS 
TUAITÉES  ANALYTIQUEMENT  DANS  LES  NOl\ELLES  ANNALES^ 

Par  m.   a.  DE  P., 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquant). 


Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  circon- 
scrites à  un  triangle  est  le  cercle  dit  des  neuf  points  de 
ce  triangle. 

Toute  hjperbole  équilalère  circonscrite  à  un  triangle 
passe  par  le  point  de  concours  des  trois  hauteurs. 

Remarque  préliminaire.  —  Dans  tout  triangle,  les  mi- 
lieux des  trois  côtés,  les  pieds  des  trois  hauteurs,  les 
milieux  des  droites  qui  joignent  le  point  de  concours 
des  trois  hauteurs  aux  sommets  sont  sur  une  même  cir- 
conférence de  cercle.  De  plus,  si,  ABC  étant  le  triangle, 
a  le  pied  de  la  hauteur  abaissée  de  A  sur  BC.  a  le  milieu 
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de  B(^  c;t  a"  le  milieu  de  AP,  P  étant  \v  point  de  concours 

FiG    I. 

A 


des  hauteurs,  ou  prend  un  point  O  sur  le  cercle  des  neuf 
points,  l'angle  a"Oa  est  droit,  car  aa"  est  un  diamètre, 
l'angle  a" a! a  étant  droit. 

Soient  A,  B,  C  trois  points  d'une  hyperbole  équilatère 
dont  Ox  et  0/  sont  les  asymptotes  5  soit  a  le  milieu 
de  BC,  c  le  milieu  de  AB.  L'angle  cOa  est  égal  à  l'angle 
ABC.  En  effet,  d'après  une  propriété  connue  de  1  hyper- 

FlG.    2. 


bole  équilatère,  l'angle  que  l'asymptote  Ox  fait  avec  AB 
est  égal  à  l'angle  que  la  même  asymptote  fait  avec  Oc. 
diamètre  conjugué  de  AB.  De  même,  l'angle  que  Oar  fait 
avec  BC  est  égal  à  l'angle  aOx.  L'angle  en  B  étant  égal  à 
la  souime  de  ces  deux  angles,    l'angle  ABC  est  par  suite 
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égal   à    cOn  :    ihéorème  que   l'on    peut  énoncer  ainsi  : 

L" angle  que  font  entre  elles  deux  directions  est  égal 
à  l'angle  que  font  entre  eux  les  diamètres  conjugués  de 
ces  directions. 

Joignons  c  et  b  ainsi  que  b  ei  a  :  l'angle  cba  =  T). 
Donc  les  quatre  jioints  «,  O,  b,  c  sont  sur  une  même 
circonférence  de  cercle  qui  est  précisément  le  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  ABC. 

Soit  P  le  point  de  concours  des  hauteurs  :  la  droite  AP 
est  perpendiculaire  sur  BC,  le  diamètre  conjugué  de  AP 
est  donc  perpendiculaire  sur  Oa.  Soit  a"  le  milieu 
de  AP.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  l'angle  a"Oa  est 
droit:  donc  a"  est  un  point  du  diamètre  conjugué  de  AP; 
donc  P  appartient  à  l'hyperbole,  puisque  A  est  située  sur 
cette  courbe. 

Réciproquement,  si  une  hyperbole,  passant  par  les  trois 
sommets  d'un  triangle,  passe  par  le  point  de  concours  des 
hauteurs,  cette  hyperbole  est  équilatère.  En  effet,  prenons 
un  cinquième  point  sur  l'hyperbole  proposée  différant 
des  quatre  premiers.  Par  les  trois  points,  sommets  du 
triangle,  et  ce  dernier  point,  ou  peut  toujours  faire  passer 
une  hyperbole  équilatère  qui  passe  aussi  par  le  point  de 
concours  des  hauteurs;  donc  les  deux  coniques  ont  cinq 
points  communs,  elles  se  confondent;  la  première  est 
donc  équilatère. 

Enoncé.  —  Les  bissectrices  des  angles  que  les  rajons 
vecteurs  dan  point  quelconque  de  V  ellipse  font  avec 
le  grand  axe  se  coupent  sur  la  tangente  à  l'un  des  som- 
mets situés  sur  le  grand  axe. 

Le  point  de  rencontre  est  sur  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  considéré. 

Démonstration.  — Soient  F  et  F'  les  deux  foyers,  A  et  A' 
les  deux  sommets  situés  sur  le  grand  axe,  M  et  M'  un 
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poiut  situé  sur  l'ellips»'.  Menons  la  tangente  en  M.  Soit  P 
son  point  de  rencontre  avec  la  tangente  en  A.  Joignons 

FiG.  3. 


FM,  FP,  F'M,  F'P  et  FF'A  :  la  droite  F'P  est  bissec- 
trice de  l'angle  MF'A,  car  on  sait  que  l'angle  sous  le- 
quel une  corde  est  vue  d'un  foyer  a  pour  bissectrice  la 
droite  qui  va  du  foyer  au  pôle  de  la  corde.  De  même,  la 
droite  FP  est  bissectrice  de  l'angle  A'FM. 

Les  théorèmes  se  trouvent  donc  démontrés.  La  même 
démonstration  s'applique  à  l'hyperbole  et  toutes  les  con- 
séquences s'en  déduisent  très-simplement  (*). 


CORRESPONDAIVCE. 


Extrait  de  diverses  lettres  de  M.  Catalan.  —  i.   Si 

l'équation  d'une  courbe  est  mise  sous  la  forme  u  =  -, 

les  points  d'inflexion  de  cette  ligne  sont  déterminés  par 
l'équation 

a)(  w)  -h  tp"(w)  =  O. 

2.   Si   le  premier    membre    d'une  équation    est    une 
somme  de  deux  carrés  P"  -h  Q",  on  peut,  de  deux  infini- 


C*)   Voir  page  iii.  MM.  Toubins,  Douradou  et  Picquet  nous  ont  aussi 
adressé  des  démonstrations  très-simples  de  ce  théorème. 
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lés  de  manières,  le  tiansformer  en  une  autre  somme  de 
deux  carrés,  au  moveii  des  formules 

P'  =  Pcosa  —  Qsina,      P"  =  P  cosa  +  Qsina, 
Q'=  P  sina  -f-  Qcosa,       Q"  =  Psina  —  Qcosa. 

3.  De  là  résulte  que   Téqualion  de  Ihyperboloïde  à 
une  nappe  étant  mise  sous  la  forme 

.r^  y  -         z' 

-  +  TT  =   -,  -H  ' , 
a-         b-  c^ 

les  génératrices  sont  représentées  par 

X  z  .  X  z 

—  =  -cosa  —  sma,  -  =  -  cosx -+- sma, 

a        c  a        c 

y        z    .  Y        z    . 

=  - sma -h  cosa,        ^  =  -sina — cosa. 


/;  c  '  '        b 


c 


4.  Les  normales  à  une  surface  du  second  ordre,  menées 
par  les  différents  points  d'une  section  parallèle  à  un  plan 
principal,  rencontrent  deux  droites  fixes. 

5.  Sur  la  déconiposilion  clesjractions  rationnelles.  — 
La  méthode  proposée  par  M.  Realis  se  trouve  dans  mon 
Manuel  des  Candidats  (t.  I,  p.  242)-  Contrairement  à 
l'opinion  do  votre  savant  collaborateur,  je  dis,  à  l'endroit 
cité  :  «  Malheureusement,  le  calcul  des  dérivées  de  la 
fraction...  est  presque  toujours  fort  compliqué.  » 

Du  reste,  cette  méthode,  d'une  simplicité  plus  appa- 
rente que  réelle,  est  loin  d'être  nouvelle  :  je  l'ai  inventée 
(après  Euler!)  étant  élève  à  l'École  Polytechnique;  elle 
me  valut,  à  cette  époque,  un  curieux  autographe  de 
Poisson. 

6.  Méthode  de  Schwab. —  En  lisant,  dans  le  numéro 
de  juillet,  la  ]Note  de  M.  M.,  j'avais  bien  reconnu  que 
l'auteur  a  fait,  sans  le  vouloir,  une  nouvelle  édition  de 

Ann.  de  Machêiiiat.,  ■2''  série,  t.  111.  (Décenil)re  i86/(.)  35 
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l'intéressanl   article   publié    aiilrofois   par    M.    Armand 
Farcy  [Nom'ellcs  Annales,  t.  III,  p.  582). 

A  propos  de  S<liwab,  j'ajouterai  un  détail  curieux,  et 
probablement  peu  connu.  La  lemarquable  et  élégante 
méthode  des  isopêr'uiieires  est  due  à  Descartes.  Dans  un 
Mémoire  d'Euler,  que  j'ai  lu  il  y  a  environ  vingt-cinq  ans, 
le  grand  géomètre,  après  avoir  exposé  cette  méthode, 
ajoute  à  peu  près  ceci  :  «  La  démonstration  que  je  viens 
de  faire  connaître  a  été  donnée  par  M.  Descartes-,  depuis 
la  mort  de  ce  philosophe,  elle  a  été  oubliée-,  c'est  pour 
qu'elle  ne  le  soit  plus  que  )e  l'expose  de  nouveau.  -•> 

7.  Division  d'un  poîjnônie  entier,  etc.  (p.  4^7)-  — 
La  question  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  sui- 
vant : 

Soit  f[x)  =  (.r  —  a)  [x  —  h)...[x  —  /),  et  soit  F(ar) 
un  polynôme  entier;  le  reste  de  la  division  de  F  (x)  par 
f{x)  est 


A^)  [^ 


Y[a)  F(/) 


.r:-a)f'[a)  '        (x-/)/'(/) 

Démonstration  intuitive,  comme  disait  l'excellent  et 
savant  Terquem  (*). 

M.  Fortunaio  P adula,  de  Naples.  —  On  trouve 
dans  le  tome  XII  des  Nouvelles  Annales  le  théorème 
suivant  dû  à  M.  Steiner  :  a  Par  le  point  p  et  les  som- 
mets A,  13,  C  d'un  triangle  on  mène  trois  droites  qui  ren- 
contrent respectivement  les  côtés  en  «j,  /jj,  c,  :  si  l'on  a 
Ap.^p.Cp  =  ai p.bip.Cip,  le  lieu  des  points  p  est  une 
ellipse  circonscrite  au  triangle  et  ayant  pour  ceniie  le 
centre  de  gravité  du  triangle.  »  Cet  énoncé  est  incomplet, 


(*)  Il  suffit  de  démontrer  que  cette  expression,  évidemment  de  degré 
inlérienr  à  y(^),  devient /(«),  ^/"(Z'),.  .  .,y(/),  lorsqu'on  fait.r  =  a, 
x  =  b,.  ..,  x=l.  l\ 
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à  moins  que  l'on  n'ajoute  que  les  segments /;A,  pn^  ^B, 
pb^  etc.,  sont  tous  de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 
Si  Ton  n'apporte  aucune  restriction  à  l'hypothèse,  le  lieu 
comprend,  outre  l'ellipse  signalée,  une  courbe  du  troi- 
sième ordre,  qui  passe  également  par  les  points  A,  B,  C. 
Je  crois  cette  remarque  de  quelque  intérêt,  soit  pour  faire 
connaître  une  propriété  analogue  d'une  conique  et  d'une 
courbe  du  troisième  ordre,  soit  pour  faire  ressentir  la  né- 
cessité de  l'usage  des  signes  introduits  par  M.  Chasles 
dans  la  Géométrie.  {Extrait  d'une  lettre  adressée  à 
M.  Terquem  en  i854.) 

M.  Bellai^itis ,  de  Padoue.  —  En  vous  signalant  la 
méthode  indiquée  (p.  121)  pour  résoudre  les  équations 
du  quatrième  degré,  je  n'ai  pas  prétendu  m'en  attribuer 
l'invention.  Je  voulais  seulement  dire  que  je  la  regardais 
comme  la  plus  commode  de  celles  que  l'on  peut  em- 
ployer; mais  je  dois  reconnaître  que  c'est  une  des  plus 
anciennes  dont  on  se  soit  servi. 


RiOGRAPlIIE. 


AnoLPHE   GUIBERT  (*). 

«  Connaître  Giibert,  c'était  l'estimer  et  l'aimer.  » 
C'est  ainsi  que  l'un  des  anciens  élèves  de  l'Ecole  de  So- 
rèze  caractérisait,  dans  un  dernier  adieu,  l'homme  de 
bien,  le  savant  modeste,  à  la  ménioire  duquel  nous  ve- 
nons consacrer  un  pieux  souvenir. 

L'Ecole  de  Sorèze,  un  peu  militaire,  surtout  à  l'époque 


(*)  Morl  à  l'iigc  de  soix.anle-huit  ;ins,  le  3o  mai  iS()'|. 
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oùGuiberl  y  est  entré,  fournissait  à  l'Ecole  Polytechnique 
un  large  contingent  de  sujets  distingués.  Ses  aptitudes 
spéciales  Tavaient  dirigé  vers  les  sciences  mathématiques  5 
il  était  élève  de  l'Ecole  Polytechnique  en  1814  et  181 5, 
et  à  cette  dernière  date  il  défendait  Paris  au  milieu  des 
artilleurs  parisiens. 

Militaire  d'un  jour,  d'un  jour  patriotique,  il  ne  voulut 
pas  continuer  à  l'être,  et  il  entra  dans  la  carrière  de  l'en- 
seignement mathématique.  II  fut  l'un  des  fondateurs  de 
l'Association  Polytechnique,  dont  le  but  était  de  popula- 
liser  la  science.  Il  mérita  plus  tard  d'être  admis,  par  voie 
de  concours,  comme  répétiteur  à  l'Ecole  où  il  avait  reçu 
l'enseignement. 

Professeur  de  Mathématiques  élémentaires  au  collège 
Louis-le-Grand,  il  se  distingua  par  la  précision  et  la 
clarté  de  son  enseignement;  l'un  des  premiers  il  apporta 
quelques  heureuses  modifications  à  la  Géométrie  de  Le- 
gendre.  Ses  nombreux  succès  le  désignèrent  comme  suc- 
cesseur naturel  de  Richard  dans  la  chaire  de  Mathéma- 
tiques spéciales.  Le  magnifique  enseignement  de  notre 
maître  ne  fut  pas  amoindri,  et  cependant  le  ti'op  modeste 
professeur  ne  fut  pas  à  l'abri  de  l'envie  et  même  de  la 
médisance. 

Membre  de  la  Commission  chargée  de  la  révision  des 
programmes,  il  lutta  pour  conserver  à  l'enseignement 
des  lycées  le  degré  d'élévation  que  des  tendances  funestes 
auraient  pu  lui  enlever.  Examinateur  pendant  plus  de 
vingt-cinq  années  pour  l'admission  à  PEcole  Navale,  il 
put  du  moins  faire  prévaloir  les  bonnes  traditions.  La 
croix  de  la  Légion  d'honneur  et  le  poste  d'inspecteur  de 
l'Université  furent  la  récompense  officielle  de  ses  bons 
seivices. 

Les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  ont  pu  apprécier 
la  sagacité  de  Guibert  dans  ses  recherches  sur  la  théorie 
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des  nombres,  recherches  qu'il  laisse  inachevées.  iNous 
terminerons  cette  Notice  par  l'analyse  succincte  d'un  Mé- 
moire de  Mécanique,  qui  lui  servit  de  thèse  pour  obte- 
nir le  grade  de  docteur  près  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris. 

Dans  la  première  partie,  l'auteur  expose  \vs  propriéfès 
générales  de  l  équilibre  d'un  sysièine  de  corps.  —  Enoncé 
général  et  démonstration  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles de  Jean  Bernoulli.  —  Méthode  des  multiplica- 
teurs de  Lagrange.  —  Théorème  de  Leibniz. 

Dans  la  seconde  partie  se  trouvent  exposées  les  pro- 
priétés générales  du  mouvement  d^un  système  de  corps. 
—  Principe  de  d'Alembert,  employé  d'abord  par  Jacques 
Bernoulli  comme  nioyeii  particulier  de  solution,  ainsi 
que  lobscive  Lagrange  dans  sa  lumineuse  histoire  du  fa- 
meux problème  du  centie  d'oscillation.  —  D'Alembert 
en  voit  la  portée  et  en  déduit  une  méthode  générale  pour 
mettre  en  équation  les  problèmes  de  Dynamique.  — 
Principe  des  aires,  conservation  des  forces  vives.  Sur  ce 
sujet,  l'auteur  observe  judicieusement,  ce  que  Laplace  ne 
remarque  point  dans  sa  démonstration  du  même  prin- 
cipe {^Mécanique  céleste,  liv.  I),  qu'on  ne  saurait  tou- 
jours remplacer  les  vitesses  virtuelles  par  les  vitesses  ef- 
fectives. — •  Le  Mémoire  se  termine  par  l'exposé  du 
principe  de  la  moindre  action. 

Ce  INIémoire,  plein  de  détails  insiruclifs,  se  distingue 
surtout  par  un  esprit  profondément  philosophique. 

F. -A.  Beynac, 

Professeur. 
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L'Ouvrage  dont  M.  Bertrand  nous  donne  aujourd'hui 
le  premier  volume  est  destiné  à  faire  connaître  \ Ana- 
lyse infinitésimale  dans  l'état  où  l'ont  amenée  les  tra- 
vaux les  plus  récents.  Il  est  appelé  à  remplacer  le  grand 
Ouvrage  de  Lacroix,  livre  utile  pour  l'époque  où  il  pa- 
rut, mais  fort  arriéré  depuis  les  découvertes  de  Cauchy, 
de  Jacohi,  de  Gauss  et  de  beaucoup  d'autres  Géomètres 
éminents  de  notre  époque. 

L'invention  de  ce  que  pendant  longtemps  on  a  appelé 
les  nouveaux  calculs  fut  une  des  plus  brillantes  du 
XVII®  siècle,  époque  où  les  sciences  jetèrent  un  si  vif  éclat. 
Cependant  il  ne  faudrait  pas  croire  que  V Analjse  infini- 
tésimale ait  été  saluée  à  sa  naissance  comme  un  événe- 
ment. Les  grandes  inventions,  comme  tous  les  phéno- 
mènes de  l'ordre  moral  ou  de  l'ordre  physique,  sont  sou- 
mises à  ce  que  Leibniz  a  nommé  la  loi  de  continuité:  elles 
ont  de  petits  commencements,  et  leur  importance  ne  se 
révèle  qu'à  la   longue,  par  leurs  fruits.  Quand  Leibniz 


(*)  Sous  le  rapport  typographique,  ce  voîunie  l'ait  le  plus  grand  hon- 
neur il  l'imprinierie  Mallet-l^achelier,  aujourd'hui  Gaulhier-\  illars,  si 
habilement  dirigée  par  M.  Bailleul. 
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dépose  le  premier  germe  de  la  méthode  dans  un  tout  pe- 
tit article  de  huit  pages,  il  s'agit  tout  simplejnent  d'une 
Nouvelle  méthode  pour  les  niaxima  et  les  niiniina  et 
les  tangentes^  qui  ii  est  point  arrêtée  par  les  fractions  ou 
par  les  radicaux,  avec  un  nouveau  genre  de  calcul 
pour  ces  sortes  de  questions  {*).  Newton,  qui  avait  fait 
de  son  côté  la  même  découverte,  l'expose  incidemment 
dans  le  lemme  II  de  la  viii"  proposition  du  second  Livre 
des  Principes  (**),  et  n'en  parle  plus  dans  la  suite  de  son 
ouvrage.  Les  illustres  inventeurs  avaient  pour  ainsi  dire 
découvert  un  monde  sans  s'en  douter. 

Cependant  la  nouvelle  méthode  ne  larda  pas  à  se  ré- 
pandre, surtout  sur  le  continent.  Cultivée,  avec  les  nota- 
tions de  Leibniz,  par  les  frères  Bernoulli,  le  marquis  de 
l'Hospital,  Varignon,  elle  donna  la  solution  de  questions 
qu'on  n'eût  pas  osé  aborder  par  les  anciennes  méthodes. 
Ce  ne  lut  néanmoins  qu'après  vingt  ans  de  découvertes 
brillantes  que  les  partisans  des  deux  grands  Géomètres 
soulevèrent  une  question  de  priorité  et  donnèrent  lieu  à 
une  dispute  à  laquelle  Leibniz  et  JNewlon  devaient  se 
mêler  un  peu  plus  tard. 

INous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  les  détails  d'une  con- 
troverse fameuse  (jui,  aujourd'hui  encore,  ne  paraît  pas 
tout  à  fait  apaisée.  Les  Géomètres  qui  y  ont  pris  part 
ont  trop  souvent  employé  la  forme  du  réquisitoire,  c'est- 
à-dire  qu'ils  ont  cherché  des  indices  dans  des  circon- 
stances étrangèies  à  la  question  et  plus  propics  à  pas- 
sionner le  débat  qu'à  l'éclairer  [***).  Sans  doule,  dans  le 
feu  de  la  dispute  où  les  deux  adversaires  se  laissèrent  entrai- 

(*)  Acla  Lipsiai,  iGS4- 

(*')   l'hilosophiic  luiiuialiî  pi  incipia  niailicmalicii,  1687. 

C**)  Voici  coniiiient  M.  I.et'ort  termine  sa  nouvelle  et  précieuse  cdilioii 
du  Conimcicitim  episiohcum  de  Aiialjni  promola  :  a  Newton  inspire  l'adini- 
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ner  par  des  amis  trop  ardents,  ils  eurent  quelques  loris 
réciproques.  Mais,  à  de  si  illustres  accusés,  ne  devrait-ou 
pas  accorder  au  moins  le  bénéfice  des  circonstances  atté- 
nuantes (■*'),  et  excuser  quelques  vivacités  de  polémique, 
cjuaud  il  s'agissait  non-seulement  de  leur  gloire,  mais  de 
leur  honneur  lui-même? 

Pour  bien  juger  celte  fameuse  querelle,  il  faut  dégager 
les  faits  de  tous  les  commentaires  passionnés  et  de  toutes 
les  circonstances  étrangères  à  la  question.  C'est  ce  qu  a 
fait  M.  Bertrand  avec  une  grande  hauteur  de  vue,  et  il 
arrive  à  cette  conclusion  que  Newton  et  Leibniz  ont  un 
égal  droit  à  la  gloire  de  Finvenlion  dont  ils  onl  accepté 
sans  réclamation  le  partage  pendant  vingt-cinq  ans.  «  Il 
»  n'existe,  dit-il,  aucune  preuve  contre  la  parfaite  can- 
))  deur  des  grands  génies  qui  sont  eu  cause,  et  l'on  doit 
»  accorder  à  tous  deux  l'honneur  de  la  découverte  qu'ils 
»   déclarent  tous  deux  avoir  faite...,  » 

Et  plus  loin  : 


»  ration,  Leibniz  aUire  davantage.  Pour  moi,  il  y  a  tout  un  monde  de 
»  passions  et  de  préjugés  entre  l'esprit  généreux  qui  correspondait  avec 
»  Bossuet  et  rêvait  la  réunion  de  toutes  les  communions  chrétiennes,  et  le 
»  sectaire  ardent  qui  commentait  VApocaljpse  et  signalait  l'Eglise  de 
»  Rome  dans  la  onzième  corne  du  quatrième  animal  de  Daniel.»  Qu'est-ce 
que  tout  cela  fait  à  la  question  de  priorité,  et  en  quoi  l'intolérance  de 
Newton  est-elle  plus  blâmable  que  l'intolérance  de  Bossuet? 

(")  Pour  montrer  le  mauvais  caractère  de  Newton,  des  écrivains  sérieux 
ont  cité  le  témoignage  de  Whiston,  son  ami.  Étrange  ami,  en  vérité! 
Whiston  vit  dans  l'intimité  de  Newton,  en  reçoit  des  bienfaits,  est  dé- 
signé par  lui  pour  le  remplacer  dans  sa  ch;iire  de  Cambridge;  tant  que 
Newton  vit,  Whiston  ne  cesse  d'écrire  d'humbles  commentaires  sur  les 
œuvres  de  son  maître;  mais  lui  mort,  il  l'attaque,  et  pour  justifier  une 
telle  conduite,  il  lance  contre  Newton  une  accusation  où  le  ridicule  le  dis- 
pute à  l'odieux:  «  S'il  eût  été  vivant  quand  j'écrivis  contre  sa  chronolo- 
»  gie,  je  n'eusse  pas  osé  publier  ma  réfutation,  car,  d'après  la  connais- 
»  sauce  que  j'avais  do  ses  habitudes,  j'aurais  dû  craindre  qu'il  ne  nie 
tuât!  »  Newton  avait-il  donc  Vhabiiude  de  tuer  ceux  qui  n'étaient  pas  de 
sou  avis;' 
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«  Leibniz  et  Newton  partagent  donc  la  gloire  d'avoir 
))  inventé  le  Calcul  différentiel,  et,  quoique  différem- 
»  ment  illustres,  chacun  d'eux  doit  être  tenu  pour  ho- 
»  noré  de  s'être  rencontré  avec  un  tel  émule.  Bien  qu'ils 
»  soient  complètement  d'accord  sur  le  fond,  on  retrouve 
»  dans  la  forme  qu'ils  ont  adoptée  l'empreinte  de  leurs 
»  génies  si  dissemblables.  L'un,  plus  préoccupé  des  lois 
))  de  l'univers  que  de  celles  de  l'esprit  humain,  semble 
»  voir  surtout  dans  les  nou.velles  méthodes  l'instrument 
»  de  ses  efforts  pour  pénétrer  la  nature,  et  leur  assignant 
»  un  but  plus  élevé  en  a  mieux  montré  toute  la  portée. 
»  L'autre,  qui  mettait  sa  gloire  à  perfectionner  l'art  d'in- 
»  venter,  a  plus  nettement  marqué  la  route,  et  nous 
))  suivons  encore  les  traces  lumineuses  qu'il  a  laissées. 
»  Le  premier,  ne  produisant  ses  découvertes  qu'après  en 
»  avoir  longuement  mûri  la  forme,  a  pu  donner  à  ses  tra- 
»  vaux  quelque  chose  de  plus  achevé  et  de  plus  ferme, 
))  et  faire  jaillir  de  sa  pensée  toutes  les  vérités  qu'elle 
»  contient.  Le  second,  plus  habitué  à  marquer  les  grands 
»  traits,  se  plaisait  à  remuer  les  questions  les  plus  va- 
»  riées,  en  éveillant  des  idées  justes  et  fécondes  qu'il 
))  laissait  à  d'autres  le  soin  de  suivre  et  de  développer. 
»  Newton  se  croyait  rarement  obligé  à  énoncer  la  règle 
»  avant  d'en  faire  l'application.  Leibniz,  au  contraire, 
»  aimait  à  donner  des  préceptes  et  se  montrait  plus  em~ 
1)  pressé  à  proposer  de  beaux  problèmes  qu'à  suivre  les 
1)  détails  de  leurs  solutions.  Si  Newton,  plus  diligent, 
»  a\ait  publié  dix  ans  plus  tôt  sa  théorie  des  fluxions,  le 
))  nom  de  Leibniz  resterait  un  des  plus  grands  dans  l'his- 
»  toire  de  l'esprit  humain-,  mais,  tout  en  le  comptant 
»  parmi  les  géomètres  du  premier  ordre,  c'est  à  ses  idées 
»  philosophiques  et  à  l'universalité  de  ses  travaux  que  la 
»  postérité  attacherait  surtout  sa  gloire.  Si  Leibniz,  au 
»   contraire,  abordant  plus  tôt  l'élude  des  Mathémati- 
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»  ijiies,  avait  pu  ravir  à  son  rival  i'honneur  de  leur 
»  commune  découverte,  on  n'admirerait  pas  moins,  dans 
»  le  livre  des  P/incipes,  avec  la  majesté  des  résultats  ob- 
»  tenus,  l'incomparable  éclat  des  détails,  et,  en  perdant 
))  ses  droits  à  l'invention  de  /a  méthode  qui  s'y  trouve 
»  employée  avec  tant  (V art,  Newton  resterait  placé  au 
»  rang  qu'il  occupe  aujourd'hui  parmi  les  géomètres,  je 
»  veux  dire  à  côté  d'Arcbimède  et  au-dessus  de  tous  les 
»   autres.  » 

Il  est  impossible  de  mieux  rendre  le  caractère  propre 
de  chaque  rival,  et  cette  heureuse  diversité  de  génie  qui 
a  plus  servi  la  science  que  ne  l'aurait  fait  une  entière 
conformité  de  vues.  Il  y  a  cependant  un  point  sur  lequel 
nous  ne  pouvons  pas  être  tout  à  fait  d'accord  avec  M.  Ber- 
trand. Si  Newton,  dans  son  livre  des  Principes,  a  em- 
ployé avec  tant  d'art  la  mcthode  infinitésimale,  il  faut 
avouer  cjue  cet  art  était  bien  caché,  puisque  le  calcul  des 
lluxions  n'apparaît  à  la  surface  qu'en  deux  ou  trois  endroits 
de  l'ouvrage.  A  la  vérité,  c'est  une  opinion  assez  répandue 
que  Newton  avait  obtenu  par  le  calcul  tout  ce  qu'il  y  a 
d'important  dans  ses  Principes,  mais  que  pour  dissimuler 
sa  marche  il  avait  présenté  les  lésultats  sous  une  forme 
purement  géométrique.  Mais  nous  ne  pouvons  voir  là 
qu'une  conjecture  dénuée  de  preuves  et  due  à  une  sorte 
de  préjugé,  car  il  y  a  des  préjugés  même  en  Mathéma- 
tiques. Vers  le  milieu  du  dernier  siècle,  la  Géométrie 
était  devenue  comme  une  langue  étrangère  à  la  plupart 
des  mathématiciens.  Euclide,  qu'on  ne  lisait  plus,  pas- 
sait pour  11(1  auteur  plein  d'obscurités  impénétrables  (*), 

(*)  M.  Kiot,  auquel  on  doit  tant  de  précieux  éclaircissements  sur  la  vie 
de  ÎNewton,  tombe  dans  ce  préjugé  :  «  Qu'après  avoir  étudié,  dit-il,  les 
»  premières  propositions  d  Euclide,  Newton  ait  successivement  clierché  et 
»  trouvé  la  démonstraticn  des  autres  par  lui-même,  plutôt  que  de  s"en- 
«  foncer  dans  une  lecture  si  excasivcnunl  jiénihlc  par  les  foi  nus  dont  clic 
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et  ceux  (|ui  employaient  exclusiveineiil  le  calcul,  ou  ce 
que  l'on  appelle  improprement  V yJ/uilyse  mathématique, 
croyaient  de  bouue  foi  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  instrument 
de  découverte.  Sans  doute  Newton  n'a  pas  donné  le  pre- 
mier jet  de  son  esprit,  et,  par  cela  même  qu'il  élevait  len- 
tement (*)  un  système  dont  toutes  les  parties  devaient  se 
lier  et  se  soutenir  mutuellement,  il  a  dû  bien  souvent  re- 
venir sur  l'ordre  qui  s'était  offert  à  lui  tout  d'abord 5 
mais  rien  n'autorise  à  croire  qu'il  se  soit  imposé  cette 
gène  perpétuelle  de  penser  dans  une  langue  et  d'écrire 
dans  une  autre.  Et  pourquoi  se  donner  tant  de  mal?  Pour 
dissimuler  la  route  suivie?  Il  faudrait  donc  supposer  que 
Newton,  par  je  ne  sais  quelle  vanité  inintelligente,  aurait 
caché  des  découvertes  analytiques  du  premier  ordre,  et 
qui  pouvaient  ajouter  à  sa  gloire  déjà  si  grande. 

Ces  raisons  suffisent  pour  rejeter  une  hypothèse  qui, 
d'ailleurs,  comme  nous  Tavons  déjà  dit,  n'est  appuyée 
sur  aucune  preuve  autheulique.  Nous  croyons,  avec 
M.  Chasles,  un  bon  juge  en  fait  d'invention  géomé- 
trique, que  Newton  a  trouvé  la  plupart  de  ses  inven- 
tions par  la  Géométrie,  et  que  le  meilleur  moyen  de  fa- 
ciliter la  lecture  de  son  immortel  ouviage  serait  un 
Commentaire  fait  dans  l'esprit  et  les  formes  de  la  Géo- 
métrie moderne. 


»  est  hérissée,  vuilà  ce  qui  peut  se  comprendre;  et  surtout  s'il  avait  déjà 
»  pris  connaissance  des  luémes  propositions  pour  tes  jeux  d'enfant,  dans 
»  quelque  livre  vulgaire,  on  concevra  mieux  encore  qu'il  ait  jugé  inutile 
»  de  perdre  son  temps  dans  une  sifaiiganis  leciure.  »  Ainsi,  voilà  M.  liiot 
obligé  de  recourir  à  des  hypothèses  plutôt  que  d'admettre  qu'une  intelli- 
gence comme  celle  de  Newton  a  pu  comprendre  un  livre  élémentaire  qui 
aujourd''hui  encore  initie  les  jeunes  Anglais  à  la  connaissance  de  la  Géo- 
métrie. 

C)  C'est  cette  lenteur  qui  a  fait  accuser  Newton  de  cacher  obstinément 
ses  inventions,  cojnnie  si  l'aulcur  d'un  ouvrage  do  longue  haleine  était 
tenu  de  le  communiquer  au  public  chapitre  par  chapitre. 
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Après  celle  digression, peut-elre  un  peu  longue,  sur  un 
poinl  d'hisioire  à  peine  effleuré  par  M.  Bertrand,  nous 
laisserons  sa  Préface  si  remarquable  pour  nous  occuper 
du  fond  de  Touvrage. 

Le  nouveau  Traité  de  Calcul  différentiel  est  divisé  en 
trois  Livres. 

Le  premier  Livre,  divisé  en  huit  Chapitres,  est  consa- 
cré à  Vétude  des  différentielles  et  des  dérivées. 

Dans  le  premier  Chapitre,  l'Auteur  établit  les  notions 
fondamentales  sur  les  différents  or/Ires  d'infiniment  pe- 
tits et  les  théorèmes  par  lesquels  on  démontre  dans 
quels  cas  on  peut  négliger  certaines  quantités  sans  al- 
térer le  résultat  définitif  du  calcul.  Des  applications 
géométriques  montrent  immédiatement  le  vrai  sens  des 
termes  employés.  Les  objections  que  l'on  a  faites  bien 
souvent  à  la  méthode  infinitésimale  sont  presque  tou- 
jours des  querelles  de  mots  :  elles  tombent  dès  qu'on  ne 
voit  dans  certaines  formes  de  langage  que  des  phrases 
abrégées,  dont  le  sens  ne  doit  pas  être  cherché  ailleurs 
que  dans  les  locutions  complètes  qu'elles  sont  destinées  à 
remplacer.  En  un  mot,  le  Calcul  différentiel  est  une 
langue  qu'on  apprendra  plutôt  par  l'usage  que  par  les 
longues  dissertations  des  grammairiens. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  aux  dérivées  et  aux 
différentielles  du  premier  ordre.  C'est  une  théorie  de- 
venue aujourd'hui  élémentaire  et  qu'on  enseigne  avec 
raison  dans  les  Cours  de  IMalliémaliques  spéciales. 

Dans  le  tioisième  Chapitre,  M.  Bertrand  expose  la 
théorie  entièrement  neuve  des  déterminants  de  fonc- 
tions. L'analogie  entre  les  déterminants  et  les  dérivées 
est  complète,  et  l'importance  des  applications  donne  à 
cette  ingénieuse  conception  de  Jacobi  le  droit  de  ligurcr 
parmi  les  principes  de  la  science. 

Les  autres  Chapitres  de  ce  I^ivre  loni  coniiaitre  les  de- 


ri^'ées  (V ordre  supérieur  au  premier ^  les  différentielles 
des  fonctions  définies  gconiètricjuernent,  les  formules  re- 
latives au  changement  des  variables  indépendantes  et 
la  formation   des  équations  différentielles. 

Le  Livre  II  traite  des  séries.  Il  est  divisé  en  dix  Cha- 
pitres qui  comprennent  une  étude  générale  des  séries  :  la 
série  de  Tajlor  et  celle  de  Lagrange,  avec  leurs  princi- 
pales applications,  les  développements  en  fraction  conti- 
nue ou  en  produit  d'un  nombre  infini  de  facteurs,  la 
théorie  des  fonctions  d^  une  variable  imaginaire  et  celle 
des  résidus  d'après  Caucliy.  Les  deux  derniers  Chapitres, 
qui  ne  se  lient  pas  d'une  manière  bien  naturelle  à  l'objet 
du  Livre  II,  font  connaître  la  valeur  des  expressions  qui 
se  présentent  sous  une  forme  indéterminée,  ainsi  que  la 
théorie  des  maxima  et  des  mininia. 

Le  Livre  III  comprend  les  applications  géométriques 
qui  n'ont  pu  trouver  place  dans  le  Livre  précédent.  Ou 
y  étudie  la  courbure  des  lignes  et  des  surfaces,  la  théorie 
des  courbes  à  double  courbure,  celle  des  lignes  de  cour- 
bure et  les  propriétés  des  lignes  tracées  sur  une  surface. 

Chaque  Chapitre  est  suivi,  sous  le  titre  d'Exercices, 
d'un  certain  nombre  de  théorèmes  qui  n'étaient  pas  de 
nature  à  prendre  place  dans  l'ensemble.  Enfin  l'ouvrage 
est  terminé  par  une  Table  alphabétique  des  matières, 
destinée  à  faciliter  les  recherches,  utile  appendice  dont 
MM.  les  Editeurs  se  montrent  trop  avares  aujourd'hui. 

L'Ouvrage  de  M.  Bertrand,  d'une  lecture  facile,  où  la 
Géométrie  et  l'Analyse  sont  heureusement  alliées,  ren- 
ferme tont  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  à  connaître  dans  le 
Calcul  différentiel.  On  y  signalera  des  lacunes,  cela  est 
inévitable.  Il  est  aussi  impossible  de  faire  un  Traité 
complet  ([u'une  collection  complète  dans  quelque  genre 
que  ce  soit.  C'est  ce  que  l'Auteur  a  d'ailleurs  bien  com- 
pris. «  Je  voudrais,  dit-il,  pouvoir  oiïrir  aux  jeunes  Géo- 
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»  mèlres  le  moyen  d'éludier  les  travaux  des  maîtres  de 
»  la  science  sans  être  jamais  arrêté  par  l'ignorance  des 
))  principes  sur  lesquels  ils  reposent;  mais  un  tel  pro- 
))  gramme  s'étendrait  presrpie  sans  limites,  et  j'ai  dû  me 
))  borner,  dans  la  limite  de  mes  forces  et  de  mon  érudi- 
»  tion,  à  aplanir  pour  eux  les  premiers  pas.  On  peut 
»  faire  beaucoup  mieux,  sans  doute,  mais  sans  parvenir, 
»  j'en  ai  la  conviction,  à  surmonter  toutes  les  difficultés. 
»  Peut-être  même  aurait-on  tort  de  le  regretter;  rien  ne 
•»  peut  suppléer  à  l'étude  directe  des  grands  maîtres,  et 
))  en  aidant  les  jeunes  gens  à  s'en  aifrancbir  trop  long- 
»  temps,  il  pourrait  arriver  qu'en  facilitant  leurs  études 
»  on  retardât  en  eux,  pour  bien  longtemps  peut-être,  le 
M  développement  de  l'esprit  d'invention,  » 

E.  Prouhet. 

(Extrait  delà  Revue  de  l'Instruction  puhlique  du  3  novembre  i86/|.) 


Nouvelle  Arithmétique  théorique  et  pratique;  par 
E.-A.  Tarnier,  Docteur  es  Sciences,  Officier  de  l'In- 
struction publique.  Chevalier  de  la  Légion  d'honneur, 
Inspecteur  de  l'Instruction  primaire  à  Paris.  V^  édition. 
In- 12  de  290  pages.  Paris,  1864. 

Ce  Traité  d'Arithmétique  se  recommande  par  l'ordre 
des  idées,  la  clarté  du  style  et  la  simplicité  de  l'exposition  : 
la  science  y  est  mise  à  la  portée  du  sens  commun.  Il  est 
vrai  qu'on  n'y  trouve  aucune  dissertation  profonde  sur  la 
nature  des  nombres  et  des  opérations  auxquelles  on  les 
soumet  :  pour  ma  part,  je  ne  le  regrette  pas.  La  préten- 
tion à  la  profondeur  des  pensées  nous  a  déjà  valu  assez 
d'écrits  inintelligibles,  dont  les  auteurs  semblent  se  croire 
d'autant  plus  ])rofonds  qu'ils  sont  plus  obscurs.  Ce  qu'il 
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y  a  de  mieux  établi  dans  des  écrits  de  ce  genre,  c'est  que 
leurs  auteurs  ne  sont  pas  parvenus  sans  peine  à  rendre 
confuses  et  difficiles  les  notions  les  plus  simples. 

L'Arithmétique  de  M.  Tarnier  est  divisée  en  six  Livres. 
Le  premier  comprend  le  système  de  numération  déci- 
male et  les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les 
nombres  entiers.  Quelques  considérations  préliminaires 
très-courtes  se  rapportent  au  nombre  et  à  l'unité 5  les  dé- 
finitions que  Tauteur  en  a  déduites  formulent  en  termes 
clairs  et  précis  des  idées  qui  se  trouvent  dans  l'esprit  de 
tout  le  monde.  Le  système  de  numération  est  exposé  avec 
beaucoup  de  soin,  et  les  opérations  expliquées  avec  toute 
la  simplicité  possible. 

Le  second  Livre  traite  des  fractions  ordinaires.  Rien 
de  ce  qui  peut  en  faciliter  l'étude  n'a  été  négligé.  Chaque 
opération  est  nettement  définie;  les  énoncés  des  règles 
pratiques  sont  toujours  accompagnés  d'exemples:  les 
théories,  réduites  à  leurs  principes  fondamentaux,  ne 
contiennent  aucune  de  ces  propositions  accessoires  dont 
on  peut  à  son  gré  augmenter  ou  diminuer  le  nombre,  et 
qui  donnent  à  l'exposition  des  éléments  dune  science  le 
caractère  d'une  œuvre  de  fantaisie. 

Le  troisième  Livre  a  pour  objet  les  fractions  décimales. 
Les  propriétés  et  les  règles  du  calcul  des  nombres  déci- 
maux ont  été  établies  d'une  manière  simple  et  naturelle, 
en  écrivant  ces  nombres  sous  la  forme  de  fractions  à  deux 
termes.  La  réduction  en  décimales  d'un  quotient  ou 
d'une  fraction  ordinaire  a  donné  lieu  à  d'utiles  remar- 
ques sur  la  détermination  des  valeurs  approchées. 

Le  quatrième  Livre  contient  l'exposé  très-complet  et 
très-détaillé  du  système  légal  des  poids  et  mesures.  Des 
figures  de  Géométrie  intercalées  dans  le  texte  mettent  en 
évidence  les  relations  de  grandeurs  qui  existent  entre 
les  différentes  imités  de  superficie,  et  servent  à  détermi-^ 
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lier  facilement  les  rappoi  ts  des  différentes  imité,'!  de  vo- 
lume. C'est,  sans  aucun  doute,  le  moyen  le  plus  sûr 
d'empêcher  que  Ton  ne  confonde  le  décimètre  carré  avec 
le  dixième  d'un  mètre  carré,  le  décimètre  cube  avec  le 
dixième  d'un  mètre  cube:,  l'expérience  a  fait  voir  que 
cette  précaution  n'a  rien  d'exagéré. 

On  trouve  dans  le  cinquième  Livre  tout  ce  qu'il  est  im- 
portant de  connaître  au  sujet  des  nombres  complexes 
provenant  des  divisions  du  temps  5  et,  dans  le  sixième,  la 
théorie  élémentaire  des  grandeurs  proportionnelles,  sui- 
vie de  ses  applications  aux  questions  d'intérêt^  d'es- 
compte, d  association,  de  mélange  et  d alliage. 

L'Ouvrage  est  terminé  par  plusieurs  Notes  intéres- 
santes. Je  mentionnerai  particulièrement  celles  qui  con- 
cernent les  instruments  de  pesage  et  le  nouveau  titre 
monétaire. 

Quelques  propriétés  des  nombres  ont  été  seulement 
énoncées  ;  l'auteur  renvoie  pour  leur  démonstration  à 
l'un  de  ses  autres  Ouvrages.  Le  Traité  dont  je  viens  de 
rendre  compte  s'adresse  principalement  aux  commen- 
çants; il  renferme  toutefois  les  connaissances  exigées  pour 
l'obtention  du  grade  de  Bachelier  es  Lettres,  et  convient 
d'ailleurs  parfaitement  aux  élèves  des  Ecoles  industrielles 
et  du  commerce.  G. 
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LACAUCHIE,  élève  du  lycée  de  Strasbourg.   175,  327,  33o,  igo,  SgS  et  535 

LAGUERRE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique i/^i 

LAISANT,  lieutenant  du  génie 235  et  390 

LANDUR  (N.),  professeur  à  Paris 4^61  87 

LAQUIÈRE  (Marius),  lieutenant  d'artillerie 171  et  263 

LECLÈRE  (admis  le  1 33^  à  l'École  Polytechnique).     329 ,  33o,  878  et  388 
LEFORT,  élève  du  lycée  Saint-Louis  (admis  le  82»  à  l'École  Poly- 
technique)   329 

LEMO^l\lER  (H.),  professeur  au  lycée  Napoléon    66,  337,  46i  et  5i8 

LEPARQUOIS ,  élève  du  lycée  de  Caen 33o 

LHÉRITIER,  élève  du  lycée  de  Douai  (admis  le  39^  à  l'École  Poly- 
technique ) 33o 

LHOPITAL  (Michel),  élève  du  lycée  de  Lyon  (admis  le  79»  à  l'École 

Polytechnique) 328,  33o  et  386 

LUCOTTE  (  Antony),  élève  de  Sainte-Barbe  (Lyon) 388 

LYONNET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Navale 176 

MANNHEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique,      i^i,    189,   253  et  4^8 

MANSION  (Paul),  de  Marchin 62,77,17101  263 

MARCILLE,  élève  de  la  pension  Marlié 390 

MARINI,  licencié  es  sciences 326 

MARSILLY  (de),  lieutenant-colonel  du  génie.  64,  i36,  175,  260  et  535 

MARMIER,  élève  de  l'institution  Sainte-Geneviève 390 

MARRE  (Aristide),  professeur .  •  •  i65 

MARTELLI  (Joseph),  docteur 4oi 

MASSING,  élève  de  Sainte-Barbe 33o,  378  et  390 

MATTHIEU  (J.-J.- A.),  capitaine  d'artillerie 59  et  176 

MEiNTlON,  professeur  à  Paris 445,  471  et  535 

MERLIEUX  (Edouard) 334 

MESNIL  (A.  du),  élève  du  collège  de  Sorrèze....     79,  2G7,  33o  et  378 

MEVER  (de),  élève  du  lycée  Charlemagne 388 

MIRZA-DJEHAN,  élève  externe  de  l'École  Polytechnique 79 

MIRZA-NIZAM,  élève  externe  de  l'École  Polytechnique.     75,  79, 

167,    171,   263,  267,  326,  328,  329,  378,  390,  391  et  393 

MISTER,  professeur  à  Nivelles. 35i 


(  ^74  ) 

J'ajes. 

MOIIEL,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand 79  et  329 

MOUCHEL,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées l^'j'i 

MOULIN,  répétiteur  au  Prytanée 2G3  et  890 

MOUÏAKD,  professeur  à  Paris i/ji,  \l\'),  3o6  et  536 

MUZEAU  (Eugène),  lieutenant  d'artillerie 76  et  267 

NEUBERG,  professeur  àlNivelles 35i 

NICOLAÏDÈS 39 

NOMBEL,  élève  de  Sainte-Barbe  (admis  le  ^9^  à  l'École  Polytech- 
nique   329 

NOUETTE  (Léon-Victok),  élève  du  lycée  Charlemagne  (admis  le  7/^^ 

à  l'École  Polytechnique) 76^   327  et  328 

PADULA  (Ferdinand)  ,  professeur  à  Naples 5/|6 

PAINVIN,  professeur  au  lycée  de  Douai. . .     i45,    igS,   241,  357  et  481 

PEAUCELLIER,  capitaine  du  génie,  à  Nice 4 '4 

PÉRIER,  de  Lons-le-Saulnier Soi 

PICART,  professeur  au  lycée  Charlemagne 292,   498  et  532 

PICQUET  (Henri),  élève  de  Sainte-Barbe  (admis  le  83«  à  l'École 

Polytechnique).      78,   225,  234,  267,  326,  328,  33o,  Sgi,  897  et  544 
PIERRE  (Charles-Isidore),  élève  du  lycée  de  Caen  (admis  le  29^  à 

l'École  Polytechnique) 260 

PIGEON  (Henri),  élève  de  l'École  Polytechnique 61 

PLISSART  (Nestor),  de  Liège 223 

POTIER  (Ernest),  élève  du  collège  Chaptal 79 

POUDRA  (N. -G.),  ancien  officier  supérieur  d'état-major...     202  et  49^ 

PUTHOSTE,  élève  du  Prytanée  impérial 33o 

PROUHET,  rédacteur.       l\5,  l\'è,  73,  81,  90,  122,   190,   287,  277, 

286,  332,  383,  4o3,  433,  5o8  et  55o 

RÉALIS,  ingénieur  à  Turin ,.=     73,  877,  438  et  477 

REZZON ICO  (Alexandre) 78  et  899 

R0BERTS  (Michael) i4o 

ROBERTS  (William) 62,  80,    i39,   i4i,   161  et  3n 

ROMAND  (J.),  licencié  es  sciences 52 

ROUSSEAU,  élève  du  lycée  Charlemagne 377 

SAINT-MICHEL  (P. -G.  de),  élève  de  M.  Beynac 890 

SAINT-PRIX  (Ch.   de),  élève  au   lycée  de  Lyon.     72,  260,  267, 

371  et  393 

SALLES  (  Alfred),  élève  de  l'École  Polytechnique 26S 

SARTIAUX    (Albert),  élève  du  lycée  de  Douai  (admis  le  12®  à 

l'École  Polytechnique) 824  ;  867  et  SgS 

SCHROETER,  professeur  à  l'Université  de  Breslau 44^ 

SELLERON 267 

SERRET  (Pal'l),  docteur  es  sciences 49  ^^  ^Si 

SMET-JAMAR,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (admis  le  46*  à  l'École 

Polytechnique  et  le  9*=  à  l'École  normale). . . .     129,  388,  891  et  895 

SMITH  JUNIOR,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand 33o 


(  5;^  ) 

STOULS,  élève  de  lÉcole  Saint-Clément,  à  Metz /l^,(3 

TIVOLLIER,  élève  du  lycée  de  Lyon  (admis  le  90^  à  l'École  Poly- 
technique)       75,  267,  327,  328  et  33o 

TOUBIiNS,  professeur  de  Lons-le-Saulnier 18701  bf\.\ 

TRANSON  (Abel),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique 289  et  ffbS 

TRAVELET,  élève  du  lycée  de  Besançon  (reçu  le  5^  à  lÉcole  Poly- 
technique)    388 

TRENQUELLEON  (Cn.  de),  élève  de  l'École  Normale 267  et  :)39 

TROMPARENT  (Henri),  élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (admis  le 

26*^  à  l'Ecole  Polytechnique) 3go 

VIALAY,  élève  du  lycée  de  Lyon 378 

VIGNERAL  (de) 73  et  267 

VIEILLARD  (Ernest),  élève  de  l'institution  Favart  (admis  le  42*  à 

l'École  Polytechnique) 175 

VINCENT,  membre  de  l'Institut /,58 

VIRIEU  (de),  professeur  à  Lyon 73,   iliZ,   168,  260  et  ?.8S 

TVILLIOT,  élève  de  l'Ecole  Centrale 326  et  SaS 

ZBIKOWSKI,  de  Minsk 188 

ZENTHEN 297 

Note.  —  Sur  iSi  collaborateurs  dont  les  travaux  ont  été  insérés  ou 
mentionnés,  il  y  a  64  élèves  dont  24  ont  été  admis  à  l'École  Polytech- 
nique et  4  à  l'École  Normale. 


ERRJTJ. 


Page  179,  question  81,  au  lieu  de  MI  =MN,  lisez  MI=:IT. 

Page  179,  question  84,  au  lieu  de  un  point  commun,  lises  deux  points 

communs. 
Page  i83,  question  115,  au  lieu  de  deux,  lises  trois. 

Page  184,  question  129,  un  cône  et  un  cylindre,  ajoutez  du  second  degré. 
Page  4i9)  ligne  17,  au  lieu  de  Sauvi,  lises  Sauri. 

Page  419,  ligne  20,  après  Dictionnaire  mathématique,  ajoutez  de  Kliigel. 
Page  419,  ligne  20,  au  lieu  de  Géométrie,  lisez  Goniométrie. 

Page  422,  ligne  9,  au  lieu  de  /.tang  (  7  "l"  f  )  '  ''^^^  '*^S  '•^"u  (  7  +  ~  )' 

Page  427,  ligne  2  en  remontant  au  lieu  de  revvisiamo,  lise:  ravvisiamo. 

Page  444»  1"^^^'°"  IV,  ajoutes  que 'la  fonction^doit  être  du  degré  ni  —  2     \-^ 

au  plus.  —  Question  712,  homothclique,  ajoute:  et  concentrique. 
Page  4û6,  ligne  i3,  au  lieu  de  «,  lises  J. 
Page  456,  ligne  dernière,  même  correction. 


(  ^76) 


QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 

Dans  les  cinq  derniers  volumes  de  la  première   série 

et  dans  les  trois  premiers  de  la  deuxième. 


TOME  XVI, 

i^e  série. 

TOME  XIX  (suite] 

. 

NOS. 

Pages. 

NOS. 

Pages. 

36o 

58 

552 

406 

3/8,  379  et 

3Si 

180 

554  et  556 

464 

3S3 

182 

TOME  XX. 

385 

i83 

558  et  559 

55 

398  à  4oo 

390 

573 

112 

TOME 

XVII. 

578 

i38 

4.4 

3i 

585 

.40 

33 

589  à  591 

i4i 

429  et  4^0 
434  et  437 

i39 

186 

592  et  593 
098  et  600 

216 
399 

439  et  441 

187 

TOME  Jff.  2«  série 

444  et  445 

44/  et  448 
454 

262 
358 

434 

604,  606  et 
6i3 
6i5 

607 

29 

125 

i55 

TOME  XVIII 

617 

i56 

473 

170 

6.9 

170 

475 

171 

63 1 

383 

480  et  482 

266 

TOME  II. 

487 

357 

643 

93 

489 

358 

649 

189 

490 

443 

656 

274 

495  et  496 

444 

662 

336 

TOME  XIX. 

606 

37. 

5oi 
5o5  et  5oG 

44 
44 

673  et  675 

479 

682  et  683 

55o 

5ii  à  5i3 

46 

TOME  III. 

525  et  526 

234 

691 

61 

528  et  529 

247 

693 

i39 

536 

3o6 

697 

i4o 

538  et  539 

3o6 

698  à  700 

.41 

541 

36i 

701,  703  et 

7o5 

175 

546  et  .'47 

404 

706  et  707 

252 

549 

4o5 

708  à  717 

442 

FIN 

DU  TOME 

m,  2°  sÉraE. 

PARIS.    —    IMPRIMERIE   DE  GAUTHIER-VIl.LARS, 

rue  de  Scinc-Saint-Gcnnain,  10,  près  l'Institut. 
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